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SVAZEK 12 (1967) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 2 

ŘEŠENÍ NĚKTERÝCH INTEGRÁLNÍCH ROVNIC 
PRVNÍHO DRUHU (II) 

BOHUSLAVA H A Ň K O V Á 

(Došlo dne 7. června 1966.) 

Řešení některých problémů z teorie pružnosti a hlavně z teorie desek se dá převést 
(P]> M ? [5], [6]) na řešení integrálních rovnic prvního druhu tvaru 

/.\ P £ S m HX S m " S / \ A . _/ \ 
(1) 2_ y(5) ds = kons t . j (x) , 0 < x , s < a < 7 r , 

Jádro K(x, s) = _ (sin nx sin ns)jn je funkce integrovatelná s druhou mocninou, 
» = i 

K e L2, proto rovnice (1) není obecně řešitelná v prostoru funkcí z L2 pro libovolnou 
funkci na pravé straně f(x) e L2. 

Uvažujme nejdříve rovnici ([ ! ]) 

/-i\ 2 T ^ sin nx sin ns 
(2) - Z — — y(s)ds = f(x) > ° < x > s < ^' 

tedy speciální případ rovnice (1) pro a = 7c. V tomto případě řešení v uzavřeném 
tvaru můžeme určit následujícím způsobem: Rovnici (2) násobíme systémem funkcí 
sin nx, (n = 1, 2, . . . ) , a integrujeme podle x. Protože platí rovnosti 

2 ,2 sin nx sin ns 1 , 1 — cos (s + x) _ £ _______ _- _ log , 
7E « = 1 rc 7C 1 — cos (s — x) 

1 Г_,L_ 
я J o 1 - cos (s — x) 

bude 

— cos (s + x) . , sin ns 
sin nx dx = , 

Označíme-li 

Г П f* 1 - c o s ( s + x) . 1 1 Г . . . . 
log 1 L sin nx dx д s ) ds = - I sin иs y(s) ds . 

J o Ln J o 1 - cos (s - x) J n J o 

sin ns y(s) ás = yи , sin nxf(x) dx = / „ , 
Jo Jo 
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dostaneme uvedenými úpravami z rovnice (2) rovnost yn = nfn. Podmínkou existence 
OO 

řešení rovnice (2) tedy je, aby konvergovala řada ]T n2 |f..|2. Označme dále jako g(x) 
n=l 

funkci s Fourierovými cosinovými koeficienty nfn. Řešení rovnice (2) bude tvaru 

protože platí 

y(s) = 

1 r 

>л sin s g(x) 

0 cos x — cos s 
dx , 

COSHX 
dx = 

cos x — cos s 

sin ns 

sm s 

l f 7 sin s * . \ 1 " T sin ns . 
2_ nfn cos nx dx = - 2. nfnit srn s = 

7U J 0 \COS X — COS S M = 1 / 71 n=l Slil S 
00 

= £ nfn sin ™ • 
I Í - - 1 

Řešení rovnice (2) se dá najít i jinými způsoby ([2], [7], [8]). Pokud integrační 
meze jsou od nuly od n, řešení všemi způsoby je vždy poměrně jednoduché vzhledem 
k tomu, že soustava funkcí *J(2\n) sin nx, (n = 1,2,...), vyskytující se v jádře 
rovnice (2), tvoří v intervalu (O, n) úplný ortonormální systém. Přitom rovnice (2) 
byla sestavena pro případ řešení průhybu desky s podmínkami po celé délce stran 
stejnými, např. desky prostě podepřené po celém svém obvodu, kdežto rovnice (1) 
odpovídá případu desky s podmínkami podél 
jedné hrany smíšenými, např. deska je prostě 
podepřená na hranách x = O, x = c, y = b, 
na hraně y = O je deska na části (O, a) dokonale 
vetknutá a na části (a, c) téže hrany je deska 
prostě podepřená. (Obr. 1.) Důkaz existence 
řešení rovnice (1) týkající se tedy problému 
se smíšenými okrajovými podmínkami je značně 
složitější. Řešení tohoto problému pomocí 
Schmidtova ortogonalizačního procesu a tvar 
funkce, která je řešením těchto rovnic s uve
deným jádrem a několika různými funkcemif(x) 
na pravé straně, tak jak vznikly z různých fyzikálních problémů, byl uveden v člán
ku [8], Tento článek ho doplňuje důkazem unicity řešení. 

Věta. Má-li rovnice (1) řešení y(s) e L2(0, a), O < a < n, pak jest toto řešení jediné. 

D ů k a z : Stačí dokázat, že příslušná rovnice homogenní 

, 

c~a 

x,s 
Obr. 1. 

(3) 
2 f v srn nx sin ns 

X y(s) ds = O , O < x , 
n J 0 n=i n 

s < a 
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má pouze triviální řešení y(s) = 0. Funkci y(s), s e (0, a), a < n, rozšíříme na interval 
< — TI, TI) takto: 

(4) y(s) = 0 pro a < s __ n, 

y(s) = — y( — s) pro — % __ s < 0 . 
Položme 

-, v /2 2 sin n(prR 

2(r,<p) = / - _ T — - y«> 
71 n = l tî 

kde 

yп = sin ns y(s) ás . 

Funkce X(r, (p) je harmonická v jednotkovém kruhu a pro její Dirichletův integrál platí 

(5) 

Pro r = 1 dostaneme 
Щ r Or/>/ _ 

dK < oo 

2(1, <p) = - __] — sin ns y(s) ds 
7ln=l n J 0 

Protože podle (4) je y(s) = 0 pro a < s __ 7r, bude 

a tedy podle (3) 

(6) 
Derivace 

,/<t \ 2 f x- s m n(P s m n s / \ J 
2(i 5 <D) = - ^ — y(s)ás 

nj0n = i n 

X(\, ę) = 0 pro —a < ę < a 

ex /2 v • 
— (1, <p) = / - 2, smntp yn 

Or -y TI « = i 
je Fourierova řada vyjadřující funkci y(s) definovanou rovnicemi (4), proto bude 

dX 
(7) 

дr 
(1, <jø) = 0 pro —л<(p<—a, a < ę < n. 

V důsledku jednoznačnosti řešení smíšeného problému definovaného podmínkami 
(6) a (7) pro harmonickou funkci X(r, cp) za předpokladu (5) musí být X(r, cp) = 0 
a tedy také y(s) = 0. 
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Р е з ю м е 

РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
1-ОГО РОДА (II) 

БОГУСЛАВА ГАНЬКОВА (ВОНШГАУА Нлйкоул) 

Интегральное уравнение 
Г * 81П ПХ 8111 П$ , ч , , . Г/ \ А 

2^ Д5) (15 = КОП81. }(Х) , 0 < X , 8 < а , 
]0п=1 П 

решено для специального случая а = п\ решение было найдено в конечном 
виде. Уравнение было составлено для решения прогиба плиты с однородными 
краевыми условиями. Для 0 < а < ж это задача с разрывными краевыми усло
виями. Существование решения этого уравнения было доказано в докладе [8]. 
В предложенной работе доказывается единственность решения этого уравнения 
при помощи единственности решения смешанной проблемы для гармонической 
функции. 

2 и з а т т е п Г а 8 8 и п § 

^ О 8 ^ N О Е Ш Ю Е К I N Т Е О К А ^ О ^ Е I С Н ^ N О Е N ЕК8ТЕК АКТ (II) 

Вон^8^АVА НА&КОУА 

1п ё е т Агйке! шгс! (Не 1п1е§га1§1еюпип§ 

Г. ---, sin пх sin ns , ч л л u £f v _ 
^ yl^s) c\s — konst. f(x), 0 < x , s < а 

10 " = i " 
für den Fall a = n gelöst; die Lösungengsfunktion wird in geschlossener Form 
gefunden. In diesem Falle wurde dio Gleichung für die Lösung der Durchbiegung der 
Platte mit homogenen Randbedingungen aufgestellt. Wenn 0 < a < n ist, dann 
handelt es sich um ein Problem mit gemischten Randbedingungen. Die Existenz der 
Lösung dieser Gleichung wurde in dem Artikel [8] bewiesen. In diesem Artikel ist 
die Eindeutigkeit der Lösung dieser Integralgleichung mittels der Eindeutigkeit der 
Lösung des gemischten Problems für die harmonische Funktion bewiesen. 
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