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SVAZEK 12 (1967) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 4 

MULTIVIBRÁTOR S TUNELOVOU DIODOU 

STANISLAV VOJTÁŠEK 

(Došlo dne 11. listopadu 1966.) 

1. UVOĎ 

V současné technické praxi zaujímá důležité místo generátor nesinusových kmitů — 
tzv. multivibrátor, u něhož je aktivní nelineární prvek zastoupen tunelovou diodou. 
Ukazuje se, že můžeme nahradit s dostatečnou přesností tunelovou diodu paralelní 
kombinací nelineárního odporu a nelineární kapacity polovodičového přechodu. 
Tato kapacita bývá u některých typů tunelových diod velmi malá (řádu jednotek pF), 
takže ji kvůli zjednodušení při řešení některých obvodů zanedbáváme. Matematická 
teorie však ukazuje, že takové zanedbání může změnit v některých případech cha­
rakteristické vlastnosti zkoumaného zapojení. 

V tomto článku ukážeme rozbor zapojení jednoduchého multivibrátoru ze stano­
viska teorie nelineárních kmitů právě s přihlédnutím k vlivu kapacity přechodu tu­
nelové diody. Dodejme, že existuje ještě tzv. difúzní složka kapacity přechodu tune­
lové diody [1], Tato se však v našem případě neuplatní zejména vzhledem k uvažo­
vané pracovní oblasti multivibrátoru. 

2. KLIDOVÝ STAV A JEHO STABILITA 

Uvažujme jednoduché zapojení multivibrátoru podle obr. 1. Odpory Rt a R2 

vytvářejí pro tunelovou didodu TD vhodné předpětí pracovního bodu. Indukčnost L, 
kterou považujeme za ideální, tvoří s tunelovou diodou vlastní kmitavý obvod. Ka­
pacita (nábojová) CT(u) přechodu tunelové diody je vázána s její tzv. diferenciální 
kapacitou Cd(ii) definičním vztahem 

Cd(u) = d ( C ^ 
du 
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Přitom je CT dána klasickým vztahem 

c r ( u ) = * , 
U 

kde q značí náboj soustředěný v CT, u je pak napětí na CT. 
V praxi neumíme dostupným způsobem změřit závislost CT na u. Dovedeme však 

změřit zmíněnou diferenciální kapacitu Cd jako funkci u např. vhodnými měřícími 
mosty na střídavý proud. 

Při řešení nelineárních obvodů jeví se někdy 
výhodným sestavovat příslušné diferenciální 
rovnice s kapacitou CT. Je proto důležité 
znát způsob, kterým se převede naměřená 
závislost Cd = Cd(u) na závislost CT = C(u). 
Integrujeme-li (1), dostaneme Obr. 1. Zapojení multivibrátoru. 

Cт(u) - 0 . Cг(0) = j Cd(u) áu . 

Zmíněnou integraci lze provést buď přímo pomocí vhodné aproximace změřené 
závislosti Cd = Cd(u), anebo graficky. Na obr. 2 jsou naznačeny kvalitativně obe 
závislosti. 

Cd A Cr 

k'r 

* л 

Obr. 2. Závislosti nábojové kapacity CT a Obr. 3. Statická charakteristika tunelové 
diferenciální kapacity Cd na napětí u. diody. 

Nelineární odpor přechodu tunelové diody je představován statickou charakteristi­
kou (obr. 3) danou rovnicí 

(2) «r = / ( « ) . 

Zapojení na obr. 1 lze popsat s použitím (2) následující soustavou diferenciálních 
rovnic 

(3) 
di 

dt ~ 

i u Ea - ~ Q - - + - A Q 
L L LR_ 

áu 
С T Т~ ~ 

dt 
t-f(u), 

269 



kde 
R,R2 

Kl + K2 

Položme u = xu i = x2 a přepišme soustavu (3) do tvaru 

dx* 
(4) Cт ~ = - / ( ^ l ) + *2 , 

dř 

dx 2 *i Q E0 

dt L L LP ! 

Klidový stav je dán souřadnicemi x10, x20, které se vypočtou řešením těchto rovnic 

(5) -fix,) + x2 = 0, 

- - i - ^ x 2 + -^-O = 0 . 
L L LB ! 

Souřadnice x10 a x20 vzniknou protnutím statické charakteristiky tunelové diody 
přímkou p podle obr. 4. Přímka je dána druhou rovnicí v soustavě (5). Obecně mohou 
vzniknout až tři klidové stavy označené podle obr. 4 písmeny A, 8, C. Přitom průse­
čík C může ležet i v oblasti „záporného" odporu statické charakteristiky tak jako 
průsečík 8, popř. mohou ležet v této oblasti všechny tři průsečíky. 

Zkoumejme nyní stabilitu průsečíků A, B, C s tím, že si budeme všímat vlivu kapa­
city CT. Ukáže se totiž, že CT může ovlivnit stabilitu, takže ji nemůžeme vždy za­
nedbat, i když dosahuje malých hodnot. 

Charakteristická rovnice linearizované soustavy odvozené ze soustavy (4) je 

(6) i2 + Å £ + £ + Iä{í + ď) = 0-

4 

i ùт=y2 

A V Ч гV / 
Qc / V^ У 

/ 

\ , í ^ * U = 

0 FO /o 

Ri ] 

Obr. 4. Průsečíky přímky p se statickou charakte­
ristikou. 

Obr. 5. Oblasti stabilních a nesta­
bilních klidových stavů. 
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Přitom/' značí derivaci/(xj podle xt v bodě x10 a CT značí hodnotu CT(xt) v tomtéž 
bodě. 

Pišme zkrácen (6)ve tvaru 

(?) kг + Xo + A = o, 

kde 

(8) G = . £ + £, 

A = ZC|(1 + «П-

Rovnice (7) nám umožní názorně posoudit druh singulárního bodu příslušného zkou­
manému klidovému stavu, jak také vyplývá z obr. 5. Hraniční parabola q, ležící v pravé 
polorovině souřadného systému (o, A), má zřejmě rovnici o2 = 4A, což plyne přímo 
z (7). 

Pro další rozbor budeme potřebovat ještě mezní hodnoty kořenů Xí a X2 P r o CT —> 0 
a charakteristickou rovnici soustavy pro CT = 0. Mezní hodnoty obou kořenů odvo­
díme např. tak, že vyřešíme nejprve rovnici (6) a rozvedeme odmocninu, která se 
objeví na pravé straně ve výrazech pro oba kořeny, v řadu. Limitním přechodem pro 
CT -> 0 dostaneme 

(9) lim A. - - _ L « 
cT°-o j L L 

lim X2 = — co (pro / ' > 0) , 
cT°-o 

lim X2 = + co (pro / ' < 0) . 
cT°-o 

Pro CT — 0, a tedy i pro C r = 0, dostaneme namísto (6) 

(10) Xf + i ± / ! ? = o. 
JL/ 

Jediný kořen Ax pak bude 

V ' f'L L 

Vidíme, že kořen k^ pro CJ = 0 je stejný jako lim At pro CJ -» 0, což se dalo očeká­
vat. Všimněme si nyní jednotlivých klidových stavů A, 8, C podle obr. 4. 
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Stav A 

V klidovém stavu A je f > 0. Na základě obr, 5 a rovnic (8) vidíme, že je to při 
CT # 0 vždy stabilní stav, jemuž přísluší singulární bod buď typu ohniska, anebo 
uzlu. A to podle velikosti o a A. Na skutečnosti nic nemění možné případy f > l/O, 
anebo f < l/O. V případě, že zanedbáme CT, zůstane stav A stabilním, jak plyne 
z rovnice (11). Pro velmi malé hodnoty CT, přesněji: pro CT -> 0 budou oba kořeny Ax 

a A2 záporné, jak je vidět z rovnic (9). Nemění se tedy stabilita zkoumaného klidového 
stavu. Případ, kdyf' < 0, bude rozebrán u stavu C. 

Stav 8 

V klidovém stavu 8 je f < 0 a zřejmě také |f ' | > l/g, takže A — 1 + fa < 0. 
Podle obr. 5 je tu zřejmě nestabilní klidový stav typu sedla (pro CT 4= 0). Zanedbá-
me-li CT, je však stav 8 stabilní. Uvažujeme-li však velmi malou hodnotu CT, tzn. 
že CT -> 0, bude stav 8 nestabilní. A to vlivem A2 (v limitním případě), i když 
lim k1 ^ 0 pro CT -> 0, Naruší tedy nenulová (velmi malá) hodnota CT stabilitu 
stavu 8 (vzhledem k případu CT = 0). 

Stav C 

Zde zkoumejme dva různé případy. 

1) Případ f' < 0 (není zachycen na obr. 4, je však na obr. 6). Potom je také 
|f ' | < l/O. Je tedy 1 + f'O > 0 a také A > 0. Bude tento klidový stav (pro CT + 0) 

buď stabilní, nebo nestabilní, a to podle 
znaménka o. Tomuto stavu přísluší zřejmě 
buď ohnisko, anebo uzel. Zanedbáme-li 
CT, bude stav nestabilní. Pro velmi malé 
hodnoty CT, tzn. pro CT -> 0, bude stav ne­
stabilní, jak plyne přímo z limitních hodnot 
kořenů Xl a A2 pro CT -> 0. Vidíme, že 
nemůže velmi malá hodnota CT ovlivnit 
stabilitu klidového stavu. Tato skutečnost 
má velký význam pro praxi. 

2) Případ f > 0 (viz obr. 4). V tomto 
případě je klidový stav (pro CT #= 0) vždy 
stabilní, tak jako stav A. Přísluší mu sin­
gulární bod buď typu ohniska, anebo uzlu 
(viz obr. 5). Pro CT = 0 zůstane stav sta­

bilním. Pro velmi malé hodnoty CT, tzn. pro CT —> 0 stabilita stavu se nemění. Ne­
nulová, avšak velmi malá kapacita neovlivní tedy stabilitu klidového stavu (vzhledem 
k případu CT = 0). 

u=x* 

Obr. 6. Polohy přímky p vzhledem ke statické 
charakteristice. 
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Z výše uvedeného vyplývá, že zanedbání parazitního prvku, zde C r , může někdy 
vést k chybným výsledkům při posuzování stability klidového stavu. V praxi se často 
stává, že použijeme zjednodušeného náhradního obvodu určitého (nelineárního) 
prvku. Zanedbáme-li při tom některé, zejména malé parazitní prvky takového obvodu, 
můžeme se někdy dopustit zásadních omylů. Je třeba být opatrným a zkoumat případ 
od případu. 

Obraťme nyní pozornost k zvláštnímu případu polohy přímky p, kdy tato protíná 
statickou charakteristiku jen v jednom bodě D v oblasti ,,záporného" odporu, a to 
způsobem, jak je naznačeno na obr. 6. Při tom je zřejmě f < 0, | f ' | < l/O. V praxi 
se totiž doporučuje volit takovou velikost O, tj. hodnoty odporů Rt a R2 při daném 
napájecím napětí E0, že se nastaví právě tento stav. Jak víme, přísluší stavu D buď 
ohnisko, anebo uzel (stabilní, popř. nestabilní). Chceme-li, aby zkoumaný obvod ge­
neroval nesinusové kmity, tj. aby pracoval jako multivibrátor, musí být příslušný 
singulární bod typu nestabilního uzlu. 

3. PERIODA KMITŮ V MEZNÍM PŘÍPADĚ 

Aby příslušel stavu D nestabilní uzel, musí být splněny současně dvě podmínky 
(viz obr. 5) 

(12) a2 > 4A , 

G < 0 . 

Zaměříme se dále na rozbor mezního cyklu takového případu, kdy v soustavě (4) 
kapacita C r (x x ) se stává libovolně malou. A to všude v jistém intervalu proměnné xt 

v němž probíhají předpokládané změny x 1 ? a který zahrnuje bod D. Označme tento 
interval jako i. 

Přepišme nejprve soustavu (4) na tvar jediné autonomní diferenciální rovnice 

d*i __ x2 -f(xt) 
(13) Cг(*i) 

dx 2 F0 

— Q - XІ - QX2 

K rozboru výše zmíněného mezního případu můžeme za jistých zjednodušujících 
předpokladů použít teorie tzv. diferenciální rovnice s malým parametrem u vyšších 
derivací [2]. Představme si proto interval 1 rozdělen na malé úseky a v každém 
tomto úseku považujme C r (x x ) za konstantu. A nyní zkoumejme, co se stane (v jed­
notlivých úsecích), bude-li tato „konstanta", která přebírá úlohu onoho malého 
parametru, klesat k nule. Označme nadále tuto operaci zkráceně symbolem CT(xí)l -> 
-»0. 

Pro CT(XÍ) = 0, xt e I dostaneme tzv. degenerované řešení (kterých může být 
obecně více) ve tvaru 

(14) * 2 - / ( * , ) = 0 . 
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V tomto případě je to řešení jediné, neboť je dáno průběhem statické charakteristiky 
tunelové diody. Pro CT(xi), -» 0 poroste zřejmě všude v I derivace d x j d t nade-
všecky meze (v absolutní hodnotě). Její znaménko je dáno znaménkem rozdílu x2 — 
— f(xi). Směrové pole fázových trajektorií bude vyznačeno šipkami podle obr. 7. 
Fázové trajektorie se pak budou při operaci CT(xi), -> 0 přimykat k degenerovanému 
řešení (14) v oblasti, kde je df/dx2 > 0, tím těsněji, čím bude CT(xj) blíže nule, když 
x! e I. Mezní cyklus, pokud existuje, je naznačen silnou čarou na obr. 8, a to pro pří-

Obr. 7. Směrové pole v okolí statické cha­
rakteristiky. 

Obr. 8. Mezní cykly pro případy CT(x1)l 4= 
4= 0 a CT(xl)l ->0. 

pad, kdy CT(xi) dosahuje pro xi e I sice malých, avšak nenulových hodnot. V tako­
vém případě pak nabývá derivace dxi/dt všude na mezním cyklu konečných hodnot 
(co do absolutní hodnoty). Viz (4). V mezním případě, když CT(xi), -> 0, vzniká 
tzv. „nespojitý mezní cyklus" skládající se zaprvé ze dvou úseků £F a GH, které jsou 
částmi fázových trajektorií a jsou řešením dané soustavy. Na těchto úsecích je všude 
derivace d x j d t konečná (co do absolutní hodnoty). Zadruhé se pak zmíněný nespo­
jitý mezní cyklus skládá ze dvou přímkových úseků FG a HE, rovnoběžných s osou xí9 

které nepatří k fázovým trajektoriím, neboť na nich roste derivace d x j d í nadevšecky 
meze. Tyto úseky patří k tzv. „nekonečně rychlým" přeskokům. Přímkové úseky se 
dotýkají charakteristiky v bodech F a H . Tohoto mezního případu, naznačeného na 
obr. 8 čárkovaně, užíváme obyčejně při praktickém řešení multivibrátoru. 

Jak lze tušit, může být singulární bod typu nestabilního ohniska zdrojem kmitů 
blízkých sinusovým. Je třeba upozornit na to, že i sedlo může být obecně zdrojem 
periodických kmitů, jejichž fázový obraz je složen zčásti z fázových trajektorií, 
zčásti z nekonečně rychlých přeskoků, které k fázovým trajektoriím nepatří. Vznikne 
tak již zmíněný nespojitý mezní cyklus. Naproti tomu uzel (nestabilní) může být 
zdrojem periodických (nesinusových) kmitů, jejichž fázový obraz je tvořen mezním 
cyklem (spojitým). Teprve v mezním případě, a za jistých podmínek, může fázový 
obraz nabýt (kvalitativně) týchž vlastností jako v případě sedla. Podrobný rozbor se 
vymyká z rámce této práce. Čtenář se dozví další podrobnosti např. v [3]. My se 
zde v dalším spokojíme se stručným rozborem pouze našeho případu, kdy singulární 
bod je typem nestabilního uzlu. 
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Z výše uvedeného vyplývá, že nemusíme v takovémto jednoduchém případě použí­
vat přesných metod pro výpočet periody. V praxi pak řešení dále zjednodušujeme 
tak, že statickou charakteristiku aproximujeme po částech lineární funkcí. 

Při sestrojení nespojitého mezního cyklu stačí zřejmě aproximovat úseky EF a GH, 
tak jak je naznačeno na obr. 9. Na témže obrázku je vyznačen silnou čarou předpo­
kládaný nespojitý mezní cyklus EFGH. 

Je-li mezní cyklus znám, pak spočteme snadno periodu kmitů T. Tato je dána 

ҺX2 

o\ 

ғ 

II 

Ш 
Ж. 

н 

щ 

součtem doby Tl9 která představuje dobu 
pohybu mezi body £ a F, a doby T2 před­
stavující dobu mezi body G a fi, Doby po­
hybu po úsečkách FG a HE jsou ovšem rovny 
nule jak také vyplývá z první diferenciální 
rovnice soustavy (4) pro C^x^ -> 0. V praxi 
se nedopustíme takovýmto zjednodušením 
velké chyby, neboť časy nekonečně rychlých 
přeskoků bývají řádově tisíckrát menší než 
časy Tj a T2. 

V tomto zjednodušeném případě rozumí­
me obyčejně pod pojmem „řešení multivi-
brátoru" výpočet závislostí, z nichž lze určit 
neznámé doby Tx a T2. Přitom postupujeme 
tak, že určíme nejprve obecné řešení lineární 
diferenciální rovnice prvního řádu, odvozené ze soustavy (4) pro CT{x^) = 0. Ozna-
číme-li přímku jdoucí body E a F zjednodušeně pouze rovnicí 

X2 = /CiXi , 

dostaneme příslušnou diferenciální rovnici ve tvaru 

(15) 

Použijeme-li pak napětí Ui a U2 podle obr. 9, odvodíme snadno vzorec pro čas Tt 

Obr. 9. Mezní cyklus pro CT(xl)l - > 0 a 
při použití po částech lineární aproximace. 

Lkt - ^ l + x x ( l + klЄ) = E0 -^-
dř R! 

(16) 

(ì + Qk1)U2-E0f 

Г. = - L k l ln * 1 
í + вk> (í + çk^-Eoj. 

Kt 

Označíme-li přímku jsoucí body H a G rovnicí 

x2 = k2xí + q , 

dostaneme příslušnou diferenciální rovnici ve tvaru 

dx t 

eí 
(17) Lk2 — ì + xДl + Qk2) = E0 -f 

Q_ 

R, 
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S použitím napětí U3 a U4 podle obr. 9 můžeme odvodit vzorec pro T2 

(1 + Qk2) U3 + qg- E0 
в 

(18) T2= - — L ^ 2 — ln - i . 
1 + Q k l ( i + efc2) U4 + q e - E0 -£• 

Jako ukázku uvedeme výpočet periody T = Tí + T2 pro tyto hodnoty: L = 4,9 . 
. 10~4H, Rt = 250O, R2 = 4 O, £ 0 = 4,5 V, kY = 5,6 . 1(T2 A/V, fc2 = 1,61 . 
. 10~2 A/V, g = -5 ,02 . 10~3 A, Ut = 5,4 . 10"3 V, U2 = 5 . 10~2 V, U3 = 0,33 V, 
U4 = 0,485 V. Podle vzorců (16) a (18) vypočteme Tx = 11,03 us, T2 = 13,92 us, 
takže T = 24,95 us. 
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Р е з ю м е 

МУЛЬТИВИБРАТОР С ТУННЕЛЬНЫМ ДИОДОМ 

СТАНИСЛАВ ВОЙТАШЕК (8тАNI8̂ АV Уо1тА§нк) 

В статье решается с точки зрения качества нелинейное дифференциальное 

уравнение, описывающее простой мультивибратор с туннельным диодом. 

Туннельный диод заменен параллельным соединением нелинейного сопротивле­

ния и нелинейной емкости полупроводникового перехода. Подробно анализи­

руется влияние этой нелинейной емкости на устойчивость уравновешенных со­

стояний и на предельный цикл в фазовой плоскости. Показано, что в некоторых 

случаях нельзя пренебрегать емкостью полупроводникового перехода исполь­

зуемого туннельного диода при решении рассматриваемого типа мультиви­

братора. Однако, теоретические рассуждения остаются в силе и в более широ­

ком смысле и имеют свое значение и на практике. Анализ предельного цикла 

дополнен иллюстрацией практического вычисления. 
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Summary 

TUNNEL-DIODE MULTIVIBRATOR 

STANISLAV VOJTASEK 

In the paper a nonlinear differential equation describing a simple tunnel-diode 
multivibrator is solved from a qualitative point of view. A parallel connection of 
a nonlinear resistance and a nonlinear capacity of the semiconductor junction is sub­
stituted for the tunnel diode. The influence of the nonlinear capacity on the stability 
of equilibrium states and the limit cycle in the phase plane is thoroughly discussed. 
It is shown that in certain cases it is not possible to neglect the capacity of the 
semiconductor junction when solving the given type of multivibrator. The theoretical 
considerations are of a more general validity and are of importance especially for 
practice. The discussion of the limit cycle is completed by an ilustrative practical 
example. 
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