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SVAZEK 13 (1968) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

UBER EINE RELAXATIONSMETHODE

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen am 20. November 1967.)

1. In dem Artikel [2] wurde die Konvergenzgeschwindigkeit eines gewissen
Iterationsverfahrens fiir die Losung des linearen Gleichungsystem Ax = b unter-
sucht. Es handelte sich um die mit Hilfe der Iterationsformel

)] X, =P 'Qx, +P b, v=0,1,2,...,

definierte Methode, wo P, = kP, Q, = (k — 1)P; + Q,, k> 0. Dabei A =
= P, — Q, ist eine solche Zerlegung der Matrix A, dass der Spektralradius o(P; Q)
der Matrix P{'Q, kleiner als 1 ist. In dem Artikel [2] wurde die Frage der Wahl
des optimalen Parameters k untersucht; der optimale Parameter ist dabei eine solche
Zahl k > 0, dass der Spektralradius o(P, 'Q,) minimal ist und das Verfahren (1)
am schnellsten konvergiert. In dem Artikel [2] wurde die Optimalizationsfrage
nur fiir den Fall des reellen Spektrum der Matrix P;'Q, vollstindig gelost, wihrend
im Falle des komplexen Spektrum der Matrix P;'Q, nur gewisse Abschitzungen
fiir den optimalen Parameter gefunden wurden. In dieser Arbeit ist die Frage der
Wahl des optimalen Parameters im Falle des komplexen Spektrum der Matrix P; 1 Q,
ganz allgemein geldst.

2. Der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten der Matrizen P;'Q, und P, 'Q,
driickt folgender Satz aus:

2.1. Seien A, i = 1, ..., n die Eigenwerte der Matrix P{'Q,, k = 0. Dann gelten
fiir die Eigenwerte p(k), i = 1,...,n der Matrix P_'Q, folgende Formeln:

A —
) k) = -'77% L, i=1.n.
(Es ist offensichtlich A; = p(1).)
Der Beweis dieser Behauptung wurde in dem Artikel [2] angegeben.
Definiert man jetzt fiir k #+ 0 die Funktionen

gi(k) = |uk)

2 i=1,..,n.
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In folgender Deutung benutzt man die Bezeichnung A; — 1 = A;. Dann gilt die

Formel

2|4 | 2Re 4,
== +1.

A;
k k? k

) gi(k) = Eﬁ 1

2.2. Die Funktionen g;, i = 1, ..., n besitzen folgende Eigenschaften:

a) sie haben Sinn fiir alle reelle Zahlen k + 0;

b) sie sind fiir alle k # O nichtnegativ;

¢) fiir k < 0 es gilt die Ungleichung g(k) = 1;

d) g(1) = |1

e) die Funktion g; erlangt fiir k; = |A]|*[|Re A;| ihren Minimalwert im Intervalle
(0, ) und es ist g(k;) = 1 — Re? A,|4]*;

f) die Funktion g; ist sinkend im Intervalle (0, k;> und wachsend im Intervalle
<ki’ OO);

g) g, ist konkav im Intervalle (0, 3k;) und konvex im Intervalle {3k;, o);

h) lim g (k) = oo, lim g,(k) = 1.

k-0 k=0

Der Beweis dieser Behauptung ist klar. Der Durchlauf der Funktion g, fiir k > 0
ist an dem Bild 1 entwirft (in Hinsicht auf den Punkt ¢) man beschrinkt sich im
Folgendem nur auf den Intervall 0 < k < oo).

/)\,'/2

Bild 1.

* Nach dem Punkte e) des Hilfsatzes 2.2 ist es klar, dass im Falle, wenn 4, eine reelle

Eigenwert der Matrix P 'Q, ist, erlangt die Funktion g, fiir k; = ]A,»[ = |l,- - ll

ihren Minimalwert 0. Falls die Eigenwert A; nicht reell ist, es gilt immer g (k) > 0.
Weitere Bedingungen fiir k sind durch die folgende Hilfsdtze angegeben:

2.3. Seien A; die Eigenwerte der Matrix P{'Q,, o(P{'Q,) < 1. Die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dass Q(Pk-le) < 1 gilt, ist die Erfiillung
der Ungleichung

|4
max —— < k < 0.
i 2[Re 4|
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2.4. Sei M = max |4| = o(P{'Q,) und die Zahl k lege im Intervalle

1+ M
— — <k< .
2
Dann ist o(P; 'Q,) < 1.
Der Beweis beiden Sitze folgt sofort nach der Beziehung (3) (hier ist g,(k) < 1)
und nach der Ungleichung |4]|/2|Re 4,| < (1 + M)[2, i =1,...,n.
Untersucht man jetzt die Beziechung zwischen den Funktionen g;, g;, j # i. Fithrt
man jetzt die folgende Bezeichnung ein:

ky = [A* = J4,*
« 2 Re(4; — Ay)
Dann gilt folgender Hilfsatz:

2.5. Sei |4, < |A;]. Es konnen folgende zwei Fiille eintretten: I) k;; < 0 oder
die Zahl an der linken Seite der Ungleichung hat keinen Sinn. Dann gilt fiir alle
k > 0 die Ungleichung g{(k) < g;(k); II) k;; > 0. Dann die graphische Darstel-
lungen der Funktionen g;, g; schneiden sich im einen einzigen Punkte k;;.

Beweis. I)a) Falls der Ausdruck k;; = (|4,]* — |4,|%)/2 Re(4; — A;) keinen
Sinn hat, es gilt Re (4; — 4;) = 0, d.h. Re 4; = Re 4,. In Hinsicht auf die Unglei-
chung |4;| < |4, es gilt [4]* < |4;|* und falls man setzt 2, = 4; + 1, 2; = 4; + 1,
bekommt man die Ungleichung |4,> < |4;|*. Da k > 0 ist, es gilt ferner

|[4)> _ 2Re4,
s
k2

oder g,(k) < g,(k).

b) Sei k;; = (|[4]* — |4;]*)/2 Re (4; — 2;) £ 0. Dann ist entweder |4,]* —
— |A4j> < 0 und Re (4; — 4;) > 0 oder |A4;]* — |4;]* = 0 und Re (4; — 4;) < 0.
Im ersten Falle ist dann

1§|"/11.[_2+2Re/1,.4r1
k? k

|[4))* £ ]4;]*, Red; < Re 4,

woher schon nach (3) folgt, dass g,(k) < g;(k) ist. Der zweite Fall kann nicht ein-
tretten, denn nach den Ungleichungen

Re 4; > Re 4;, |4 = ]lj]
folgt sofort die Ungleichung
|4 —2Red; + 1 < [A* —2Red; + 1

oder |A;]* < |4;% Das ist aber ein Widerspruch mit der Ungleichung |4,* —
|4 z0
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II) Legt man gi(k) =g (k). Dann gilt nach (3)

4> | 2 Re 4, Al*  2Red,
P

oder
P U il LY
2Re(A; — A) 7

Da k;; > 0 nach der Voraussetzung ist, schneiden sich die graphische Darstellungen
der Funktionen g;, g; im einen einzigen Punkte k = k;; > 0. Dadurch ist der Hilfsatz
2.5 beweisen.

Befasst sich man jetzt mit der Frage der Bestimmung des optimalen Parameters
k > 0, fiir welchen die Zahl o(P; ' Q,) minimal ist. Es ist klar, dass die Zahl o(P; ' Q,)
ihren Minimalwert annimmt (in der Abhéngigkeit von dem Parameters k), wenn die
Zahl max ,/g,(k) minimal ist; es ist also

'

4 min o(P; 'Q,) = min max /g;(k) .
k k i
Bezeichnet man gleich wie im Hilfsatze 2.2

k= AL
" |Re 4y
Dann gilt folgender Satz:

2.6. Sei L die Menge aller Zahlen k;, k;;, i =1,...,n, j =1,...,n. Dann gilt

(5) min o(P; 'Q,) = min max ./g(k).
k keL i= n

1,000,

Sei jetzt ko e L ein solcher Parameter, fiir welchen der Ausdruck max ./g(k)
i=1,...,n
seinen Minimalwert annimmt und sei ky = k, = k,,, wo p, q, r gewisse Indexe

aus der Menge {1, ..., n} sind. Dann ist

©  min e(P{lok)=e(P,;,‘Qko)=max[ \/(1 Re? Av),l% Re (A"Aq)\].

rar N\ 4F ) AP = AR

Beweis. Nach dem Hilfsatze 2.2 und der Bezichung (4) folgt sofort, dass es geniigt
nur solche Werte der Parameters k nehmen, fiir welche irgendeine von Funktionen g;
ihren Minimalwert annimmt, oder solche Werte, fiir welche die graphische Darstel-
lungen irgendwelcher zwei Funktionen g;, g; sich schneiden. Es geniigt also nur die

Werte k € L nehmen. Falls nun der Ausdruck max ,/g,(k) seinen Maximalwert
i=1,..., n
fiir eine gewisse Zahl kq € L erlangt und k, = k, = k,,, wo p, g, r gewisse Indexe

aus der Menge {1,...,n} sind, gleicht die Zahl g(P,'Q,,) dem zweiten Wurzel
von der Wert jener Funktion g, bzw. ¢,, welche im Punkte k, = k, ihren Minimal-
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wert annimmt bzw. deren graphische Darstellung im Punkte ko, = k,, mit der graphi-
schen Darstellung der Funktion g, sich schneidet und deren Wert im Punkte k,
von allen diesen Werte maximal ist. Da

! i 2
r/!i’ + 1) = 1 - Re” 4, und
k] |4,[?

gilt, ist der Satz 2.6 bewiesen.

Im Falle, dass die Eigenwerte der Matrix P;!Q, im Einheitskreise in gewisser
spezieller Art ausgebreitet sind, kann man leicht den optimalen Parameter k nach
dem folgender Satze feststellen.

A, |24, Re(4, = 4,)
— + 1\ = | 2 7
Kqr P |44* = [4/] [

2.7. Sei |/1i] < 1/1,,1 fiir alle i = 1,...,n und es gelte fiir jede i = 1,...,n cine
von folgenden Moglichkeiten:

(7) kin § 0

oder der Ausdruck k;, hat keinen Sinn;

(8) 0< kin g kn ’ IAnIZ < IAEIZ ’
(9) kn é kin ’ ]An|2 > ’Ailz °
Dann ist
o - Re? A _ |4,
10 min o(P; ! = o(P ! = 1- 4 ir k, = o,
( ) 5 Q( k Qk) Q( kn Qk,.) \/( IAn|2 > fiir IRe A,,I
Beweis. I) Bezeichnet man N, die Menge aller i € {1, ..., n} fiir welche die Unglei-

chung (7) gilt. Es folgt dann nach dem Hilfsatze 2.5, dass fiir k > 0 die Ungleichungen
gi(k) < g,(k) fiir alle i € N, gelten. Es ist also nach 2.6

min max \o0) = 0,) = [(1 - R ). k= 4,

k ieNyuin} IA,,[2 |Re A,,I '

I1) Bezeichnet man N, die Menge aller i, fiir welche die Bedingung (8) erfiillt ist.
Dann folgt fiir jede i € N, nach der Ungleichung (8) die Ungleichung

|42 = |4, < k, .2 Re (4, — 4,),

da [A]* — |4,]* > 0 und also auch Re (4, — A4;) > 0 ist. Nach dieser Ungleichung
folgt aber sofort die Ungleichung g(k,) < g.(k,). In Hinsicht auf das Faktum,
dass die Funktion g, im Punkte k, ihren absoluten Minimalwert annimmt und in
Hinsicht auf die vorhergehende Ungleichung, es gilt dhnlicherweise wie im Teile I)
des Beweises die Beziehung

min max /g(k) = g,(k,) .

k ieNau{n}



111) Bezeichnet man N die Menge aller i, fiir welche die Bedingung (9) gilt. Es gilt
dann fiir jede i € N5 die Ungleichung

[A* = |4,)* € k,. 2 Re (4, — 4),

da |4,]* = |4,]* < 0 und also Re (4, — 4;) < 0 ist. Durch die einfache Zurichtung

bekommt man wieder die Ungleichung g,(k,) = gi(k,). Ahnlicherweise, wie im
Teile II), es gilt jetzt nach der vorhergehenden Ungleichung

min max \/g,-(k) = gn(kn)‘
k ieNju{n}

Da N, UN, UN;u {n} = {1,.., n} gilt, ist der Satz 2.7 bewiesen.

Bemerkung. Die Ungleichungen |4,]* < |4,[* bzw. |4,]* > [4,]* im Satze 2.7
(sehe (8) und (9)) kann man durch die Ungleichungen Re 4, > Re 4; bzw. Re 4, <
< Re A; ersetzen.

2.8. Die Zahle ky, fiir welche der Spektralradius o(P; 'Q,) seinem Minimalwert
erlangt, liegt im Intervalle
0<ky<2.

Beweis. Man kann leicht feststellen, dass fiir den optimalen Parameter k, die
Ungleichung

2
ko < max rlA"l

i |ReAy
gilt. Wenn namlich die Ungleichung

2
ko > max |44
i |Re4
gelte, wiirden nach dem Satze 2.2 alle Funktionen g;, i = 1,..., n im Punkte k,

wachsend sein und es wiirde also eine solche Zahl k, < k, (geniigend néihe zur k)
existieren, dass es die Ungleichung

max J9i(h) < max /g(ko)

gelten wiirde.

Das ist aber ein Widerspruch mit der Voraussetzung, dass

min max (/g (k) = max \/g (ko)
k i i
gilt.
Fir jede i
AFRe 4] = 2

es gilt nun die Ungleichung |4;|*/|Re 4,| < 2. Wire nimlich
, es wiirde sukzessiv
[A> Z 2[Re A)], [Af* +2Red; +1>1, |4, +1>>1
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gelten und also [4,]> > 1. Das ist aber ein Widerspruch. Dadurch ist der Satz 2.8
bewiesen.

Im speziellen Falle, wenn die Matrix P; 'Q, das reelle Spektrum hat, es gelten
die Sitze 2.2 und 2.3 aus dem Artikel [2].

3. Den Satz 2.7 kann man leicht geometrich veranschaulichen, wie man in Fol-
gendem sehen wird. In Hinsicht darauf, dass die Zahlen 4; im Kreise liegen, dessen
Mittelpunkt mit dem Punkte [0; 0] der Gaussebene verschmelzt und dessen Radius
der Zahl |4,| gleicht, liegen die Zahlen A; im Kreise K, dessen Mittelpunkt der Punkt
[—1; 0] ist und dessen Radius der Zahl |4, gleicht (siche Bild 2). Nach der Bedingung
(7) des Satzes 2.7 nun folgt, dass es zugleich |4,| > |4, und Re 4; < Re 4, gelten
muss; das bedeutet aber, dass A; im Gebiete 4 an dem Bilde 2 liegt.

ImA

0 "Re

Bild 2.

Nach der Bedingung (8) folgt sofort, dass |4,| < |4, und Re 4; < Re 4, gilt,
sodass A4; im Gebiete B liegen muss. Nach der Bedingung (9) bekommt man endlich,
dass |4,| > |4;| und Re 4; > Re 4,, sodass A; im Gebiete C liegt. (Die Gebicte B
und C sind an dem Bilde 2 ausschrafiert.)

Man kann nun leicht beweisen, dass nach den Ungleichungen (8) und (9) ferner
folgt, dass A; im Innern oder am Umfange des mit der Kreislinie von der Gleichung

2
(11) Re2A+Im2A—2M- ReA + |4, =0
Re 4, )
beschrankten Kreises K, liegen muss. Nach der Ungleichung (8) folgt namlich
(in Hinsicht auf Re (4, — 4;) > 0) die Ungleichung
|4.*

4,2 - |4,]> < 2 Re (4, — 4)) Re 4]
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oder

2
RezA,-—}-ImZAi_z,l,ﬁL Re 4, + |42 0.
Re 4

n

Diesselbe Ungleichung folgt auch nach der Ungleichung (9), da hier Re (4, — 4;) < 0
ist. Falls man die Gleichung (11) in der Form

2\2 2
<Re A - 1124|7> + Im* A4 = |4, (~—‘A”I - 1)
€

. Re? 4,

schreibt, sieht man gleich, dass der Mittelpunkt des Kreises K; an der Reellachse
liegt, die Koordinaten
S = lA"'z— ; 0
Re 4,

hat und der Radius des Kreises K, gleicht der Zahl

2
r=a) (42 4.
Re? 4,
Durch die Ersetzung A4 = A, in die Gleichung (11) man stellt sofort fest, dass die
Grenzkreislinie des Kreises K, durch die Zahl 4, geht.

Es ist nun klar, dass im Falle, wenn alle Zahlen 4; im gemeinsamen Teile der
Kreise K und K, liegen, die Voraussetzungen des Satzes 2.7 erfiillt sind und der
optimale Parameter k der Zahl k, = |4,[?/|Re 4,| dann gleich ist.

Die Kreise K und K, konnen im Grenzfalle verschmelzen. Das tritt damals ein,

wenn der Mittelpunkt des Kreises K; mit dem Mittelpunkte des Kreises K identisch
ist, d.h. wenn

[
Re 4,

ist. Diese Gleichung tritt aber dann und nur dann ein, wenn der Punkt A, an der
Kreislinie mit der Gleichung
\ (Red + 1) +Im* 4 =%
liegt. (Das ist die Kreislinie mit dem Mittelpunkt im Punkte [ —4; 0] und mit dem
Radius 4.) In diesem Falle wurden die Voraussetzungen des Satzes 2.7 automatisch
bei jedem Ausgebreitung der Zahlen A; im Kreise K erfiillt. Da der optimale Para-
meter in diesem Falle k, = IA,,IZ/]Re Anl = 1 ist, hat schon die urspriingliche Matrix
P;!'Q, den minimalen Spektralradius, welcher mit Hilfe der unseren Methode nicht
verkleinert werden kann.

Weitere besondere Situation tritt ein, wenn der im Absolutbetrage grosster Eigen-
wert 4, der Matrix P; ' Q, reell ist. Dann ist auch die Zahl A, reell und es ist |4,| =
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= —Red,, |[A,[*/ReA, = A, und |4,|/(|4,)*Re* 4, — 1) = 0. Der Kreis K,
hat dann den Mittelpunkt im Punkte [4,; 0] und den Radius 0; die Voraussetzungen
des Satzes 2.7 sind also nur im Falle, dass die Zahl 4, der n-fache Eigenwert der
Matrix P{'Q, ist. Im Falle des reellen Spektrum der Matrix P;'Q, kann man
allerdings die Sdtze 2.2 und 2.3 aus dem Artikel [2] benutzen.

Bemerkt man noch, dass bei der praktischen Beglaubigung der Voraussetzungen
des Satzes 2.7, geniigt nur den Maximalen Eigenwert der Matrix P; 'Q, zu kennen,
wogegen fiir die iibrige Eigenwerte reicht man nur mit sehr groben Abschitzungen
ihren Lage aus.

4. Zeigt man nun die Situation an dem konkreten Beispiele. Setzt man voraus,
dass die im Absolutbetrage grosste Eigenwert der Matrix P;'Q, die Zahl
A, = 0,6 + 0,7i

ist. Der Spektralradius ist dann ]/1,,] = 0,92, was nur die sehr schlechte Konvergenz
der urspriinglichen Methode bezeichnet. Nun ist

-04 +0,7i,
0,16 + 0,49 = 0,65, |4,| = 081.

Ay
[4.[*

I

Ferner ist

2
A7 _ 065 _

—-1) = 1,41.

Der Kreis K; hat also der
Mittelpunkt im Punkte S =
= [—1,62; 0] und seiner Ra-
dius ist r; = 1,41.

Falls jetzt die iibrige Zahlen
A; im Gebiete liegen, der an
dem Bilde 3 mit der starken
Linie beschrinkte ist, d.h. falls
die Eigenwerte A; der Matrix
P;'Q, im gleichen, um die
Zahl 1 in der Richtung der
Reellachsen nach rechts ver-
schiebten Gebiete liegen, dann
erlangt der Spektralradius
o(P;'Q,) nach dem Satz 2.7
Bild 3. seinen Minimalwert fiir den

und
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Parameter

und es ist

- Re? 4, 0,16
BN (R BN (R R

5. Bei den numerischen Anwendungen, wenn die Lage der Eigenwerte der Matrix
P !Q, iiberall nicht bekannt ist, kann man zur Wahl des optimalen Parameters
die approximative Formeln fiir den Fehler benutzen, die im Artikel [3] abgeleitet
wurden und die die Konvergenzgeschwindigkeit wahrend der Berechnung in der
Abhéndigkeit von der Zahl k verfolgen ermoglichen.
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Souhrn
O JEDNE RELAXACNI METODE

MIROSLAV SISLER

Cldnek rozdifuje vysledky &ldnku [2]. Jednd se o iteradni metodu pro FeSeni
soustavy linedrnich rovnic Ax = b definovanou itera¢nim predpisem

xv+1=PI:IQkxv+Pl:lb5 V=0,1,2,...,

kde P, = kP, Q. = (k — 1) P, + Q,, k > 0. Pfitom A = P, — Q, je jisty rozklad
matice A takovy, Ze spektrdlni polomér ¢(P;'Q,) matice P;'Q, je mensi neZ 1.
Prdce se zabyvd volbou optimdlniho parametru k, tj. takového parametru, pro néjz
je spektrélni polomér (P, 'Q,) minimdlni. Zatim co v &ldnku [2] byla otdzka
optimalisace ipln& feSena jen v piipad& redlného spektra matice P 'Q,, je v tomto
¢lanku otdzka zcela vyfeSena i pro obecny piipad komplexniho spektra matice
P7'Q,. Jsou uddny vzorce pro vypocet optimalniho parametru k a jemu odpovida-
jictho minimdlniho spektrdlniho polom&ru o(P; 'Q,) (véta 2.6). V piipadg, 7e spek-
trum matice P; 'Q, je rozlo¥eno v jednotkovém kruhu jistym specidlnim zplsobem,
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jsou vzorce pro optimdlni parametr k a optimdlni spektrdlni polomér velmi jednodu-
ché (v&ta 2.7). Je ukdzdno, Ze optimdlni parametr vZdy leZi v intervalu 0 < k < 2.
Vysledky prdce jsou velmi ndzorné geometricky interpretovany a diskutovdny.
Je uveden jeden numericky priklad. Vysetfovand metoda neni totoZnd s tzv. metodou
superrelaxaci a md v porovndni s touto metodou nékteré vyhody (jednoduchost
a moznost explicitniho vypoétu optimdlniho parametru pfi znalosti n€kterych udaju
o spektru pivodni matice P{'Q,).

Pesrome

OB OJHOM PEJIAKCAIIMOHHOM METOJIE
MUPOCJIAB IINCJIEP (MIROSLAV SISLER)

Pa6oTa pacumpsieT pe3yabTatst paboTsl [2]. Peus waet 06 0ZHOM MTEPAOUOHHOM
METOJIE JUIsL PelleHus] CHCTEMBI JINHEHHBIX ypaBHeHuit Ax = b, ompeneseHHOM IpU
MTOMOLITA COOTHOLICHUS

xv+1:Pk—1Qkxv+Pk—1b’ V=091>29“"

rae P, = kP, Q. =(k—-1)P, + Q,, k> 0. 3gece A = P; — Q, xakoe-HuOy1b
pasjioXeHMe MATpUIBI A Takoe, YTO creKTpambHblit pamuyc o(Py'Q;) Marpuusl
P;'Q, Menblre emuuuubl. PabGoTa 3aHMMaeTcs BHIGOPOM ONTHMAJIBHOTO Napa-
MeTpa k, T. €. TAKOro mapameTpa, IJIsl HEro cneKTpanbubii pamguyc o(Py le) TIPUHU-
MaeT MUHMMaJIbHOE 3HadeHde. Torga kak B pabGorte [2] BmojHe pemanics BOIPOC
ONTUMAJTM3AIMA TOJBKO B CIydac NeHCTBUTENBHOTO CreKTpa MaTpumbl P7'Q,
B 3TOI paboTe COBEPUIEHHO PELIAETCS ITOT BOIPOC MJIsL OOIIETo CIydyast KOMILIEKC-
Horo crexTpa MaTpunsl P ' Q,. IMoka3aHbl OPMYJTBI I MCYUCIECHUS ONTHUMATBHO-
ro mapamerpa k ¥ eMy OTBCYAJOILEr0 MUHWMAJBLHOTO CIEKTPaJbHOTO paluyca
o(P; 'Q,) (Teopema 2.6). B ciyyae, korja criekTp Marpuipl P; ' Q, pasnoxeH B emu-
HUYHOM KpYyre CeUMalbHBIM CIOCo00M, GOpPMYJIBI Uil ONTHMAIBHOTO IlapamMeTpa
oveHb npoctble (Teopema 2.7). ITokaszaHo, 4TO ONTMMAJIBHBIN MapaMeTp BCETAa
B nmpoMexytke 0 < k < 2. PesymnbraThl paboThL 0YeHb HATIISAOHO TEOMETPUYECKH
MHTEPIIPETUPOBAHBL U AUCKYTHpOBaHbl. [loka3aH TOXe OJWH YUCICHHBIA IpPUMEP.
Hccre[oBAaHHBIA METOI OTJIMYACTCS OT METO/A CYHeppPeSIAKCAlMM U Y HETO HEKOTO-
pblc IpeuMyIecTBa (IPocToTa U BO3MOXKHOCTD SIBHOI'O MCYMCIICHHUS OINTHMAJIBHOTO
napamMeTpa Ipy 3HAaHHM HEKOTOPBIX MOKA3aHMUA O CIEKTPY NePBOHAYAIHHONX MATPHIBL

PT'Qy).

Anschrift des Verfassers: Dr. Miroslav Sisler C.Sc., Matematicky ustav CSAV, Praha 1, Zitn4 25.
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