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SVAZEK 15 (1970) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

TRANSFORMACE NAHODNE VELICINY S ROZLOZENIM BETA
V DUSLEDKU ZJEMNEN{ EXPERIMENTALN{ METODY

MiLo§ PAVLIK

(Doslo dne 23. Cervence 1968)

UuvoD

Definice elementarniho jevu jakoZto vysledku ndhodného pokusu zdvisi na jemnosti,
s jakou se rozliSuji jednotlivé vysledky, resp. na charakteru pouZité experimentdlni
metody. V mnoha védnich oborech se napf. pouZivd metod kvalitativnich a kvanii-
tativnich; obecn& Ize pokus kvalitativni (kvantitativni) povaZovat za zjednoduseni
(zjemné&ni) pokusu kvantitativniho (kvalitativniho). UvaZme nap¥. kvalitativni pokus
s mnoZinou E = {e, €} elementdrnich jevl; lze-li jev e definovat jako spocetnou
mnoZinu {e,, e, €3, €4, €5, ...} jevl, pak je moZno pokus zjemnit tak, Ze za mnoZinu
elementdrnich jevii budeme povazovat E* = {e} Ue = {¢, e, e,. €3, ¢,,...}. Na E
Ize definovat ndhodnou veli¢inu Y's alternativnim rozloZenim; definujeme-li pak na E*
ndhodnou veli¢inu X tak, Ze X(e) = 0, X(e,) = x, pievedli jsme pokus kvalitativni
v kvantitativni se spoCetnou mnoZinou elementdrnich jevii. Takovdto dvojice experi-
mentdlnich postupl je obvykld napf. v mikrobiologii pfi ditkazu resp. stanoveni
poétu mikrobd néjaké skupiny v daném vzorku vySetfovaného materidlu.

Parametr rozloZeni Y mizZe ovSem byt rovnéZ ndhodn& proménny. Je-li tomu tak,
pak jsou ndhodné proménné i parametry rozloZeni X. Experimentdlni vysledky vedou
v n&kterych piipadech k domnénce, Ze md parametr rozloZeni Y rozloZeni beta [1];
jelikoz veli¢ina X md v fad€ konkrétnich aplikaci rozloZeni Poissonovo, vyvstdvd
otdzka, jaké rozloZeni md za daného predpokladu parametr Poissonova rozloZzeni X
resp. jaké md X rozloZeni margindlni.

ROZLOZENi NAHODNE VELICINY A

Bud F ndhodny experiment, na kterém bud definovdna ndhodna veli¢ina X s Pois-
sonovym rozloZzenim o parametru 4. Pravdépodobnost g ndhodného jevu X > 0
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necht je hodnotou ndhodné veli¢iny Q, kterd necht md rozloZeni beta o hustot€

Lo [0.a¢(01)
9(41 I ) {[B(T, S)]_l (1 - q)s—‘, qe(0,1);

1

0

(1) (s >0,r> 0,B(r,s) = j g '(1 - qF! dq>.

Potom je parametr 1 hodnotou ndhodn& prom&nné veli¢iny A = —In (1 — Q).
Tato veliina md rozloZeni o hustotg

0,220
() o) = {9(1 — ™| r,s) | dafd2] = [B(r, ] e (1 — e Y =
=[s/(r +5)]8(*|s+1,7), 1>0

a distribuéni funkci

€)) Qi]|r,s) = J-:[B(r, )] te ™M1 —e Ay dA =

B [B(r’ S)]_lj Ps_l(l B p)"l dp=1- Iexp(—l)(s’ r) = Il~eXp(~A)(r~ 5) ;

exp(—4)

I(a, b) = [B(a, b)]"* By(a, b) = [B(a, b)]ﬂj P — Pl dp.
0
Moment k-tého fddu m,(A) je ddn vyrazem

@ my(4) = [B(r. )] rxke-ls(x —eyTldl =
0

= D3 917 [ (om0 =

= (=1 [B(r, s)]"" "B(r, s)[0s"
takZe pro stfedni hodnotu EA a rozptyl DA nabyvdme vztaht
©) E4 = ~[B(r,5)] " OB(r, 9)Jos.

DA = [B(r 9] 0B 9fos? — {[B(r. )] eB(r, s}’

Zavedeme-li Y(z) = I'(2)/T(z), T(z) = [§ e *x*~! dx, mdme

™) 0B(r, s)[os = B(r, s) [V(s) — ¥(r + s)]
a tedy
(6) EA = Y(r +5) — Y(s), DA =Y(s) — V(r+s).
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Charakteristickd funkce ¢ 4(f) rozloZeni A je ddna vyrazem

M) odd) = f :u)(ﬂ | 5) e d2 = [B(r, 5)] ! J:De'“‘_“)(l e Ayidl =
= [B(r,s)] "' B(s —it, r).

PoloZme

(**) CA(t) =In (pA(t) = In T(s _ it) —1In r(r 45— it) Lc.

kde C neni funkci t. Zfejmé plati

(3) LR() = (=i) @ [Y(s — it) = Y(r + s — if)]jor=" .
Semiinvariant (kumulant) k-tého ¥ddu x,(A) je tedy ddn vyrazem
©) ) = (=1 [W0) = Y& + 9],

Je-li r > 1, md funkee ®(2 | r,s) v intervalu (0, 00) jedno maximum a to v bodu
Jamax = In[(r + s — 1)[s]; pfi r < 1 funkce monoténng klesd a v bodu A = 0 m4
nespojitost 2. druhu tak, Ze ®(0 + 0| r, s) = co. Ve zvldStnim p¥ipadé r = 1 prechdzi

rozloZeni A v exponencidlni s parametrem s.

MARGINALNI ROZLOZENI VELICINY X.

Je-li parametr A rozloZzeni X ndhodn& proménnd veli€ina s rozloZenim o hustotd
(2), je na experimentu F definovdn dvojrozmérny ndhodny vektor {X, A}, jehoZ

rozloZeni md hustotu

(10) Jim (41 P(X =) n(AS 4 < A+ 4) |5} =
= [x!B(r,s)] e T — eyt 2T

Margindlni rozloZeni X md pravdépodobnostni funkci

(11) u(e|r.s) = PX = x| r,5)} =

= [x!B(r, s)]* ~[‘me_"““)(l —e T 2¥dl =
0

= [x!B(r, 5)] 7' (= 1)* 0*B(r, s + 1)[os*.

Rozvineme-li B(r, s) jako funkei s do Taylorovy fady

@

(11a) B(r,s) = Y, (x))7" (s — a)* [0*B(r, 5)[05")s=4 ,

x=0



rovnd se hodnota u(x | r, s) zfejm& pomé&ru pravé strany v (11a) po formdlnim dosa-
zeni a = s + 1 k hodnot& B(r, s). MargindlIni distribu¢ni funkce je ddna vyrazem

(12) U(x|r,s) = B(r,s)™! Z:io(n!)"1 (=1)"a"B(r, s + 1)[os".

Hodnoty u(x | r, s) Ize stanovit pomoci tabulek funkce Y(z) a jejich derivaci [6];
polozime-li f,.1 = YP(s + 1) — ¥*(r + s + 1), mdme

(13a) u|r,s)=(r+s)"s,

(13b) a(t|r,s) = =(r + )" o1

(13¢) u2|r,s) =[2(r + )] s(f7 + 1)

(13d) u(3|r,s) = —[3Ur + )17 s(f7 + ISz + £3)

(13¢) u(d|r,s) = [4r + )17 s(f + 3f3 + 4f.fs + 6f 2 + ),
(13f) u(5 [ rs) = =[SIr + $)]7" s(f7 + 10£f, + 10f7f; +

+ 15f1f3 + 6f1fs + Sfifu + Afafs + f5)

atd. Necht x, (m,) znagi n-ty semiinvariant (moment) libovolného rozloZeni; pak plati,
jak zndmo,
4

(***) m; = %,
m, = %f + %,

ms = 13 + 3xy%, + %3

Il

My = %t + 6%, + by + 3%5 + %,

ms = %} + 10035, + 10x3%3 + 15%,%5 + 6,2, + Sweyns + dyny + x5.
Oznagime-li x-ty semiinvariant (moment) rozloZeni A s parametry r, s + 1 symbolem
xy (mE), je ztejmé »f = (—1)f, a u(x|r,s) = [x!(r + s)]"" sm}.
Rozvineme-li vyraz (1 — e™*)""! v integrdlu v (11) do binomické Fady, Ize vyjddfit
funkei u(x | r, s) ve tvaru

(14) ux | rs) = [B(r. )] X (r ) 1)(—1)" (s + h+1)"G+0;
h=0
tato fada je pfi vétSich x, kdy rychle konverguje, vyhodn&jsi k vypo&tu u(x | r,s)

neZ vzorce (13), které opét s rostoucim x rychle nabyvaji na sloZitosti. K vypoctu
(h + 1)-tého &lenu a, fady (14) 1ze snadno odvodit rekurentni vzorec

s+h VT r—h
an_q .
s+ h+1 h

(15) |as| =
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Vzorce pro momenty margindlniho rozloZeni X Ize nejsnadnégji odvodit pomoci
semiinvariantli. Charakteristickd funkce (px(t) je ddna vyrazem

(1) oul) = [B. 9] T ()7 (<1 'Brvs + Dfost e =

— [B( )] X () (< (s + 1)fos” =
= [B(r,s)]" ' B(r,s + 1 — &) ;
piseme-1i obdobné jako v (**) {x(f) = In @x(t), mdme
(17) @) = (=i o '[(s + L — &) — Y(r + s + 1 —&)]for ™" .

Polozme g,y = V™(s) — Y™ (r + s); semiinvarianty prvnich 5 ¥dd@ jsou pak

(18a) % (X) = —g,

(18b) wX) = g, -4g:

(18c) *3(X) = —9g5 + 39, — g4

(18d) %(X) = ga— 695 + 79, — g,

(18e) *s(X) = —gs + 109, — 2595 + 159, — g,

Je tedy obecné n-ty semiinvariant ,(X) rozloZeni X ddn vyrazem

(19) #%,(X) =j=il(* 1Y buyg, -

kde koeficient b,; je ddn souctem vSech koeficienti pfi ¢lenech j-tého fddu v n-tém
mnoho¢lenu v (**¥).

Sti¥edni hodnota EX a rozptyl DX jsou tedy ddny vyrazy
(20) EX = —g, = V(r +5) — Y(s),
DX =g, —g; = V'(s) = V(r+s) + W(r +s) — U(s).
Pribéh funkce u(x|r,s) zdvisi na hodnotdch parametrii obdobng jako priib&h

o(A]r, s) s odlisnostmi vyplyvajicimi z toho, Ze veli¢éina X je diskrétni.

ODHAD PARAMETRU r A s Z EXPERIMENTALNICH DAT
Jestlize pti n opakovdnich experimentu F nabude veli¢ina X prdavé n.-krdt hodnoty

x (Xn, = n), je vérohodnostni funkce k odhadu parametr metodou maximdlni
vérohodnosti ddna vyrazem

(21) L = T ([0 917" (=17 B s + Djos},
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ze kterého pro odhady r a s vyplyvd systém rovnic

; 0x+lB(r,S + 1)/asx+1

x=0 = 0"B(r,s + 1)[os* = [B(r, $)]™" n B(r, 5)/os ,

(22a)

iMs

= [B(r,s)]~" n 0B(r, s)for .

(22b) i” OXHB(r, s + 1)/65" or
x=o 0*B(r, s + 1)os™

Po upravé mdme
(22%) — ¥ s fm2) = n[¥() = ¥ + 9],
x=0
(22*b) Y nfomi[myor) =n.(r +s)7 1.
x=0

Pouzitim tabulek funkce y(z) a jejich derivaci [6] Ize tento systém graficky Fesit,
postup vSak je dosti pracny, zvldsté jestlize X nabyvd vétSich hodnot. Mnohem jedno-
dussi je metoda momentovd; znaci-li m resp. d vybérovou stfedni hodnotu resp.
vybérovy rozptyl X, Ize podle (20) odhadnout parametry pomoci systému rovnic

(232) m = Y(r +s) — ¥(s),
(23b) d—m=VY(s) = V(r+s).

JelikoZ pro kazdé x e (0, o) plati y'(x) > 0 a y"(x) < 0, je tato metoda pouzitelnd
jen pti d > m. Systém (23) Ize snadno fesit postupnou aproximaci na grafech funkci
r a . Md-li empirickd frekvenéni k¥ivka priibéh pfiblizné monoténni nebo s jednim
vyraznym maximem v bodu x,,,, lze pro prvni orientaci pfedpoklddat, Ze zhruba
plati s/(r + s) = no/n, pfipadné X, + 0,5 > In[(r + s — 1)[s] > X, — 0.5.

ODHAD HODNOTY 4 Z EXPERIMENTALNICH DAT
Mad-li veli¢ina A rozloZeni o hustot& (2) se zndmymi parametry, lze konstruovat

odhad jeji okamZité hodnoty z vysledku experimentu F pouZitim Bayesovy véty.
Hustota aposteriorniho rozloZeni veli¢iny A, podminéného jevem X = x, je ddna

vyrazem
(24) Al}imo(Ai)"P{A§A<A+AAI(X=x)nr,s}:
_eMl—eAyTem (= DTenTI(L — eTH I
Jme"’s(l —e M le)xda OB(r, s + 1)]os™
0
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Tato funkce md maximum pfi hodnoté A,,, kterd je kladnym kofenem rovnice
(25) et =[As+ 1) = x] [Ms + 1) — x];
kladny kofen existuje pfi r # 1 pro vSechna kladnd x a je-li r > 1, i pro x = 0.
Za téchto podminek jej tedy Ize povaZovat za bodovy odhad 2 hodnoty A. P¥i x = 0,
¥ < 1 nutno kldsti 1 = 0. Rovnici (25) Ize snadno feiit graficky.

Pfir = I plati 1 = x/(s + 1).

Meze intervalového odhadu na hladin€ 1 — « jsou ddny kofeny rovnic

(26a) (=1 [e*B(r, s + 1)]os*] ! J.Ae_“"‘“)(l —e T rdA =

0

=1—[0B(r,s + 1)[0s"] 7! @ Beype—n(s + 1, 7)[0s* = o .

(266) (=1 [0*B(r.s + 1)fas] " j' eTHEHED(] e Ay T =

2
= [0*B(r, s + 1)[0s™] 7" 0" Beyp(-2)(s + 1, r)[0s™ = 1o,

Rozvineme-li (1 — e¢™*)" ™! opét do binomické fady, mame
(27a) j.lef“””(l —e Myt axdl =
0
_ i(" N 1)(—1)"(3 R D) T f LG+ h 4 )]
(27b) Jwe‘“s“)(l L
A

=y <r ;_ 1)(—1)" (4 h + 1)~ {x1 = T[x + L A(s + h + 1)} .
K=0 1
kde

Ix +1,a) = J e t*dt.

0

Neuplnd funkce gamma je tabelovédna [3], [4], jeji hodnoty viak lze stanovit i pomoci
tabulek Poissonova rozloZeni [2], nebot jak zndmo, plati

I(x + 1,a) = x![1 = P(x | a)],
kde

P(x | a) = e""é:o(n!)"l a"

je distribuéni funkce Poissonova rozloZeni.
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Systém (26) tedy lIze vyjddfit ve tvaru
(28a)

h=0 h

(28b)

[N

A .

Hypotézu H (% = 1.), o jejiZ platnosti je v praxi &asto tieba rozhodnout, Ize zamitnout
na 1000, hladin€ vyznamnosti, je-li

2 [9B(s + 1, 005 [Bgaofs + 1. 7)f05] =
S (r ; 1)(__1)"(s +h+ )"V P[x|As + b + 1)]
i’: (r ]: 1>(~1)h(s thoa 1)-—(x+1)

h=0

|
IIA

ox.

Pfi x = 0 plati
(30) PAzZ 2| (X =0nrs) = Lpc—a(s + 1, 7).

Minimdlni rozsah pokusu, potfebny k tomu, aby aspoil pfi x = 0 mohla byt H,
zamitnuta na 10009, hladin€ vyznamnosti, je pak roven hodnoté v dané rovnici

(31) Tep-oio(s + 1Lr) = a,

pfiemz rozsahem pokusu se rozumi velikost intervalu, ktery vySetfujeme, a para-
metr A je pramérnd hodnota x v intervalu jednotkovém.
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Summary

A TRANSFORMATION OF A BETA-DISTRIBUTED RANDOM VARIATE
AS A RESULT OF MINUTIZED EXPERIMENTAL METHOD

MiLo§ PAVLIK

1. Let X be a Poisson random variate with a random variable parameter A =
= —In(1 — Q), Q having a beta distribution with parameters r and s. Then A has
a distribution the density of which is given by

o(Z]r,s)=[B(r,s)] e (1 —e Tyt
The marginal distribution of X is given by the probability function
u(x | r,s) = [x!B(r,s)] " (=1)* &*B(r, s + 1)/0s*.

2. A system of graphically solvable equations is derived for estimating the para-
meters of the marginal distribution of X from experimental data, using the method
of maximum likelihood as well as the method of moments.

3. Equations are derived for the construction of both point and interval estimates
of the actual A-value by application of Bayes theorem.

Adresa autora: RNDr. Milo§ Pavlik, OHS Dolny Kubin, laboratorne oddelenie v Trstene;.
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