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SVAZEK 15 (1970) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

UBER DIE KONVERGENZBESCHLEUNIGUNG KOMPLEXER
ITERATIONSVERFAHREN

MIROSLAV SISLER

(Eingegangen am 21. November 1968)

In den Artikeln [2] und [3] wurde eine gewisse Methode fiir die Konvergenz-
beschleunigung bei der iterativen LoOsung eines Systems linearer algebraischer
Gleichungen (siehe auch [1]) untersucht. Es handelt sich um die folgende Methode:
Es sei das System m algebraischer Gleichungen Ax = b gegeben und das Iterations-
verfahren sei durch die Formel

(1) X0 =P 'Qx, + P b, v=0,1,2, ...

definiert, wo P, = kP,, Q, = (k — 1) Py + Q,, k # 0 ist. Dabei ist A = P, — Q,
eine solche Zerlegung der Matrix A, dass der Spektralradius Q(Plel) der Matrix
P;1Q, kleiner also 1 ist, d.h. dass die durch die Formel (1) gegebene Methode fiir
k = 1 konvergiert.

Die Artikel [2] und [3] befassen sich mit der Optimierung des Spektralradius
o(P; ' Q,) beziiglich des Parameters k, und zwar nicht nur im Falle des reellen Spek-
trums der Matrix P; 'Q,, sondern auch dann, wenn die Matrix P; ' Q, ein komplexes
Spektrum hat; dabei werden nur reelle Werte k zugelassen. In diesem Artikel sucht
man aber den optimalen Parameter k im komplexen Gebiete. Das ist gerade bei
komplexen Iterationsverfahren von grosser Bedeutung, da man durch die Wahl
eines komplexen optimalen Parameters eine noch schnellere Konvergenz als fiir
einen beliebigen reellen Wert k erzielen kann.

Man bezeichne jetzt mit y/(k) einen Eigenwert der Matrix P, 'Q, und mit 1; =
= (1) einen Eigenwert der Matrix P{'Q,. Es seien A, i = 1, ..., n alle paarweise
verschiedene Eigenwerte der Matrix P{'Q,. Es wurde im Artikel [2] (Satz 2.1) be-
wiesen, dass die Eigenwerte der Matrix P, 'Q, von k nicht abhéingen und dass fiir
die zu gleichem Eigenvektor entsprechenden Eigenwerte p,(k) und Z; die Beziehung

©) R T N
gilt.
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Wir fiihren jetzt die Bezeichnung A; = 1; — 1 ein. Da man Q(PIIQ,) < 1 voraus-
setzt, ist |l,~| < 1 fiir alle Zahlen i und die voneinander verschiedene Zahlen A; liegen
dann innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkt im Punkte —1.
Es ist also immer A; % 0.

Fiir k % 0 definieren wir nun die Funktionen g; der komplexen Veridnderlichen
k = k, + k,i mit Hilfe der Formel

AP 2Rk, + Jiky)
3 p k) = ; K)|? = l i i1 iK2

wo A; = R; + iJ; ist.

Bemerkung 1. Manche Sétze in diesem Artikel gelten unabhéngig von der Vor-
aussetzung Q(PI"’QI) < 1. Es handelt sich um die Sitze 1, 2,3,5,6, 7,9, 11 und
um die Bemerkung 3. Bei iibrigen Sétzen fiihrt man diese Voraussetzung ausdriick-
lich an.

1. Die Funktionen g; haben die folgenden Eigenschaften:
a) sie sind fiir jedes k + 0 definiert;

b) fiir jedes k + 0 gilt g,(k) = 0;

¢) es gilt g(k) < 1 genau dann, wenn k in der Halbebene

2Rky + 2Tk, + |AF <0

liegt (oﬂensichtlicl1 liegt der Koordinatenursprung ausserhalb dieser Halbebene);

d) die Funktionen g; besitzen fiir k % 0 stetige erste partielle Ableitungen;
es existiert ein einziger Punkt k = —A;, in dem dg,/0k, = dg;[0k, = O ist, und
die Funktionen g; nehmen hier ihr absolutes Minimum an, das gleich Null ist.

Beweis. Die Eigenschaften a), b) sind evident. Die Behauptung c) bekommt
man sofort mit Hilfe der Formel (3). Die Behauptung d) beweist man wie folgt:
Legt man die Ableitungen dg,/0k,, dg,/0k, gleich Null, bekommt man die Glei-
chungen

—ky|Ai)* + R(kT + K3) — 2(Riky + Jiky) by =0,
—ky| AP + TikT + k3) — 2(Riky + Jiky) ky = 0.

Aus diesen Gleichungen bekommt man nach einer leichten Umformung die Be-
ziehungen

|[4:* + (Riky + Jiky) =0,
[4:]* + 2(Riky + Jik,)] (Jiky — Rik,) = 0.
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Hiervon folgen sofort die Gleichungen Rk, + J;k, = —|4;|> und J;k, — Rik, = 0,
die nur eine einzige Losung k;, = —R;, k, = —J;, d.h. k = — A; besitzen. Es ist
offensichtlich g(—4;) = 0 und die Behauptung d) ist bewiesen.

Den Zusammenhang zwischen den Funktionen g;, g;, behandelt der folgende
Hilfssatz:

2. Ist i # j, dann ist die Menge der Punkte k, fiir die g (k)
durch die Gleichung

g,(k) gilt, eine

pij = ojky + Bijks +yi; =0

beschriebene Gerade p;;. Dabei bezeichnet o;; = R; — R;, B,;=J, — J;, y;; =
= 34" = [4,).
Der Beweis ist evident.

Nun bestimmen wir auf den Geraden p;; diejenigen Punkte, in denen die Funktion
g, (bzw. g;) ihren auf p;; gebundenen Minimalwert annimmt. Es gilt dieser Hilfssatz:

3. L. Essei |A,| # |Aj|. Dann hat die Funktion g, (bzw. g;) die folgenden Eigen-
schaften:

a) Die Funktion g, (bzw. g;) nimmt auf der Geraden p;; ihren einzigen (lokalen
und gleichzeitig absoluten) Minimalwert im Punkte k" = ki + ik¥ an, wobei

(R + R)) | 4] |4} = Rj|A]* — RJa*

4 k=
) ! 214 |4,| + 2ARR; + J,J))
5) ki = —(i + ) Al 4] = J|A? = T4,
204, |45 + 2(RiR; + JJ;)
ist.
Dabei gilt
. . 2
© g (k) = g,(k1) = A=

NOEY R

b) Wenn keine reelle Zahl p existiert, fiir die A; = pA; gilt, nimmt die Funktion
g:(bzw. g;) auf der Geraden p;; ihren (lokalen und gleichzeitig absoluten) Maximal-
wert im Punkte I = 1Y + ilJ an, wobei

_ —(Ri+ R) |4 |[4,] + Rj|A*> + R4,

4’ Jid ,
() 1 24 |4;] = 2RR; + J.J))
(5) i = Uit 1) |4 |4,] + T2 + T4,

24 |4;] = 2ARR; + Jid )
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ist. Dabei gilt

' (1) = g (1) = lAi—Ajlz >
“ =D = =y

Die Punkte k', I' teilen dann die Gerade p;; in drei Abschnitte, in denen die
Funktion g; (bzw. g;) echt monoton ist und lim g (k) = 1 ist. Der Verlauf der Funk-

k—

tion g; auf der Geraden p;; ist in Abb. 1 angedeutet.

Abb. 1.

C) Wenn eine reelle Zahl p> 0 mit Aj = pA, exiSIiert, teilt der Punkt ki'i die Ge-
rade p,; in zwei Abschnitte, in denen die Funktion g,(bzw. g,) echt monoton ist, und es
gilt wieder lim g(k) = 1. Der Verlauf der Funktion g, auf der Geraden p;; ist

k- o0

in diesem Falle in Abb. 2 angedeutet.

kY Pij

I Es sei |Ay] = |A;], 4; % — Ai Dann enthdlt die Gerade p,; den Punkt k = 0
und die Funktion g; besitzt einen einzigen lokalen und gleichzeitig absoluten
Minimalwert im Punkte k' = ki + ik3', wo

y —(Ri + R)) |4)?
" klj = s
*) L AP A+ (RR; + T

|[4:]> + (RiR; + JJ))
ist. Dabei ist

(6") gi(k) = g(k¥) = [4; = A,

4|4,
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Die Punkte 0, k' teilen dann die Gerade p;; in drei Abschnitte, in denen die
Funktion g; (bzw. g;) echt monoton ist und es gilt lim g(k) = 1, lim g,(k) = +.
k— o k=0

Der Verlauf der Funktion g; auf der Geraden p;; ist in Abb. 3 angedeutet.

Abb. 3.

Beweis. Die Gleichung der Geraden p;; kann man in der Form
() | Ak — Ak +C=0

schreiben, wo A = f;; + ia;;, C = 2iy;; ist. Man untersuche nun die Menge der
Punkte in der komplexen Ebene, fiir welche die Beziehung

A,
8 u=—+1
®) !

gilt, wo k die Punkte der Geraden (7) sind. Wenn man k = A,/(u — 1) in die Glei-
chung der Geraden (7) einsetzt, bekommt man die Gleichung

9) Ciu—(B+Cu+B-Cu+C—-B+B=0,

wo B = AA,; ist.

Nun unterscheidet man zwischen zwei Fillen.

I. C #0, dh. |4, # |4;]. Dann entspricht der Geraden (7) in der durch die
Formel (8) definierten Kreisinversion eine Kreislinie von der Gleichung (9). Es ist
klar, dass diese Kreislinie immer durch den Punkt u = 1 geht, der dem Punkte
k = co auf der Geraden (7) entspricht. Da man jetzt solche Punkte k sucht, fiir
die die Zahl |4,/k + 1|* = |u|* minimal (bzw. maximal) ist, muss man also einen
solchen Punkt u = u*/ auf der Kreislinie (9) suchen, der den minimalen Abstand
vom Punkt # = 0 hat, und ferner einen solchen Punkt u = v/, der den maximalen
Abstand vom Punkt u = 0 hat. Die gesuchten Punkte u sind also die Schnittpunkte
der durch den Punkt O gehenden Normale mit der Kreislinie (9) (siche Abb. 4).
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Setzt man D = B[C —1, E=1+ (B - B)/C (E ist offensichtlich reell), nimmt
die Gleichung (9) die Form

(10) ui + Du+ Di + E=0

an. Setzt man D = d, + d,i, bekommt man aus (10) nach einer Umformung die
Beziehung

(11) (uy + dy)* + (uy — dy)? = (dy + 1)* + d3 .

Abb. 4.

Nach einer leichten Berechnung stellt man fest, dass die Normale zu der Kreislinie
(9), die durch den Punkt O geht, die Kreislinie (9) in den Punkten u”/ = u} + iu¥
und v = vi/ + v}/ schneidet, wobei

y - 2d, + 1\]
i = d, 1+\/1+ 1 1
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ist. Aus der Bezichung D = B/C — 1 folgen jetzt die Beziehungen
_ O‘ini + ﬂij']i - 2Yij
2?;,‘

d, = Bini - “ijJi,
2y;5

wo a;j, fij, 7i; die in dem Hilfssatze 2 definierten Zahlen sind. Nach Einsetzung fiir
d,, d, in die vorhergehenden Formeln bekommt man nach einer Umformung die

Beziehungen
ij |Af|2 — (RiRj + JiJj)

(12) ulf = s
1 (14:] + [4,]) |4
. R;J. — R.J;

(13) wi = R =Rl
Pl + (a4

(12) b = —|4,* + (RiR; + Ji-’j),

(|4:] = [4,]) |4)]

o _R.J.+ R.J,

13 of = Rl Xl

() * Tl - A1)

Es ist nicht schwer zu beweisen, dass der Punkt u” dem Punkt u = 0 immer
néher liegt als der Punkt v"/, d.h. dass der Punkt k¥ (bzw. I"/), der nach der Beziechung
(8) dem Punkte u"/ (bzw. v”) entspricht, der Minimalpunkt (bzw. Maximalpunkt)
der Funktion g; (bzw. g;) auf der Geraden p;; ist.

Wir werden jetzt zwischen zwei Fallen unterscheiden. Zuerst setzt man voraus,
dass der Mittelpunkt der Kreislinie (9) nicht auf der reellen Achse liegt. Da S =
= [—d,, d,] ist, setzt man also voraus, dass d, + 0, d.h.

BiRi — ;)i =(J, — J)R; — (Ri —R)J;=JR;—RJ; 0

ist. Es ist also ;:; :]IJ'} # 0, sodass keine reelle Zahl p existiert, fiir die A; = pA; gilt.
Da die Kreisliniie (9)‘immer durch den Punkt u = 1 geht, kann in diesem Falle nicht
v/ = 1 gelten (und es ist dann auch u* + 1). Mit Hilfe der Beziechungen (12), (13),
(127), (13") und der Formeln u" = A,[k" + 1, v/ = A,/ + 1 bekommt man dann
die Beziehungen (4), (5), (4), (5'). Durch Einsetzung von k' bzw. I in g(k), be-
kommt man ferner die Beziehungen (6), (6').

Nun beweisen wir die Ungleichung

= A <1
(4] + |4y
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(siehe (6)). Es sei
4 = A
(4] + 14D
Dann folgen sukzessiv die Ungleichungen
|4 = A1 = (4] + |45])%,
AP + |4 = 2RR; + JiJ)) 2 AP + |47 + 24 4],
—(RiR; + JiJ)) z |4 |4)] -

Ist R,R; + J;J; > 0, bekommt man einen Widerspruch. Ist R;R; + J;J; <0,
dann bekommt man durch Quadrieren der vorhergehenden Ungleichung sukzessiv
die Ungleichungen
RIR} + 2R.R;JJ; + J1J; 2 (R} + J)) (R} + J3),
2R;R;J.J; = R}J; + R}J?T,
0= (RJ; + RjJ).

Da nach der Voraussetzung R;J; + R;J; # 0 ist, bekommt man einen Widerspruch.
Es gilt also die Ungleichung (6). Ahnlich beweist man auch die Ungleichung (6).

Im Falle, wenn keine reelle Zahl p existiert, fiir die A4; = pA, gilt, tritt die folgende
Situation ein: dem Abschnitt co, I*/ entspricht in der durch die Formel (8) definierten
Kreisinversion das Segment 1, v/, dem Abschnitt [/, k' das Segment v/, u”/ und
endlich dem Abschnitt k¥, co das Segment u'/, 1. Da fiir die Punkte u der Kreislinie
(9) die Beziehung |u|*> = g(k) gilt, wo k = A;/(u — 1) ist, verlduft die Funktion g;
auf der Geraden p;; wie in Abb. 1.

Nun untersuchen wir den Fall, wenn der Mittelpunkt der Kreislinie (9) auf der
reellen Achse liegt. Dies entspricht dem Falle, wenn fiir eine gewisse reelle Zahl p
die Beziehung A; = pA,; gilt. Geometrisch entspricht diese Beziehung der Situation,
wenn die Punkte 4;, A; auf der durch den Punkt k = 0 gehende Geraden liegen.
Fiir p > 0 es gilt dann u” # 1, v"/ = 1. Mit Hilfe der Formel u”/ = A,/k" + 1 und
der Formeln (12), (13) bekommt man wieder fiir den Minimalpunkt die Formeln
(4), (5) und nach Einsetzung fiir k;; in g,(k) wieder die Formel (6).

Jetzt beweisen wir, dass wieder die Ungleichung

|4: — 4,
(|4} + |45
(siehe (6)) gilt. Man setze voraus, dass die Ungleichung

A=A
(14 + |4,))?

v

1
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gilt. Nach der Formel A4; = pA;, p > 0 und nach der vorhergehenden Ungleichung
folgen sukzessiv die Ungleichungen

A=A
(4] + plad> ~
(t=p7 1,
(1 + p)?*
-p=p.

Das ist aber ein Widerspruch, denn es ist p > 0. Es gilt also wieder die Ungleichung
aus der Formel (6).

Da dem Punkte v/ = 1 der Punkt [ = oo entspricht, erreicht die Funktion g;
ihren Maximalwert auf der Geraden p;; nicht im endlichen Bereich. In der Kreisin-
version entsprechen dann offensichtlich den beiden Segmenten u%/, 1 die Halbgeraden
o0, k¥ und k", oo, auf welchen die Funktion g; monoton ist, und der Verlauf der
Funktion g; auf der Geraden p;; entspricht der Abb. 2.

IL Falls |4;| = |4}], 4; # — 4;, d.h. C = 0 ist, nimmt die Gerade (7) die Form
(14) Ak — Ak =0
an (sie geht also durch den Punkt k = 0). Nach Einsetzung fiir k in (14) (siche (8)),
bekommt man wieder eine Gerade

(15) —Bu + Bi — B+ B=0.

Diese Gerade geht offensichtlich durch den Punkt u = 1.

Ahnlich wie im Falle I berechnet man, dass die Koordinaten des dem Punkte u = 0
nichstliegenden Punktes u = 1"/ durch die Formeln

(12) i A = (RR; + 1))
l 2|4, ’
; _ RJ;— JR;

13 iy Rid; = IR,

(13) ul i

gegeben sind. Es ist offensichtlich 4™/ + 1. Wenn nimlich u = 1 wire, wiirde u/ = 0
gelten, d.h. R,J; — J;R; = 0, was nicht moglich ist, denn esist [4;| = |4,], 4, + — 4.
Nach den Formeln (12'), (13') und der Formel u*/ = A;/k¥ + 1 bekommt man die
Bezichungen (4"), (5”), welche nur einen Spezialfall der Bezichungen (4), (5) darstellen.

Nun beweisen wir die Ungleichung (6"):

|[4; — 4,2
44
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Es sei |[4; — 4;|*[4|4,]> = 1. Dann folgt sukzessiv

[4: = 45" = 4|4,
204> — 2RiR; + JJ)) = 447,
—(RR; + JJ)) 2 |A]*.

Falls R;R; + J;J; > 0 ist, bekommt man einen Widerspruch. Falls R;R; + J;J; = 0
ist, bekommt man durch Quadrierung der vorhergehenden Ungleichung und mit
Hilfe der Beziehung |4,| = |4,| sukzessiv die Ungleichungen
RIR; + 2RRJJ; + J1J; = (R} + J}) (R} + J7),
2RR;J.J; =z R}J; + JIR7,
0= (RJ; + JiR)?.

Das ist aber ein Widerspruch, denn die Gleichung R;J; + J;R; = 0 kann mit
Riicksicht auf die Beziehungen |4,| = |4, A4, + — 4; nicht gelten.

Die Punkte u%, 1 auf der Geraden (14) teilen die Gerade (15) in drei Abschnitte.
Dem Abschnitt co, u/ entspricht in der Kreisinversion auf der Geraden (14) der
Abschnitt 0, k¥, dem Abschnitt u”/, 1 entspricht der Abschnitt k*, co und dem
Abschnitt 1, co entspricht der Abschnitt oo, 0. Dabei ist klar, dass in diesen Ab-
schnitten der Geraden (14) die Funktion g; echt monoton ist und dass lim g,(k) = 1
ist. Der Verlauf der Funktion g; entspricht also der Abb. 3. k= e

Dadurch ist der Hilfssatz 3 bewiesen.

Bemerkung 2. Wenn o(P;'Q,) < 1 ist, liegen die Punkte A; im Kreise mit dem
Radius 1 und dem Mittelpunkt im Punkte —1, sodass der Satz 3 alle moglichen
Fille behandelt.

Von den Eigenschaften der Punkte k" spricht der folgende Satz:

4. Falls o(P7'Q,) < L ist, liegt der Minimalpunkt der Funktion g; (bzw. g;) (d.h.
der Punkt kij) auf der Geraden p;; stets innerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt 1
und mit dem Radius 1.

Beweis. Die Punkte innerhalb des Kreises K geniigen der Ungleichung
(16) [k =1 < 1.

Wir beweisen, dass der Punkt k" die Ungleichung (16) erfiillt. Dazu geniigt zu
beweisen, dass der Punkt u"/ = A,;[k" + 1 (siche (8)) die Ungleichung

(17) ud; + @A, — |4 = 2R, >0

erfiillt. Diese Ungleichung entsteht aus der Ungleichung (16) nach Einsetzung
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aus der Formel u’ = A;[k" + 1. Falls man in (17) aus den Formeln (12) und (13)
einsetzt, bekommt man nach einigen Umformungen die Ungleichung

(18) |4 @R; + |4,*) + |4, @R; + |4,?) < 0.
Da die Zahlen 4;, 4; im Einheitskreis liegen, gilt jetzt fiir i sukzessiv
4> <1,
|4, + 1> < 1,

2R; + |A4)* < 0.
Ahnlicherweise bekommt man auch die Ungleichung
(20) 2R; + |4;]* < 0.

Aus (19) und (20) folgt sofort, dass die Ungleichung (18) gilt, was zu beweisen war.

Wir untersuchen jetzt die drei Funktionen g;, g;, gi, und die Menge der Punkte
k, fiir die sich die durch die Gleichungen z = g,(k), z = g,(k), z = g,(k) gegebenen
Flachen (d.h. die Graphen der Funktionen g, 9;, gk) schneiden. Wir wissen schon,
dass die Mengen der Punkte k, fiir die sich die einzelnen Fliche wechselseitig schnei-
den, die Geraden p;;, pji, Px; sind. Wir untersuchen jetzt die Menge der gemeinsamen
Punkte der Geraden p;j, pj, p,;. Diese Punkte bekommt man als die Losung des
Gleichungssystems

(21) aijkl + ﬁijkz + Vij = 0,
apky + Biks + 75 =0,
oiky + Priky + i = 0.

Diese Gleichungen sind linear abhingig, da die Determinante der erweiterten Matrix
des Systems (21) gleich Null ist, wie man leicht berechnen kann. Es handelt sich also
um ein Gleichungssystem mit den Unbekannten ky, k, vom Rang nicht grosser
als 2. Es gilt die folgende Behauptung:

5. Es seien A;, Aj, A, die Punkte, welche auf keiner Geraden liegen. Dann haben
die Geraden p;j, P, pi; einen gemeinsamen Schnittpunkt k"%, Falls die Punkte A,,
A;, Ay auf einer Geraden liegen, sind die Geraden pj, pjx, px; wechselseitig parallel
(oder identisch).

Beweis. Wie wir schon wissen, ist der Rang des Systems (21) hochstens gleich 2.
Man setze daher voraus, dass z.B. die dritte Gleichung eine Linearkombination
der ersten zwei Gleichungen ist. Dann ist der Rang des Systems (21) genau dann
gleich 2, wenn die Matrix
(22) %ijs Bij
%jks B
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reguldr ist. Das tritt aber dann und nur dann ein, wenn die Punkte 4;, A4;, A, zu keiner
Gerade gehoren. Wiirden nidmlich diese Punkte auf einer Geraden liegen, wiirde
eine reelle Zahl ¢ + 0 mit

(23) A — A =o(A; — Ay)

existieren, d.h. es wiirde «;; = oo, B;; = 0B, gelten und die Matrix (22) wire
singuldr. Das ist aber ein Widerspruch. Das System (21) besitzt dann genau eine
Losung k'*, womit der este Teil der Behauptung bewiesen ist.

Setzt man jetzt voraus, dass die Punkte A;, 4;, A, auf einer Geraden liegen, dann
ist, wie wir schon wissen, die Matrix (22) singuldr und die Vektoren (a;;, B;;), (% Bjie)
gehoren zu der gleichen Richtung. Eine dhnliche Situation entsteht auch bei den
Vektoren («;;, Bi;), (% Bii)- Alle Geraden p,j;, py, pi; sind also parallel (oder
identisch).

Nun kénnen wir schon versuchen, die Frage iiber die Lage des optimalen Para-
meters k in der komplexen Ebene zu beantworten. Fiir eine beliebige Zahl k = 0 ist

o(Pc'Qy) = max /[gi(K)] -
Als Optimalparameter werden wir jetzt eine solche Zahl k, bezeichnen, fiir die der
Ausdruck max \/[g{(k)] sein Infimum beziiglich k erreicht (aus den Verlauf der

Funktionen g, ist klar, dass das Infimun in diesem Falle auch ein Minimum ist).
Wir definieren jetzt den optimalen Spektralradius als den Spektralradius o(Py,'Q,,)-
Man kann also schreiben

(24) o(Pe.' Q) = min o(P;'Q,) = min max \/[g(k)] .
k k i
Es gilt der folgende Satz:

6. a) Man setze voraus, dass wenigstens zwei Eigenwerte der Matrix P7'Q,
voneinander verschieden sind, und bezeichne mit M, die Menge aller solchen
Punkte k = k', dass fiir alle | = 1, ..., n die Ungleichung

gi(k") = g,(k") = g(k")

gilt. Ferner bezeichne man mit M, die Menge aller solchen Punkte k = k'
dass A;, A;, A, zu keiner Geraden gehéren und dass fiir alle 1 = 1, ..., n die Un-
gleichung

gi(k7) = g (k) = g (k') = g,(k")

gilt. Dann gilt fiir den Optimalparameter die Beziehung

o(Py,'Qu,) =ke$iUnMJ max JIgdk)] = k’liﬁz WIadkY)], gk}
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b) Falls die Matrix P;'Q, einen m-fachen Eigenwert . besitzt, nimmt der
Spektralradius o(P; ' Q,) seinen Minimalwert, der gleich Null ist, fiir k, = — A an,
wo A =4—1ist.

Bemerkung 3. Die reellen und imaginiren Teile der Zahlen k“ sind durch die
Formeln (4) und (5) gegeben und der Wert g,(k') ist durch die Formel (6) gegeben.
Fiir den Real- und Imaginirteil der Zahlen k'* folgen aus dem System (21) die
folgenden Formeln:

1)

ik = VieBig = Vi _ AP ;= J) + AP e = ) + A2 (i = T))
B — b 2 R(J;—J)+ R —=J)+ R(J; = J)

kizjk — %Pk + %pYij - _ 1 IAi!Z (Rj - Rk) + IAJIZ (Rk - Ri) + IAk‘Z (Ri - Rj) .
B — B 2 J(R; — R) + J(R. — R) + Ji(R; — R))

Die Formel fiir g,(k'*) werden wir wegen ihrer Kompliziertheit nicht anfiihren.

Beweis. Man setze voraus, dass die Matrix P; 'Q, nur einen einzigen m-fachen
Eigenwert A besitzt. Dann ist A;, = A, =... =4, =4, A =1 —1, und auch
gy =g, =... =g, = g. Nach Hilfsatz 1, Behauptung d), gilt, dass

min max /[g,(k)] = min [g(k)] = V[o(~A)] = 0
k i=1,..., m k
ist. Dadurch ist die Behauptung b) des Satzes 6 bewiesen.

Man setze voraus, dass mindestens zwei von den Eigenwerten der Matrix P;'Q,
voneinander verschieden sind, d.h. n = 2 ist. Dann ist fiir jedes k = 0

(25) axngi(k) >0.

i=1,...,
Wenn nédmlich fiir irgendein k,

max g,(ko) =0
1 n

i=1,...,

wire, wiirde g(k,) = 0 sein fiir i = 1, ..., n. Da nach Hilfssatz 1, Behauptung d),
die Funktion g, ihren einzigen absoluten Minimalwert, der gleich Null ist, im Punkte
— A; annimmt, wire dann

Das ist aber ein Widerspruch, denn mindestens zwei von der Zahlen A; sind verschie-
den.
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Man setze voraus, dass o(P; 'Q,) seinen Minimalwert fiir k = k, erreicht, sodass
die Beziehungen

(26) mi“ max JIgdk)] = max VIg:ko)] = V[9:(ko)]
gelten, wo i, irgendeine von den Zahlen 1, 2, ..., n ist. Nach (25) ist

(27) VIgiko)] > 0.

Ferner setze man voraus, dass der Punkt k, zu keiner von der Geraden p;; gehort,
Dann kann man einen solchen Punkt k; =+ ko, wihlen (geniigend nahe dem Punkte k),
dass die Beziehung

(28) max VIgik)] = V[9:(k1)]
und die Ungleichung
(29) 9i(k1) < gig(ko)

gilt (nach (27) und Hilfssatz 1, Behauptung c) ist nimlich dg;,/0k,(ko) =+ 0,
0g,,/0ky(ko) =+ 0). Aus (28), (29) und (26) folgen jetzt die Ungleichungen

min max JIg(k)] = max VIgk)] = VIgiki)] <
< Vlgilko)] = min max {[g(k)] .

was aber ein Widerspruch ist. Dadurch ist bewiesen, dass der Optimalparameter
zu irgendeiner von der Geraden p;; gehort. Ganz analogisch beweist man, dass von
den Punkten auf den Geraden p;; nur die Punkte k¥ in Betracht kommen, fiir die
die Funktion g; (bzw. g;) ihr Minimum annimmt, d.h. die durch die Formeln (4), (5)
gegebenen Punkte, oder die Punkte kY%, in denen sich die Geraden p;;, p ;. py; schneiden.

7. Der Parameter k,, fiir welchen der Spektralradius o(P; 'Q,) sein Minimum
annimmt, liegt im kleinsten konvexen Vieleck, das die Punkte k', i,j =1,...,n
enthdlt.

Beweis. Aus dem Satz 6 folgt, dass man als Optimalparameter k, immer eine
von den Zahlen k¥ oder k'/* wihlen kann. Im ersten Falle ist die Behaptung des
Satzes evident. Man setze jetzt voraus, dass der Optimalparameter in irgendeinem
Punkt ko + k'Y (i,j = 1, ..., n) liegt, in dem sich drei oder mehr Flichen schneiden.
Man setze voraus, dass es sich um Flichen g;, i € N, handelt, wobei N, eine Unter-
menge der Menge N = {1, ..., n} ist, die drei oder mehr Elemente enthilt. Fiir
jedes ie N; und jeN, = N — N, muss jetzt die folgende Umgebung gelten:

giko) > g,(ko) -
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Es sei Q eine solche Umgebung des Punktes k,, dass fiir jedes k € Q die Unglei-
chungen

gik) > gfk), gik) <1

gelten, wobei i € Ny, j € N, beliebige Indices sind. Man untersuche jetzt die Geraden
Pr» WO r, s€ N ist. Diese Geraden haben einen gemeinsamen Schnittpunkt im
Punkte ko. Der Punkt k, teilt jede von diesen Geraden in zwei Halbgeraden p;,, p;..
Wenn wir im folgenden von der Geraden p,, oder von der Halbgeraden p;, pi,
sprechen werden, werden wir immer nur jenen Teil dieser Geraden meinen, der
in der Umgebung @ liegt. Die Halbegrade p,, nennt man eine Halbgerade vom
ersten Typ, wenn fiir jeden Punkt k = k, dieser Halbgeraden die Ungleichungen
gi(k) = g(k) = g(k), i e N, gelten (geometrisch bedeutet dies, dass die Schnittlinie
der Fldchen g¢,, g, aus der Obenansicht sichtbar sind). Die Halbgeraden, die nicht
vom ersten Typ sind, nennt man Halbgeraden vom zweiten Typ.

Ohne Verlust an Allgemeinheit kann man jetzt voraussetzen, dass keine von der
Geraden p;j, i, j € N; aus zwei Halbgeraden vom ersten Typ zusammengesetzt ist.
Wenn ndmlich beide Halbgeraden p;;, p;; vom ersten Typ wiren, dann miisste
ko = k' gelten (das folgt ndmlich aus dem Hilfssatze 3, denn der Abschnitt der
Geraden p;;, wo g,(k) = g;(k) < 1 ist, besteht aus zwei durch den Punkt k" ge-
trennten Abschnitten, in denen die Funktion g; (bzw. g;) echt monoton ist.

Nun werden wir beweisen, dass die Halbgeraden vom ersten Typ nie in einer
abgeschlossenen Halbebene p liegen konnen, deren Grenzgerade durch den Punkt k,
geht. Man wihle irgendeine durch den Punkt k, gehende Gerade, die von allen
Geraden p;;, i, j € N, verschieden ist, und setze voraus, dass alle Halbgeraden vom
ersten Typ in einer durch die Gerade p begrenzten abgeschlossenen Halbebene liegen.

Nach dem, was oben behauptet wurde, muss die entgegengesetzte Halbebene nur
Halbgeraden vom zweiten Typ enthalten. Es existiert also offensichtlich ein solcher
Index iy € N, dass fiir jeden Punkt dieser Halbebene die Ungleichung gio(k) > gj(k)
fiir alle j € Ny — {io} gilt. Wihlt man also irgendein j, € N; — {i,}, dann durchlduft
die Gerade p,,;, beide Halbebenen und in beiden Halbebenen existieren also Punkte,
fiir die g;,(k) = g,,(k) gilt, was ein Widerspruch ist.

Wir beweisen ferner, dass der Punkt k" nicht auf einer Halbgeraden p;; vom
ersten Typ liegen kann. Wire es so, wiirden fiir jedes k' aus dem Segment k", k,
die Ungleichungen

gik) = g(K') < gi(ko) = g,(ko)»

gi(k’) = gj(kl) = gl(k’) , leN;
gelten. Die erste Ungleichung folgt wieder leicht aus dem Hilfssatz 3, nach dem der
Punkt k" den Abschnitt der Geraden p,;, wo g,(k) = g/(k) < 1 gilt, in zwei Ab-

schnitte teilt, in denen die Funktion g; (bzw. g;) echt monoton ist. Die zweite Un-
gleichung folgt aus der Tatsache, dass die Halbgerade p;; vom ersten Typ ist. Aus
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diesen zwei Ungleichungen folgt sofort ein Widerspruch mit der Voraussetzung,
dass k, ein Optimalparameter ist.

Da also die Halbgeraden vom ersten Typ in keiner Halbebene liegen, deren Grenz-
linie durch den Punkt k, geht, und da die entsprechenden Punkte k*/ zu den entgegen-
gesetzten Halbgeraden gehoren, liegt der Punkt k, im kleinsten konvexen Vieleck,
das die Punkte k'/ enthiilt. Dadurch ist der Satz 7 bewiesen.

Aus Satz 7 und Hilfssatz 4 folgt sofort der folgende Satz:

8. Wenn Q(Plel) < 1, liegt der Parameter k, fiir welchen der Spektralradius
o(P; 'Q,) sein Minimum annimmt, immer innerhalb des Kreises K mit dem Mittel-
punkt 1 und mit dem Radius 1, d.h. im Kreise Ik - 1[ < 1.

Man kann sofort einen weiteren Satz formulieren, der das Gebiet beschrinkt,
in dem die zuldssigen Parameter k liegen, d.h. die Parameter, fiir die das Iterations-
verfahren (1) konvergiert.

9. Die Menge aller Parameter k, fiir die Q(P[le) < 1 ist, ist durch den Durch-
schnitt der Halbebenen

(30) 2Rk, + 2Jiky + (A2 <0, i=1,..,n

gebildet.

.....

sofort gi(k) < 1fiirallei = 1, ..., nfolgt. Das tritt aber nach Hilfssatz 1, Behauptung
c) genau dann ein, wenn k im Durchschnitt der Halbeneben (30) liegt, was wir
beweisen wollten.

Durch der Verbindung der Sitze 8 und 9 bekommt man sofort einen Satz, der
das den Optimalparameter k, enthaltende Gebiet weiter beschriankt.

10. Es sei o(P;'Q,) < 1. Der Parameter k, fiir den der Spektralradius o(P; ' Q,)
sein Minimum annimmt, liegt dann im Durchschnitt des Kreises [k — 1] < 1 und
der Halbebenen (30).

Ist die Matrix P;'Q, singuldr (das kommt bei gewissen Iterationverfahren,
z.B. bei dem Gauss-Seidelschen Verfahren vor), d.h. wenn sie den Eigenwert 4 = 0 hat,
folgt aus dem vorhergehenden Satz sofort, dass der Optimalparameter k, im Durch-
schnitt des Kreises |k — 1| < 1 und der durch die Gleichung —2k; + 1 < 1 bestimm-
ten Halbebene (das ist offensichtlich die durch die Gerade k, = } begrenzte Halbebene,
die den Koordinatenursprung nicht enthilt) liegen muss. Dieses Gebiet ist in Abb. 5
mit der starken Linien gekennzeichnet.

Bei praktischen Berechnungen kennt man in der Regel die Eigenwerte der Matrix
P 'Q, nicht und man muss dann den Parameter k, mit Hilfe einer anderen Methode
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(z.B. probeweise) suchen (sieche auch [3]). Solange man wenigstens iiber die Lage
irgendwelcher Eigenwerte der Matrix P;'Q, eine Vorstellung hat, kann der Satz 10
manchmal das Gebiet, in dem wir den Optimalparameter k, suchen, verkleinern.

k;

Abb. 5.
Zum Schluss beweisen wir noch den folgenden Satz:

11. Enthdlt das Spektrum der Matrix P7'Q, nur reelle und komplexe konju-
gierte Eigenwerte, dann ist der Optimalparameter k, eine reelle Zahl.

Bemerkung 4. Wenn es sich z.B. um ein reelles Iterationsverfahren handelt,
wo die Matrix P;'Q, reell ist, sind die Voraussetzungen des Satzes 11 erfiillt und
man kann also den Optimalparameter direkt im reellen Gebiete suchen (damit
befasst sich die Arbeit [3]).

Beweis des Satzes 11. Enthélt das Spektrum der Matrix nur reelle und komplexe
konjugierte Eigenwerte, dann weiss man nach Satz 6, dass der Optimalparameter
nur eine von den Zahlen k¥ oder k"* (i, j = 1, ..., n) sein kann, solange A;, 4;, 4,
zu keiner Geraden gehdren. Wir werden jetzt solche Punkte k%, k“* untersuchen,
die nicht auf der reellen Achse liegen, d.h. k¥ # 0, ki* # 0, und beweisen, dass fiir
diese Punkte der Ausdruck max /[g,(k)] sein Minimum beziiglich k annehmen kann.

Zuerst beweist man, dass die Flichen z = g,(k), z = g,(k), wo 4; = A4, ist, sym-
metrisch beziiglich einer Ebene 7 sind, die die reelle Achse enthilt und orthogonal
zur komplexen Ebene ist. Es ist ndmlich

giky + ki) = gk, — kji),

wie man aus der Formel (3) leicht feststellen kann. Wenn ferner A; reell ist, dann
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sind selbst die Punkte der Fliche z = g/(k) symmetrisch beziiglich der Ebene r,
denn nach (3) gilt offensichtlich

giky + ki) = gyky — kji).
Nun werden wir einige Fille unterscheiden.

1. Es sei k'/ ein Optimalparameter und k" sei keine reelle Zahl. Nach der Voraus-
setzung enthilt das um 1 nach links verschobene Spektrum der Matrix P;'Q,
gemeinsam mit den Zahlen A;, A; auch die konjugierten Zahlen A;, = 4;, 4;, = Zj.

a) Bs sei J; > 0, J; = 0. In Betracht auf die Bezichung (5) ist dann k¥ < 0 und
es ist also auch J;k¥ < 0. Diese Ungleichung ist aber offensichtlich mit der Un-
gleichung

(31) gi(k¥) < g:(kY)

dquivalent (das folgt nimlich sofort aus (3) und aus dem Konjugiertsein der Zahlen
A, Ay). Der Punkt k¥ kann nicht der Optimalparameter sein, da sonst fiir jedes
1 =1, ..., ndie Ungleichung

(32) gi(k") = g,(k7) = g,(k")
gelten miisste, was ein Widerspruch mit (31) ist.

b) Es sei J; < 0, J; < 0. Nach (5) ist k¥ > 0 und es ist also J;k5 < 0. Diese
Ungleichung ist wieder mit der Ungleichung (31) dquivalent, was ein Widerspruch
mit (32) ist.

¢) Essei J; >0, J; <0, k¥ < 0. Dann ist J;k§ < 0 und es gilt auch (31), was
wieder ein Widerspruch mit (32) ist.

d) EsseiJ; > 0,J; < 0, k¥ > 0. Dann ist J;k5 < 0, was eine mit der Ungleichung
g,(k") < g;(k")

dquivalente Ungleichung ist. Da ist wieder ein Widerspruch, denn wir haben voraus-
gesetzt, dass k¥ ein Optimalparameter ist.

Ein anderer Fall kann nicht eintretten. Dadurch ist bewiesen: wenn eine der
Zahlen k' ein Optimalparameter ist, muss sie auf der reellen Achse liegen.

II. Man setze voraus, dass der Optimalparameter der Punkt k, = k9 + ik} ist,
in dem sich die Flichen g,,, g;,, ..., g;,, = 3, schneiden, d.h. g;,(ko) = ... = g;(ko)-
und es sei kS & 0. Man bezeichne mit 4;,, Aiyrs ooy Ay, die mit den Zahlen 4;,,
Ay, ..., A;, konjugierten Zahlen, d.h. A;. = A;,...,A,. = A;. Nun kdnnen
verschiedene Félle eintreten:

a) Zwischen den Zahlen 4;, ..., 4; existieren zwei Zahlen von verschiedenem

i
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Vorzeichen, d.h. es sei z.B. J;, > 0, J;, < 0 und es sei k3 < 0. Dann gilt J; k3 < 0,
was mit der Ungleichung

gil(ko) < gil’(ko)

dquivalent ist, und das ist ein Widerspruch.
Wenn k9 > 0 ist, ist J; k9 < 0 und es gilt also

9ir(ko) < i, (ko) »
was wieder ein Widerspruch ist.
b) Alle Zahlen J;, ..., J

i

;. seien nichtnegativ. Dann muss wenigstens eine von
diesen Zahlen positiv sein, denn anderenfalls wiirden alle Punkte A, ..., 4; auf

der gleichen Geraden liegen und es wiirde kein Schnittpunkt k, der Geraden p;,
j=1,...,r, k=1,..., r existieren. Es sei also z.B.

[7%]

Ji>0,J,20,..,J,20.
Wenn nun kj < 0 ist, ist J; k3 < 0 und es gilt also

gi(ko) < gi,(ko) »
was ein Widerspruch ist.

Es sei k3 > 0. Nach der Formel (5) gilt k¥ < 0 fiir alle j, k = 1, ..., r, sodass
der Punkt kg in keinem von den Dreiecken mit den Eckpunkten k' liegen kann.
Er kann also auch nicht im kleinsten konvexen die Punkte k'’ enthaltenden Vielecke
liegen. Das ist aber ein Widerspruch mit der Behauptung des Satzes 7. Dadurch
ist der Satz 11 bewiesen.

Zur Illustration der oben abgeleiteten Ergebnisse fithren wir nun ein numerisches
Beispiel an: Man setzt voraus, dass die Matrix P; 'Q, die folgenden Eigenwerte hat:

Ay =04+02i, A, =02+06i, A =06+0,7i.

Offensichtlich ist [A,| < |4,| < |45|. Der Spektralradius ist dann gleich |45 = 0,92,
was eine sehr schlechte Konvergenz des Iterationsverfahrens (1) fiir k = 1 darstellt.
Wenn man die Ergebnise der Arbeit [3_| anwendet, sieht man, dass die Vorausset-
zungen des Satzes 2.7 aus [3] erfiillt sind, und daraus folgt, dass der reelle Optimal-
parameter k, der Zahl

gleich ist und dass fiir den entsprechenden Spektralradius
o(P.' Q,,) = 0,87
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gilt. Das heisst, dass die Methode (1) fiir k = 1,62 etwas schneller konvergieren wird,
als die urspriingliche Methode fiir k = 1.

Wenn man jetzt den Optimalparameter im komplexen Gebiete sucht, dann stellt
man nach der Berechnung der Zahlen k'2, k'3, k23, k'23 durch dem Satz 6 dieser
Arbeit fest, dass der Optimalparameter die Zahl

ko = k'3 = 0,6 — 0,49
ist. Der entsprechende Spektralradius ist dann die Zahl
o(P..' Q) = 0,375,

was schon eine sehr wesentliche Konvergenzbeschleunigung darstellt.

0
vd
/

Abb. 6.

In Abb. 6 ist das Gebiet aufgezeichnet, in dem nach dem Satz 9 der Optimal-
parameter k, liegt. Der durch die Geraden

py = —1,2k, + 0,4k, + 04 =0,
—-1,6k, + 12k, +1 =0,
—0,8ky + 1,4k, + 0,65 =0

P2
Ps

begrenzte Durchschnitt der Halbebenen (25), die den Koordinatenursprung nicht
enthalten, und des Kreises ]k - 1] < 1 ist durch die starke Linie begrenzt.

Bemerkung 5. Bei der praktischen Anwendung der Methode kann die folgende
angenéherte Behauptung niitzlich sein: Wenn die Eigenwerte A; der Matrix P;'Q,
in irgendeinem verhéltnisméssig kleinen Gebiete des Einheitskreises konzentriert
sind, d.h. wenn auch die Zahlen A; in einem kleinen Gebiet liegen, dann liegt der
Optimalparameter k, in der Ndhe der Zahlen — A,. Dies ist aus dem Hilfssatz 1,
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Behauptung d), sichtbar, da die Funktionen g; in den Punkten —A; ihr Minimum
(das gleich Null ist) annehmen. Eine solche Situation tritt z.B. in dem oben ange-
fiihrten Beispiele ein. In Abb. 6 sieht man, dass der Optimalparameter direkt im
Dreiecke mit den Ecken — A, —A,, — A4, liegt.
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Souhrn

O URYCHLOVANI KONVERGENCE KOMPLEXNICH
ITERACNICH PROCESU

MIROSLAV SISLER

Préce se zabyva urychlovanim konvergence iteracnich procest pro feSenisoustavy m
linedrnich rovnic Ax = b. Pfedpoklddd se, Ze je ddn iteraéni proces definovany
vzorcem

X, =P7'Qx,+P;'b, v=0,1,2, ...,

kde P, = kP, Q, = (k — 1) P, + Q, k + 0. Pfitom je A = P, — Q, jisty rozklad
matice A takovy, Ze spektrdlni polom&r matice P; ' Q, je mensi nez 1 a k je komplexni
parametr. (Pro k = 1 dostdvdme ziejmé& iteradni proces odpovidajici rozkladu
A=P — Ql)

V ¢ldnku je feSena otdzka volby optimdlniho parametru k v tom smyslu, aby byl
spektrdlni polomér matice P, 'Q, minimdlni, tj. aby zkoumany itera&ni proces
konvergoval co nejrychleji. V Cldnku je dokdzdno, Ze optimdlni parametr k lezi
vZdy v kruhu komplexni roviny o poloméru rovném 1 a stfedu v bodé& 1, p¥i¢emz
je vzdy roven nékterému z &isel kY, k'*, i, j, k = 1, ..., n, jejichZ redlné a imagindrni
&dsti jsou ddny vzorci (4), (5) a (21') (zde zna®i A; = R; + iJ,, A; = 4, — 1, i =
= 1,..., n, pfiemZ A; jsou vlastni &isla matice P 'Q,).

Didle je dokédzdno, Ze obsahuje-li spektrum matice P; ' Q, jen redlnd a komplexn&
sdruZend vlastni &isla (tj. napf. v ptipad& redlného iteragniho procesu), je optimdlni
parametr redlny, tj. leZi v intervalu (0,2).

V &lanku je uveden jeden numericky pfiklad.

Anschrift des Verfassers: RNDr. Miloslav Sisler, CSc., Matematicky ustav CSAV v Praze,
Praha 1, Zitn4 25.
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