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SVAZEK 15 (1970) APLIKACE MATEMATIKY CIsLo 5

UBER DIE KUNDENREIHENFOLGE IN BEDIENUNGSSYSTEMEN

FRANTISEK ZiTEK

(Eingelangt am 15. Oktober 1969)

1. Einleitung

Die Outputprozesse, die die Austritte der Kunden aus Bedienungssystemen
beschreiben, werden meistens dann griindlich untersucht, wenn es sich um Tandem-
systeme, oder noch allgemeiner um Bedienungsnetzwerke handelt. Eines der
wichtigsten Ergebnisse, die in diesem Gebiete bekannt sind, besteht in der Tatsache,
daB der OutputprozeB eines Bedienungssystems des Typs M/M/n im Gleichgewicht
wieder derselbe ist wie der entsprechende InputprozeB, also wieder ein homogener
Poissonproze mit demselben Parameter. Man kann also sagen, daB sich die stochas-
tische Struktur des Kundenstromes nicht dndert, wenn er ein System M/M/n durch-
lauft.

Ganz anders sieht jedoch die Situation aus, wenn man sie vom Standpunkte
der einzelnen Kunden aus betrachtet. Die Intervalle zwischen den Zeitpunkten,
in welchen die bzdienten Kunden das Bedienungssystem verlassen, sind zwar immer —
genau wie die Intervalle zwischen den einzelnen Eintreffenszeitpunkten — stochas-
tisch unabhingige ZufallsgroBen mit derselben Exponentialverteilung, aber die
Reihenfolge der Kunden am Ausgang des Systems muB nicht unbedingt dieselbe
sein wie am Eingang.

Anderungen der Kundenreihenfolge kdnnen an zwei Stellen und aus zweierlei
Griinden vorkommen: in der Warteschlange und wéhrend der Bedienung. Dal}
die Reihenfolge der Kunden (die durch die Folge ihrer Eintreffenszeitpunkte gegeben
ist) im Verlauf der ganzen Wartezeit in der Schlange unverdndert bleibt, ist eben
eine charakteristische Eigenschaft der natiirlichen Warteordnung') (,.first-come-
first-served queueing discipline®); bei anderen Warteordnungen konnen jedoch
die Kunden die Schlange in einer anderen Reihenfolge verlassen.

Die Moéglichkeit einer Anderung der Reihenfolge wihrend der Bedienung der
Kunden ist in solchen Systemen gegeben, wo mehrere parallele Bedienungsstellen

1y Die deutsche Terminologie wurde wo méglich der Monographie [1] entnommen.
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arbeiten, also z.B. in den Systemen M/M/[n mit n > 1: ein Kunde mit kurzer Bedie-
nungszeit kann einen anderen mit ldngerer Bedienungszeit iiberholen, obwohl dieser
frither in das System angekommen ist als jener, falls sie natiirlich von zwei parallelen
Bedienungsstellen gleichzeitig bedient werden.?)

Das Hauptziel, das wir in unserer Arbeit verfolgen, ist das Studium einiger wahr-
scheinlichkeitstheoretischer Probleme, die mit den Anderungen der Kundenreihen-
folge in Systemen M/M/n im Gleichgewicht verbunden sind. Die beiden Arten von
Anderungen werden wir getrennt untersuchen, auch wenn es ganz klar ist, daB3 sie
sich beliebig und unabhingig kombinieren lassen. Zuerst werden wir die Anderungen
wihrend der Bedienungszeit betrachten. Einfachheitshalber begrenzen wir uns dabei
auf Systeme mit nur zwei Bedienungsstellen.

2. Das System M/M|2 mit natiirlicher Warteordnung

Die Kunden betreten ein solches System einzeln, zuféllig und unabhéingig, so dal3
ihre Eintreffenzeitpunkte einen homogenen PoissonprozeB mit dem Parameter A,
0 < 1 < o, erzeugen. Thnen zur Verfiigung stehen zwei parallele, unabhingige
und vollig gleichwertige Bedienungsstellen; die Bedienungszeiten der einzelnen
Kunden sind voneinander sowie auch vom Inputprozel unabhingige ZufallsgroBen,
alle mit derselben Exponentialverteilung mit dem Parameter u, 0 < p < o0. Wir
setzen stets voraus, daB A < 2puist, d.h. daB ¢ = A/2u < 1 ist, so daB sich das System
stabilisieren kann. Im folgenden werden wir uns nur mit Systemen im Gleichgewicht
beschaftigen.

Fiir ein solches System sind dann die Wahrscheinlichkeiten bekannt (siehe z.B. [1]
oder [4])

2.1 po=(1—=-0(L+07",
e = 2po0", k=1,23,...,

die wir auch folgendermafBlen deuten konnen: ein ,,beliebig gewéhlter Kunde ¢
findet im Augenblicke seines Eintreffens in das System mit der Wahrscheinlichkeit
e (k=0,1,2,...) gerade k andere Kunden, die schon im System (also in der
Schlange und in der Bedienung zusammen) anwesend sind.

Da sich aber bei der natiirlichen Warteordnung die Reihenfolge der Kunden
in der Schlange nicht dndert, wollen wir uns vielmehr fiir die Anzahl der Kunden
interessieren, welche im System gerade in dem Augenblick ¢ anwesend sind, in dem

2) Es sei jedoch gleich bemerkt, daf das bloBe Vorhandensein von mehreren parallelen Bedie
nungsstellen allein noch nicht fiir eine Anderung der Kundenreihenfolge geniigend ist: in einem
System des Typs M/D/n zum Beispiel bleibt die Reihenfolge wihrend der Bedienung sicher un-
verdndert, auch wenn n > 1 ist. Die Voraussetzung einer zufilligen Bedienungszeit ist also auch
wichtig. In dieser Arbeit mdchten wir uns jedenfalls nur mit Systemen des Typs M/M/n befassen.
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mit der Bedienung des Kunden 2" begonnen wird (in dem er also die Schlange verlaft
und in die Bedienungsstelle eintritt), und natiirlich auch dafiir, wie sich diese Anzahl
wihrend der ganzen Bedienungszeit des Kunden . dndert.

Mit unserem Kunden 2" konnen im System gleichzeitig anwesend sein: einerseits
Kunden, welche in das System friiher als " eingetroffen sind — die werden wir dltere
Kunden nennen und ihre Anzahl mit a bezeichnen; anderseits Kunden, welche
in das System erst spiter als #° gekommen sind — die werden wir neuere Kunden
nennen und ihre Anzahl mit b bezeichnen.

Welche sind zunéchst die moglichen Werte der GroBen a und b zum Zeitpunkte ¢/,
in dem gerade die Bedienung unseres Kunden 2 beginnt? Da wir voraussetzen,
daB im System die natiirliche Warteordnung gilt, konnen im Augenblick ¢’ keine
lteren Kunden in der Schlange stehen: sie sind alle schon in der Bedienung. Im
ganzen System gibt es jedoch nur zwei Bedienungsstellen und eine davon wird eben
von A besetzt: es ist also immer a < 1. Die Anzahl der neueren Kunden, die in ¢’
im System anwesend sind (alle stehen in der Schlange), ist fast beliebig, mit einer
einzigen Begrenzung — die beiden GroBen a und b sind voneinander nicht unab-
hingig: ist a = 0 (in t'), so muB auch b = 0 sein. Das kann man sofort einsehen:
a kann nur dann gleich Null sein, wenn der Kunde " in ein leeres System eingetroffen
ist, dann wird er aber sofort in die Bedienung eingenommen, ohne warten zu miissen;
im Augenblick ¢’ ist er also ganz allein im System. Es ist b = 0 auch dann, wenn
der Kunde " in einem solchen Augenblicke kommt, in dem sich im System ein
einziger lterer Kunde befindet.

Welche sind jetzt die Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Werte der Groflen
a und b im Augenblick #'? Wenn " in ein leeres System eintritt — was mit der Wahr-
scheinlichkeit p, geschieht — dann ist, wie wir eben gesehen haben, a = b = 0.
In allen anderen Fillen ist a = 1; es sind also nun die Wahrscheinlichkeiten der
Werte b =0, 1,2, ... bei a = 1 zu bestimmen.

Wenn " im Augenblick seines Eintreffens nur einen anderen (élteren) Kunden
im System findet, wird er auch ohne Warten in die Bedienung eingenommen, so dafl
dann notwendigerweise b = 0 ist; die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist p;.
In allen anderen Féllen muf} ¢ auf die Bedienung warten und da ist b gerade die
Anzahl der neueren Kunden, die widhrend der Wartezeit W des Kunden 2 in das
System gekommen sind. Die ZufallsgroBe W hat aber (siche z.B. [1], S. 100 oder [4],
S. 106) die Verteilung

2 PW=0}=py+p; =(1 -0 (L +20)(1 +0)" =1-=20*(1 +0)7%,

2
P{W> w} = figexp [-Cu—=2w], w=0.

Daraus ergeben sich durch ein bekanntes Verfahren (s. [4] § IV. 3 und § IV. 4)
die Wahrscheinlichkeiten P,, der Ereignisse b = m (m = 0,1,2,...) in dem Fall,
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daB3 o wirklich warten mul3:

0 m 2
(2:3) P, = (4w) e 2 (2u — 2) e dw =
o m! 1+e

m 2 —_ © m
_ A 20° 2p— 4 2120 (2uw) dw
2"um 1 4+ 0 2u

0 m!
20* 1 =0 42
=" —— (1= =2——0""" = p20" = Ppsz-
1+Q( ) I +o 2 Pm+2

Insgesamt haben wir also im Augenblicke #':

(2.4) P{a =0,b =0} = p, =(l—-90)(L+0)7",
P{a =1,b=0} =p, + p, =20(1 — g),
Pla=1,b=m} =p,,, =2p"*?, m=1,23,....

Wir gehen jetzt zur Untersuchung der nachfolgenden Anderungen der Anzahl b,
bzw. a iiber, welche zwischen dem Zeitpunkt ¢ und dem Zeitpunkt, in dem 2" das
System verliBt, stattfinden. Es ist dabei klar, daB die einzige Anderung der Anzahl a,
die iberhaupt moglich ist, darin besteht, daB a = 1 zu a = 0 wird, was in dem Falle
geschieht, wenn der éltere Kunde, der mit " gleichzeitig bedient wird, das System
frither als " verldBt, d.h. wenn seine Bedienungszeit friiher als die des Kunden ¢
endet. Die Bedienungszeit des Kunden " und der Rest der Bedienungszeit des dlteren
Kunden, die nach dem Augenblick ' noch iibrig bleibt, sind aber zwei voneinander
unabhdngige ZufallsgroBen, welche beide dieselbe Exponentialverteilung mit dem
Parameter u haben. Wir sehen also, daBl die Wahrscheinlichkeit, dafl a zu 0 wird,
gleich £ ist; mit derselben Wahrscheinlichkeit 1 bleibt @ = 1 wihrend der ganzen
Bedienungszeit des Kunden 2. In diesem Falle — und nur in diesem — iiberholt
der Kunde # einen élteren (und zwar den eben vorherigen) Kunden — und wird
natiirlich selbst von keinem neueren Kunden iiberholt. Die gesamte Wahrschein-
lichkeit dieser (einzig mdglichen) aktiven Uberholung ist also

(2-5) P, = (1 - Po)% = Q(I + Q)—1 5

das ist freilich auch der Erwartungswert der Anzahl der (élteren) Kunden, welche o
iiberholt (die mittlere Anzahl der aktiven Uberholungen).

Die Anzahl b der neueren Kunden kann sich wiahrend der Bedienungszeit des
Kunden " ganz beliebig dndern. Wegen des Markovschen Charakters des ganzen
Bedienungsprozesses (es handelt sich ndmlich um ein M/M/[n System) sind die
Zeitpunkte, in denen die neueren Kunden in die Schlange eintreten oder diese ver-
lassen, Erneuerungspunkte des Prozesses; es geniigt also die eingebettete Markovsche
Kette zu untersuchen, welche die Anderungen der Kundenanzahl in der Schlange
und in der Bedienung beschreibt, ohne die dazwischenliegenden Zeitliicken zu
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beriicksichtigen. Was uns dabei am meisten interessiert, ist die Anzahl der neueren
Kunden, die unseren " iiberholen; diesem Zweck werden wir auch die Schreibweise
anpassen.

Die Zustinde dieser Kette werden mit [a, b, r] bezeichnet, wo a wieder die Anzahl
der ilteren und b die Anzahl der neueren im System anwesenden Kunden bedeutet;
r ist dann die Gesamtanzahl der neueren Kunden, welche das System schon verlassen
(und also den Kunden %~ iiberholt) haben. Es ist klar, da3 nur dann r > 0 sein kann,
wenn der dltere Kunde schon das System verlassen hat; es ist also immer ar = 0.

Der Anfangszustand der Kette entspricht dem Augenblick ¢, in dem 24 die Schlange
verlaBt und in die Bedienung eintritt; die Kette beginnt also notwendigerweise mit
einem der Zustinde [0,0,0], [1,0,0],[1,1,0],...,[1, m, 0], ...; die zugehdrige
Anfangsverteilung der Zustandswahrscheinlichkeiten kennen wir schon: sie ist
durch (2.4) gegeben.

Wie kann sich dann der Zustand [a, b, r] d4ndern? Da kommen folgende Moglich-
keiten vor:

a) In jedem Augenblick kann ein neuerer Kunde in das System eintreffen, so daB
[a, b, 7] zu [a, b + 1, r] wird; dieser Ubergang geschicht mit Wahrscheinlichkeit

(2.6) y=—t -2

falls a + 0 oder b = 0 ist; der Ubergang vom Zustand [0, 0, ] zu [0, 1, r] geschieht

jedoch mit Wahrscheinlichkeit

(2.7) PR
A+p 142

(in diesem Falle arbeitet ndmlich nur die von den beiden Bedienungsstellen, die
vom Kunden £ besetzt ist; die andere Bedienungsstelle ist dabei frei);

b) vom Zustand [1, b, 0] kann man zu [0, b, 0] iibergehen, wenn der &ltere Kunde
mit der Bedienung fertig ist; die Wahrscheinlichkeit dieses Uberganges ist

(2.8) PR S ——
A+2n 201+ o)
¢) vom Zustand [0, b, r], b > 0, kann die Kette in den Zustand [0, b — 1, r + 1]
kommen, und zwar wenn ein neuerer Kunde das System bedient verldBt; die zu-
gehorige Ubergangswahrscheinlichkeit ist auch gleich «;

d) in jedem Augenblick ist aber noch ein Ubergang méglich (ohne Riicksicht auf
den gegenwirtigen Zustand der Kette) und zwar der Ubergang, welcher der Vol-
lendung der Bedienung des Kunden ¢ selbst entspricht. Mit diesem Ubergang endet
die ganze Kettenentwicklung. Zu den Zustinden der Form [a, b, r] miissen wir also
noch gewisse absorbierende Zustdnde hinzufiigen, die wir mit [r], r=20,1,2,...
bezeichnen werden. Von jedem Zustand [a, b, r] ist also auch der Ubergang zu [r]
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moglich; die zugehorige Ubergangswahrscheinlichkeit ist gleich o, falls a #+ 0
oder b # 0 ist, und gleich '

(2.9) p=H o]

falls a = b = 0 ist.

In gewisser Hinsicht wird es vorteilhaft sein, den absorbierenden Zustand [0]
noch genauer zu unterscheiden, je nachdem er von einem Zustand [1, b, 0] oder
von [0, b, 0] erreicht worden ist, d.h. je nachdem der Kunde o selbst einen (&lteren)

Kunden iiberholt hat oder nicht; wir werden diese Tatsache mit [0,], bzw. [0o]
bezeichnen.

Die Zustinde der Kette, die moglichen Uberginge dazwischen und die zugehérigen
Ubergangswahrscheinlichkeiten sind hier in zusammengefaBter Form in einem Sche-
ma dargestellt.

Do (P1 + 172) P3 Py Ds

[1,0,0]——[1, 1, 0]——[1, 2, 0]
o ld o l“

[0,] |« [0,] [0,]

R

R
—
(=4
[y
—
R

v J
__.[0,0,0]—>[0, 1, 0]——[0, 2, 0]

lg ioz J(oc loz

[06] [0,] [%]

[
—
=
w
(=)
—_

R

K
—
)
S
—
133

[0, 0, 1]——0, 1, 1]
I I |

RN [1]

133
~—
—
—_
K

[0,0,2] [0, 1,2]

€ o

[2] [2] |«
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Es gilt a=2+2)7" y=0(l +0)7", 6=20(1+2)7" e=(1+20)7",
20 + y = 1 = ¢ + 6 . Deutlichkeitshalber werden die absorbierenden Zustinde [r]
in mehreren Exemplaren angegeben.

Trotz der scheinbaren Verwickelung der Ubergiinge ist es nicht zu schwer von der
Anfangsverteilung (2.4) ausgehend mit Hilfe der Ubergangswahrscheinlichkeiten
(2.6)—(2.9) einige von den Wahrscheinlichkeiten, daB die Kette in dem absorbie-
renden Zustand [r] enden wird — wir werden diese Wahrscheinlichkeit mit Q(r)
bezeichnen — zu berechnen; so bekommen wir z.B.

(2.10) 0(0,) = (1 = po) ?i—y = 3(1 — po),

was wir jedenfalls schon von (2.5) her wissen; weiter ist

1= ¢ _ 2+2+¢
(2.11) 2(00) = Ty 21 +20) 21 + ) (1 + 20)
oder
% op) = o =) ¢ ____@+d
(@12) - 200) (1+0)(1+2) Tt 2) 2+ (1+20)

Wir bezeichnen noch mit q(r) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Kette iiber-
haupt irgendwie in den Zustand [O, 0, ] gelangt. Fiir kleine Werte r = 0, 1, 2, ...
lassen sich die Wahrscheinlichkeiten q(r) leicht nach dem Schema berechnen; so
ergibt sich z.B.

q(0) = po + opy + p2) =1 —¢,

_ ol —0o e’(L — o)
a(t) = (1 +0)(1+20) 2(1+0)?

usw. Aus dem Schema lassen sich noch folgende zwei gleichwertige rekurrente
Formeln herleiten

(2.13) $00) - ) =2 3 00,
(2.13) S 0(r) + ¢ q(k) = 20(K).

Il

r=k

Hiervon lassen sich mit Hilfe der Wahrscheinlichkeiten g(k) schrittweise die Wahr-
scheinlichkeiten Q(r) berechnen; so bekommen wir

~ o2 + o) 1 o(l — o) ’(1 = o) _
20(1) = Al +o)(1+20) 1+ 2 [(1 vo(i+2) 2+ @)2] )

__ 2% o
(1+20* (140721 +2)*
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so dafB3

3

e 0
o) = (1 + 20)? * 2(1 + 0)* (1 + 20)*°

usw.

Man konnte in dieser Weise die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten g(r) und
Q(r) fortsetzen, es ist jedoch zu erwarten, daB die expliziten Formeln, die man so
gewinnt, ziemlich verwickelt erscheinen. Deswegen werden wir uns mit den oben
angegebenen Formeln begniigen. Noch verwickelter wéren natiirlich die Formeln
in dem Fall der Systeme M/M/n mit mehr als zwei Bedienungsstellen. Den Grenzfall
eines Systems vom Typ M/M[oo werden wir nachher gesondert behandeln (s. § 4).

Bevor wir diesen Absatz abschliessen, mochten wir noch eine allgemeine Bemerkung
hinbeifiigen. Die mittlere Anzahl der Kunden, die unseren Kunden 2 {iiberholen
(die mittlere Anzahl seiner passiven Uberholungen) muf} immer der mittleren Anzahl
der Kunden gleich sein, welche o selbst iiberholt hat, d.h. der mittleren Anzahl
seiner aktiven Uberholungen; es muB also gelten

0

(2.15) Yro@r) =ol+0)7".

r=1
In einem stabilisierten System (d.h. im System im Gleichgewicht) mit dem Bedie-
nungsquotienten ¢ < 1 sind namlich alle Anderungen der Kundenreihenfolge nur
von ,,lokalem‘* Charakter (da hier kein Kunde unendlich lange im System verweilt);
sie miissen sich also im Mittelwert ausgleichen.

3. Das Besetztsystem M|/M|2

Auch in Besetztsystemen (s. [1], S. 47; [4], S. 114), wo keine Warteschlangen vor-
kommen, kann sich die Kundenreihenfolge wihrend der Bedienungszeit verdndern,
falls mehrere parallele Bedienungsstellen vorhanden sind. Wir wollen hier nur ganz
kurz den einfachsten Fall eines Besetztsystems mit zwei Bedienungsstellen unter-
suchen.

Es sei also wieder & ein ,,beliebig gewahlter Kunde, der im Zeitpunkt ¢’ in das
System eintrifft. Da die Gesamtanzahl der im System anwesenden Kunden immer
nur <2 sein kann, sind beim Eintreffen des Kunden " nur drei Zustdnde mdglich:
entweder ist " allein in einem sonst leeren System — die Wahrscheinlichkeit dafiir
ist (s. [4], S. 114)

(3.1) po=[1+B+(B*2)] " =(1+2 +2°7",

(wo wie gewdhnlich f = A/, ¢ = B|2 gesetzt wird); oder ist mit " noch ein lterer
Kunde im System, was mit der Wahrscheinlichkeit

(32) pr=B(L+ B+ 1Y) " = 20(1 + 20 + 20%)7"
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geschieht; oder aber kann in einem Besetztsystem natiirlich auch das geschehen,
daB der Kunde 2 in einem solchen Augenblick ankommt, in dem die beiden Bedie-
nungsstellen besetzt sind, so daB er ,,verloren* geht und das System sofort verldBt,
ohne bedient zu werden. In diesem Fall hat es freilich keinen Zweck, die weitere
Entwicklung des Systems zu betrachten. Die zugehorige Verlustwahrscheinlichkeit ist

(3.3) po =181+ B+ 1) = 20°(1 + 20 + 20°)" .
Mit der Wahrscheinlichkeit
(3.4) L —p,=po+p;=(+20)(1 + 20+ 20°)"

kommt also unser Kunde 2 iiberhaupt in das System hinein; erst dann kdnnen wir
uns fiir seine aktiven und passiven Uberholungen interessieren. Die zugehorigen
Wahrscheinlichkeiten werden wir deshalb als bedingte Wahrscheinlichkeiten be-
trachten, unter der Annahme, daB 2 nicht verloren ist; die entsprechenden un-
bedingten Wahrscheinlichkeiten ergeben sich daraus durch Multiplizieren mit dem
Faktor (3.4).

Aus (3.2) 148t sich die Wahrscheinlichkeit der (einzig moglichen) aktiven Uber-
holung genau so herleiten, wie wir es im zweiten Absatz gezeigt haben; es ist wieder

(3.5) Pyo = 1py = o(1 + 20 +2¢°)7";

dies ist auch die mittlere Anzahl der aktiven Uberholungen.

Soll der Kunde 2 von einem neueren Kunden iiberholt werden, so ist dazu not-
wendig, dal 2" zuerst einmal ganz allein im System bleibt: zum ersten Mal geschieht
das einerseits dann, wenn er in ein leeres System eintrifft (die Wahrscheinlichkeit
dafiir ist p,, d.h. (3.1)), anderseits dann, wenn der mit ihm gleichzeitig bediente
Kunde friiher als # die Bedienung vollendet (was immer mit der Wahrscheinlichkeit
1 geschieht, wenn im Augenblick ¢ noch ein dlterer Kunde im System verweilt).
Ist aber 2" einmal allein im System, so wird er wieder iiberholt nur dann, falls ein
neuerer Kunde in das System eintrifft, von der parallelen Bedienungsstelle bedient
wird und die Bedienung immer noch frither als 2 vollendet; das alles geschieht mit
der Wahrscheinlichkeit

(3.6)

A1 e
A+p2 142

Aber nach jeder solchen passiven Uberholung ist »#° wieder allein im System, also
wieder in derselben Situation wie am Anfang, und die ganze Geschichte kann sich
wiederholen. Da es sich um ein Markovsches System handelt, sind solche Zeitpunkte,
in denen & im System allein bleibt, Erneuerungspunkte des Bedienungsprozesses;
es ist also iiberhaupt nicht wichtig, wie oft schon " iiberholt wurde: ist er nur allein
im System, so ist die Wahrscheinlichkeit einer neuen passiven Uberholung immer
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dieselbe. Wir sehen sofort ein, daB die Anzahl der passiven Uberholungen geometrisch
verteilt ist mit dem Parameter (3.6). Es gilt also

1+ o \"
3.7 P_(m) = + 1 , m=1,2,3,...
(3.7) SO 2p1)1+2g(1+2g>

fiir die Wahrscheinlichkeit P,,(m), daB unser Kunde 2" wihrend seiner Bedienungs-
zeit insgesamt m-mal iiberholt wird. Der erste Faktor

Po +3py = (1 +¢) (1 + 20 + 20°)7*

stellt dabei die Wahrscheinlichkeit des allerersten Alleinseins des Kunden 2 im
System dar. Die Formel (3.7) gilt nicht fiir m = 0; die Wahrscheinlichkeit P, (0)
muB ndmlich auch den Fall umfassen, in dem der Kunde " deshalb nicht liberholt
wurde, weil er niemals allein war (in diesem Fall muB er notwendigerweise selbst
einen dlteren Kunden aktiv iiberholt haben). Es gilt also

l+0 1430+ 30
1 +20 1440+ 60%+ 40>

(38) Ppas(()) = %pl + (pO + %pl)

Die mittlere Anzahl der passiven Uberholungen ist dann wegen (3.7) gleich

(po + 3p1) +2” _  L+e ¢ = ¢ ;
1+ +2)" 1+2+2°1+0 1+ 2 +20°

also wieder dieselbe wie die mittlere Anzahl (3.5) der aktiven Uberholungen (vgl.
unsere Bemerkung am Ende des zweiten Absatzes).

4. Das System M|M|x

Auch in diesem System (s. [4], S. 108) gibt es keine Warteschlange, obwohl dies
aus ganz anderen Griinden als in den Besetztsystemen geschieht, und die Kunden
koénnen sich gegenseitig nur wahrend der Bedienungszeiten iiberholen. Jeder Kunde
wird hier sofort bedient, ohne warten zu miissen.

Es sei wieder & ein ,,beliebig® gewdhlter Kunde; die Wahrscheinlichkeit, daf
sich im Augenblick seines Eintreffens in das System noch k andere, dltere Kunden
im System befinden, ist gleich (s. [4], S. 108)

pe=e % k!, k=0,1,2,..., ¢=4[u.

Die Bedienungszeit des Kunden 2 sowie die Bedienungszeitreste aller dlteren Kunden
sind unabhéngige und gleichverteilte ZufallsgroBen. Der Kunde & wird also einen
jeden dlteren Kunden mit der Wahrscheinlichkeit 4 {iberholen; diese Uberholungen
sind voneinander unabhingig. Ist die Anzahl k der élteren Kunden gegeben, die im
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Eintreffenszeitpunkt des Kunden 2 im System verweilen, so ist dann die Anzahl
seiner aktiven Uberholungen binomialverteilt mit den Parametern k und 1. Fiir
die unbedingte Wahrscheinlichkeit P, (m), daB unser Kunde # genau m dltere
Kunden iiberholen wird, ergibt sich damit die Formel

© 1 k\ 1 e~ [o\" 0 0 kq 0 m e-—g/l
41) Po(m)=Y et~ (F)L (¢ o\ 1L _ (e :

die aktiven Uberholungen sind also Poisson-verteilt mit dem Parameter 1o; der
Erwartungswert ist bekanntlich auch 1g.

Waihrend der Bedienungszeit des Kunden " k&nnen noch weitere, neuere Kunden
in das System eintreffen; es erscheinen insgesamt k solche Kunden mit der Wahr-
scheinlichkeit

(42) P, =j e () (K1)~ e dt =
0
_ ik “ (AT e g o _ ( o \*
(p+ A ) k! T+ 14+0\1l+p '

Die Anzahl der neueren Kunden, die in das System wédhrend der Bedienungszeit
unseres Kunden # eintreffen, ist also geometrisch verteilt mit dem Parameter
o(l + )7t

Zur Herleitung der Verteilung der Anzahl der passiven Uberholungen konnen
wir von den Uberlegungen ausgehen, die wir schon im Fall der aktiven Uberholungen
ausgenutzt haben. Ist die Anzahl k der neueren Kunden gegeben, die wihrend der
Bedienungszeit des Kunden £ in das System eingetroffen sind, so ist die Anzahl
der passiven Uberholungen wieder binomialverteilt mit den Parametern k und 1.
Fiir die (unbedingte) Wahrscheinlichkeit P, (m), daB genau m passive Uberholungen
eintreten, erhalten wir also den Ausdruck

G e i IO

1 [ 0 :l'"l §[M_@__]k(k+1)(k+2),...,(k+m)=

T 1+ ol2(1 + 0)] mSo[2(1 + o)

SE R ] | e ] e e B

Die Anzahl der passiven Uberholungen ist also wieder geometrisch verteilt mit dem
Parameter g(2 + ¢)~'; der entsprechende Mittelwert ist bekanntlich 4o.

pas!

Die Anzahl der aktiven Uberholungen und die Anzahl der passiven Uberholungen
sind zwei unabhingige ZufallsgroBen, so daB wir aus (4.1) und (4.3) leicht auch ihre
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simultane Verteilung gewinnen. Damit ist es auch moglich, die Verteilung der end-
giiltigen Verschiebung des Kunden " im Kundenstrom wéhrend seines Aufenthaltes
im System zu bestimmen: bei jeder Uberholung durch einen neueren Kunden ver-
schiebt sich " um einen Rang zuriick; jedesmal, wenn er selbst einen dlteren Kunden
iiberholt, verschiebt er sich um einen Rang vorwirts. Die Totalverschiebung ist dann
durch die Differenz der Anzahl der aktiven und der der passiven Uberholungen
gegeben. So ist z.B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich alle diese Verschiebungen
letzten Endes ausgleichen und der Kunde #° am Ende denselben Rang beibehilt
wie am Anfang, gleich

5 () Lger 2 (0 Y
k=0\2/ k! 24+0\2+0

0 2 k
= e‘@/z _2__ Z l Q —_ 2 exp J— Q ’
24+ 0k=0 k! 2(2 + 0) 2+ 2+09

die Herleitung von anderen analogen Wahrscheinlichkeiten verschiedener Ver-
schiebungen iiberlassen wir dem Leser.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB den beiden Verteilungen (4.1) und (4.3)
derselbe Erwartungswert entspricht, und zwar 1o, so daB} die Verschiebung des Kunden
A im Kundenstrom durchschnittlich gleich Null ist (vgl. wieder unsere Bemerkung
am Ende des zweiten Absatzes).

5. Die Warteordnungen von O. Vasiek in Systemen M/M|n

Wird in einem Bedienungssystem eine andere als natiirliche Warteordnung ange-
wandt, so kann sich die Kundenreihenfolge noch wiahrend der Wartezeit, also vor
der Ankunft der Kunden in die Bedienung, dndern. In der Arbeit [3] studierte
O. Vasicek Bedienungssysteme des Typs M /M /n mit folgender interessanter Warte-
ordnung:

Es ist eine unendliche Folge reeller Zahlen 7y, r,, 13, ..., gegeben, mit 0 < r, < 1
firalle k =1,2,3,..., Y r,<1.Esseidann fir k =1,2,3, ...
k=1

so daB gilt:

=8y £S, £S5, £...S1=Ry2ZR 2R, =...20.
Wenn nun ein Kunde 2 genau in dem Zeitpunkt in das System eintrifft, in dem
sich im System gerade k + n (k = 0) andere Kunden befinden (n davon werden

eben bedient und k stehen noch in der Schlange), so reiht sich 2" mit der Wahr-
scheinlichkeit r; als j-ter in die Schlange ein (j = 1,2, ..., k); mit der Wahrschein-
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lichkeit R, nimmt er den letzten Platz in der Schlange ein (er wird also als (k + 1)-ter
in der Schlange stehen). Sind im Augenblicke des Eintreffens des Kunden " weniger
als n andere Kunden im System, bleibt natiirlich mindestens eine Bedienungsstelle
frei und der Kunde 2 wird sofort, ohne Warten, bedient.

In solchen Systemen interessierte sich O. Vasi¢ek vor allem fiir die Wartezeit-
verteilung; er hat einige allgemeine Formeln fiir die zugehorige Verteilungsfunktion
hergeleitet und gewisse Ungleichungen fiir die Varianz der Wartezeit bewiesen.
Es ist ihm jedoch nur in einigen Spezialfillen gelungen, die Wartezeitverteilung
in geschlossener Form auszudriicken.

Die Warteordnungen von O. Vagidek stellen einen ziemlich allgemeinen®) Typ
von Auswahlordnungen (s. [1], S. 48) dar. Was uns hier daran am meisten interessiert,
ist aber die Tatsache, daB3 sich die Kunden bei solchen Warteordnungen schon in
ihren Eintreffenzeitpunkten, d.h. bei dem Einreihen in die Schlange, iiberholen
konnen. Und eben diese Reihenfolgednderungen wollen wir hier ndher untersuchen.
Als ,,Beiprodukt‘ erhalten wir gleichzeitig auch einige Ergebnisse, die O. Vasicek
in [3] hergeleitet hat. Einfachheitshalber lassen wir jedoch die wihrend der Bedie-
nungszeit entstehenden Uberholungen ganz auBer Betracht. Es ist zwar klar, daB
sie in Systemen mit mehreren Bedienungsstellen (n > 1) auch vorkommen, sie sind
aber von den bei dem Einreihen vollbrachten Uberholungen unabhingig, so daB
sie getrennt untersucht werden konnen, was wir schon in vorgehenden Absdtzen
gemacht haben.

Im folgenden werden wir also Kunden in der Schlange in einem M/M/[n System
im Gleichgewicht betrachten, mit der oben angegebenen Warteordnung. Von der
allgemeinen Theorie der M/M|n Systeme her (s. [1], S. 94—95, oder [4], S. 103—104)
kennen wir die Gleichgewichtswahrscheinlichkeiten

(5.1) p  =pBk!, k=0,1,2..,n,

pk+n=ank’ k=0, 1,2,...,
wobei

(52) po = [T.(K) + (W) Lo

B =4ln, ¢ = BJn = A[(un), 0 < o < 1, ist. Diese Wahrscheinlichkeiten konnen
auch folgendermaBen erkldrt werden: mit der Wahrscheinlichkeit p, (k = 0, 1, 2, ...)
findet ein ,,beliebig* gewihlter Kunde bei seinem Eintreffen in das System gerade k
andere Kunden im System an. Im Spezialfall n = 1 wird (5.1) und (5.2) einfach zu

(5.3) n=0-900d, k=01,2,..
(vel. [4], S. 82, [1], S. 94—95).

3) Wir wollen gleich daran erinnern, daf} sowohl die natiirliche als auch die inverse (d.h.
,,last-come-first-served‘‘) Warteordnung Spezialfille der VaSiCekschen Warteordnungen sind
(vgl. [3], S. 59, oder [4], S. 97).
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Der in das System neu eintreffende Kunde ¢ reiht sich aber bei der Vasicekschen
Warteordnung nicht notwendig an das Schlangenende an, sondern er wéihlt seinen
Platz gemafB den gegebenen Wahrscheinlichkeiten ry, r,, ..., r, R,. Nur die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, da3 er ohne Warten gleich in die Bedienung eintritt, ist dieselbe
wie in einem System mit natiirlicher Warteordnung, und zwar (s. [4], S. 105)

n—1 0

l_nzzpk=l—zpk=l—pn(l—'g)_l'
k=0 k=n

Fiir die Wahrscheinlichkeiten ¢, (k = 1,2,3,...), mit denen der Kunde % den

k-ten Platz besetzt, leiten wir ohne Schwierigkeiten folgenden Ausdruck ab:

(5.4) de = Ry 1Pui—1 + 1. 2 pi=

Jj=n+k
= Pn[RkﬂQk_l + 1 Qk(l = Q)_vl] = H[Rk—tngl - Rka]-

Sobald der eingetroffene Kunde ¢ seinen Platz in der Schlange einnimmt, ver-
schiebt er sich immer nur um einen Rang vorwirts oder zuriick, und zwar in den
Zeitpunkten, wo entweder eine Bedienung vollendet ist (und die ganze Schlange
einen Schritt vorwirts macht) oder ein neuer Kunde in das System kommt und unseren
Kunden ¢ iiberholt; der Kunde £ selbst kann aber keinen anderen mehr ﬁberholen“).
Die Anzahl der aktiven Uberholungen unseres Kunden 2 ist also endgiiltig schon
in dem Augenblick bestimmt, in dem er sich in die Schlange einreiht; die zugehorige
Wahrscheinlichkeitsverteilung héngt unmittelbar von den Wahrscheinlichkeiten p,
und r, ab. Es ist

(5‘5) Pakt(k) = _Z’,‘Pn+jrj—k+1 = ‘Zopn+k+jrj+1
j= j=

firk=1,2,3,...

Wir wollen nun die Verteilung der Anzahl der passiven Uberholungen herleiten.
Es sei P(k, j) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Kunde ", der jetzt als j-ter in der
Schlange steht (j =1,2,3, ), wihrend seiner Wartezeit noch k-mal tiberholt wird
(k =0,1,2,...). Wegen der Markovschen Eigenschaft des Prozesses, der die Ent-
wicklung des Systems M/M/n beschreibt, sind die Wahrscheinlichkeiten P(k, j)
von der Vorgeschichte des Systems unabhéngig; es ist also von keinem Belang,
wie der Kunde #" an seinen j-ten Platz gelangt ist, wie lange er da schon steht oder
auch wievielmal er schon iiberholt worden ist.

Die Lage des Kunden . kann sich, wie wir schon bemerkt haben, nur in den
Zeitpunkten verdndern, in denen die Anzahl der im System anwesenden Kunden
variiert; die dazwischenliegenden Zeitliicken sind dabei fiir uns unwichtig. Die

4) Es interessiert uns nur das Schicksal der Kunden in der Schlange, also nicht das, was mit
ihnen spiter wihrend der Bedienung geschieht.
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Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die erste Lagednderung des Kunden # durch eine
Bedienungsvollendung verursacht wird (ein Kunde verldBt die Bedienung und die
Schlange wird um einen Kunden verkiirzt), ist bekanntlich gleich

np 1

5.6 =— s
( ) A4+np 1+

(wenn die Kunden Schlange stehen, miissen alle n Bedienungsstellen arbeiten). Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dal ein neuer Kunde in das System kommt, noch bevor
eine Bedienung vollendet ist, ist gleich

A 14

l+nu_1+g’

(5.7)

was wir mit p bezeichnen werden; man sieht leicht ein, daB 0 < p < $ ist.

Jetzt aber konnen wir schon eine allgemeine Rekursionsformel fiir die Wahr-
scheinlichkeiten P(k, j) schreiben, und zwar

(5.8) P(k,j) = (1 — p) P(k,j — 1) + pS; P(k — 1,j + 1) + pR; P(k, ).

Hier sind die Werte P(k, j) mit Hilfe der Wahrscheinlichkeiten ausgedriickt, welche
die Situation nach der ersten Anderung der Kundenanzahl im System entsprechen:
das erste Glied der rechten Seite entspricht dem Austritt eines bedienten Kunden
aus dem System, bei dem der Kunde " in der Schlange einen Schritt vorwérts
macht, das zweite und dritte Glied entsprechen dem Eintreffen eines neuen Kunden
in das System, der dabei unseren Kunden #" entweder iiberholt (das zweite Glied)
oder nicht iiberholt (das dritte Glied).

Zur Gleichung (5.8) treten noch Anfangs- bzw. Randbedingungen zu. Es sind
einerseits konventionelle Werte P(k, 0), wobei wir den nullten Rang in der Schlange
als die Lage eines Kunden interpretieren, der schon die Schlange verlassen hat und
bedient wird, es ist also

(5.9) P(0,0) =1, P(k,0)=0 fir k=1,23,...,
andererseits ist das die fiir k = 0 offenbare Gleichung

P(0,j)=(1 —p)P(0,j — 1) + pR; P(0,/), j=1,23,...
welche dann zur Formel
(5.10) PO.J) = (1= pYTTT( = pRT

fiihrt.
Die Losung der Gleichung (5.8) mit den gegebenen Randbedingungen, d.h. das
Bestimmen der Wahrscheinlichkeiten P(k, j), welche (5.8), (5.9) und (5.10) erfiillen,
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wird im folgenden unsere Hauptaufgabe sein. Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeiten
P(k,j) konnen wir ndmlich nicht nur die Verteilung der Anzahl der passiven Uber-
holungen ausdriicken, sondern auch andere interessante Eigenschaften des Systems
festsetzen.

Das Verteilungsgesetz der passiven Uberholungen kann man als

(5.11) P,.(k) =‘z1q,. P(k,j), k=1,2,3,..
=

schreiben, wo q; die Wahrscheinlichkeiten (5.4) sind. Die Formel (5.11) ist fiir k = 0
nicht giiltig, da die Wahrscheinlichkeit PP},S(O) auch den Fall umfassen muB, in dem
der Kunde sofort bedient wird, ohne zu warten; dieselbe Bemerkung bezieht sich
auch auf die Formel (5.5). Ohne weiteres konnen wir jedoch einen Ausdruck fiir
die mittlere Anzahl der aktiven, bzw. der passiven Uberholungen erhalten: aus (5.5)
folgt der Mittelwert

0

(5.12) Y k

k=1 j=0

DM

Pn+k+itj+1 = Z Fivi Z kpn+j+k =
=0 7 K=
=p(l -0 ?Yref=0}% S;e;
j=1 ji=1
fiir die passiven Uberholungen folgt aus (5.11) der Mittelwert
(5.13) ZqujP(k,j)=quZkP(/<,j).
k=1 j=1 Jj=1 k=1

Die letzte Summe in (5.13), ndmlich

(5.14) M(j) =k§1k P(k. }),

hat eine selbststdndige Bedeutung: wir konnen sie als den Mittelwert der zukiinftigen
passiven Uberholungen eines Kunden ansehen, der eben als j-ter in der Schlange
steht.

Wird die Gleichung (5.8) durch k multipliziert und werden dann alle so erhaltenen
Gleichungen fiir k = 1,2, 3, ... addiert, so bekommt man eine Rekursionsformel
fiir diese Mittelwerte M(j):

M@)=(1 —p)M@ — 1)+ pS; M(j + 1) + pR; M(j) + pS;, j=1,2,3,...,
was wir auch folgendermaBen schreiben kénnen:

(5.15) pS; i [M(j +2) = M(j + 1)] = (1 — p) [M(j + 1) = M(j)] + pS;+; =0,
J=01,2.;
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dazu kommt noch die offenbare Anfangsbedingung M(0) = 0, die sofort aus (5.9)
folgt; sie ist jedoch zur Lésung der Gleichung (5.15) nicht geniigend. In allgemeinem
Fall ist es gar nicht leicht, die Gleichung (5.15) zu 18sen.

Eine andere, etwas mehr brauchbare Formel fiir die Mittelwerte M(j) kann man
bekommen, wenn man in (5.13) fiir g; nach (5.4) einsetzt und dann mit (5.12) ver-
gleicht: die Mittelwerte (5.12) und (5.13) sollen nidmlich wieder gleich sein. Nach
einigen Umformungen erhalten wir die Formel

0

(5.16) ilsjgf =Y M(j)[R;—,0’"' — R’].

j=1

Eine dhnliche Formel fiir die Werte M(j) kann man auch mit Hilfe der mittleren
Wartezeit E[ W] herleiten. Einerseits ist der Mittelwert E[W] bekanntlich (s. [4],
S. 90—91) von der Warteordnung unabhéngig, so daBer in unserem System M/M/n
mit der VaSiCekschen Warteordnung immer derselbe ist wie bei der natiirlichen
Warteordnung, also (s. [4], S. 107, oder [1], S. 99)

(5.17) E[W] = O(ng — 2)7" .

Andererseits kann man abzr den Mittelwert E[W] mit Hilfe der Wahrscheinlich-
keiten ¢; und P(k, j), bzw. der Mittelwerte M(j), audriicken: ein Kunde #’, der
nicht ohne Warten bedient wird (man hat immer P{W = 0} = | — IT) und wirklich
Schlange steht, wird in der Schlange durchschnittlich die Zeit m(nu)™" verweilen,
wo m die Anzahl der Kunden ist, die bedient werden (die Bedienung vollenden) -
miissen, bevor unser Kunde ¢ selbst in die Bedienung eingenommen wird. Es gilt
also

(519) BV = ()7 © 5 (k + )0, Pk ) =

= ()™ %0, 3 Plod) + ()™ Y a3k Pk ) =

= () L3 Ja; + ¥ 0, MO)].

Die erste Summe in der letzten Zeile bedeutet den mittleren Platz, den ein in das
System neu eintreffende Kunde in der Schlange einnimmt,’) die zweite Summe stellt
die mittlere Anzahl seiner passiven Uberholungen (5.13) dar. Wir setzen jetzt in (5.18)
fiir g; nach (5.4) ein und erhalten so

o0
1 . . I .
(5.19) E[W] = M(n)™" 3, [MO) + /][R0 = R’] -
j=
5) Wir mochten noch einmal daran errinnern, daf die Wahrscheinlichkeiten q; als unbedingt
erklirt wurden, also ohne die Wartzeit als positiv anzunehmen; man sollte sie eigentlich noch
mit der Wahrscheinlichkeit ¢ = | — /I der unmittelbaren Bedienung ohne Warten ergénzen.
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Durch Vergleichen mit (5.17) ergibt sich aus (5.19) die Formel
(5:20) 2 [M() +J1[Rj-1¢"" = Rl = (1 — )",
i=

welche, wie man leicht einsieht, mit (5.16) gleichwertig ist.

Wenn wir hier anstatt der mittleren Anzahl der passiven Uberholungen (5.13)
die mittlere Anzahl (5.12) der aktiven Uberholungen setzen, erhalten wir aus (5.20)
die Identitét

(5:21) Zl{j[Rj—in_l — Rye'] + Sio' — 7'} = 0.
=

Auf den ersten Blick kénnte man den Eindruck haben, daBl man eine der Formel
(5.18) fiir E[W] édhnliche Formel mit Hilfe der Wahrscheinlichkeiten g; und P(k, j)
auch fiir die Verteilungsfunktion, bzw. charakteristische Funktion der Wartezeit W
herleiten konnte. Das ist leider nicht so, da W von dem Schicksal des Kunden in
der Warteschlange auf eine kompliziertere Weise abhingt, also nicht nur von der
Gesamtanzahl k + j der Kunden, die ihn iiberholt haben oder vom Anfang an
in der Schlange vor ihm standen. Das werden wir jedoch noch ausfiihrlicher in dem
folgenden Absatz an konkreten Beispielen zeigen.

Es ist zwar leicht zu sehen, daBl man ohne Schwierigkeiten folgende Gleichungen
fiir die Wartezeitverteilungsfunktion F(t) des Kunden, der eben als j-ter in der
Schlange steht, schreiben kann

t
(5.22) Fif) = | (A + np)e@tme-a| " p ()4
0 A+ np

+ R Fz) + 5,
A+ np A+ nu

F,, 1(z)] dz.9)

Aus (5.22) ergeben sich aber nach einer Umformung nur die Differentialgleichungen
fiir F,({), die schon O. Vasi¢ek in [3] (S. 62, Gleichung (2)) abgeleitet hat.

vrw

6. Beispiele der Vasicekschen Warteordnungen

Die allgemeinen Ergebnisse des vorigen Absatzes wollen wir jetzt an einigen
einfachen Beispielen illustrieren und ergidnzen. Besonders aufmerksam werden
wir die inverse Warteordnung untersuchen.

%) Die Wartezeit besteht zunichst aus dem Zeitabschnitt, wihrend dessen sich die Anzahl
der im System anwesenden Kunden nicht dndert — dieser Zeitabschnitt ist exponentialverteilt
mit dem Parameter A - ny¢ — und weiter aus der Wartezeit eines Kunden, der in der Schlange
als (j — 1)-ter, j-ter oder (j 4+ 1)-ter steht, je nachdem, wo er sich nach der ersten Anderung
der Kundenanzahl befindet.
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1. Ein fast triviales Beispiel der Vagi¢ekschen Warteordnungen ist die natiirliche
Warteordnung, fir die ry = r, = ... = 0ist, also Ry = R; = R, = ... = 1. Die
Gleichung (5.8) lautet in diesem Falle

P(k, j) = (1 = p) P(k,j — 1) + p P(k, j),

so daB P(k,j) = P(k,j — 1) fir j =1,2,3,... gelten muB. Zusammen mit den
Bedingungen (5.9) ergibt diese Gleichheit das erwartete Ergebnis: es ist P(0, j) = 1
fir j =1,2,3,... und P(k,j) = O fiir alle k >0 (ohne Riicksicht auf den Wert
von j).

In einem System mit natiirlicher Warteordnung iiberholen sich die Kunden in
der Schlange iiberhaupt nicht; demgemiB erhalten wir auch aus (5.5) und (5.11)
die zu erwartenden Ergebnisse P, (k) = 0 = P, (k) fir alle k = 1,2,3,...; und
auch die anderen Formeln geben die fiir das gewdhnliche System M/M/[n wohl-
bekannten Ergebnisse.

2. Wesentlich interessanter ist schon der andere Grenzfall der inversen Warte-

ordnung, die durch r; = 1, r, = r3 = ... = 0 charakterisiert ist. Es gilt hier R; = 0
fiir alle j > 0 und die Gleichung (5.8) lautet

(6.1) Pk,jy=(1 = p)P(k,j— 1)+ pP(k = 1,j + 1).

Als Randbedingungen kommen dazu noch (5.9) und

(6.2) PO,j)=(1-p)Y, j=012,...,

was aus (5.10) folgt.
Als Losung der Gleichung (6.1) mit den Randbedingungen (5.9) und (6.2) be-
kommen wir 7)

(6.3) P(k, J) — pk(l _ p)k+j(2k + ]) ; _

kK Jok+j

& (kg
1+ \ k J2k+j
Der Ansatz Ry, =1, R; =0 (j > 0) in (5.4) ergibt zunichst q, = IT, q; = 0
(j > 1) und dann mit (5.5) das fast offenbare Ergebnis

Pakt(k) = pn+k = pngk = H Qk(l - Q) 5

aus (5.11) erhdlt man dann
(6.4) Po(k) = 1T P(k, 1) = IT p(1 — p)*** (2:> (k+ 1)1
7) Allgemeine Losungsmethoden fiir Gleichungen dieses Typs werden z.B. in [5] untersucht.
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Wir berechnen nun die entsprechenden Mittelwerte (5.12) und (5.13): die mittlere
Anzahl der aktiven Uberholungen ist gemiB (5.12) gleich

(6.5) h; kpuiw = Puo(l —@) ™2 =HMo(l —o)™*;

das ist natiirlich auch die mittlere Anzahl y der in der Schlange stehenden Kunden
(die mittlere Schlangenlidnge — vgl. [4], Formel (4.15) auf S. 105). Die mittlere
Anzahl der passiven Uberholungen ist nach (5.13) gleich

(6.6) Y kP(k,1) = 11 M(1)..

Wenn wir jetzt (6.6) mit (6.5) vergleichen, sehen wir, daB M(1) = ¢(1 — ¢)~" sein
soll.

Dieses Ergebnis konnen wir auch unmittelbar berechnen: wenn wir in (5.14) nach
(6.3) einsetzen, erhalten wir

k 2k + 1

M(1) =k§1 pH(1 — p)et <2k + 1> k

== p)k§1 ot = )T <2kk) - p—ljéﬁ[p(1 -2 <2kk> k—j-l -
=(1-p)2pl —2p)~"' = (2p)"'[1 —2p + 2p* — 1 + 2p] =
=p(l=2p)7" =l - 07",

so daB die Mittelwerte (6.5) und (6.6) wirklich gleich sind. Nichtsdestoweniger ist
die unmittelbare Berechnung des Mittelwertes M(j) durch Einsetzen von (6.3) in
(5.14), wie man ersieht, nicht sehr vorteilhaft, nicht einmal in dem einfachsten Fall
j =1, und um so weniger also fiir j > 1. Den Mittelwert M(1) erhalten wir jedoch
viel leichter aus (5.16), wenn wir nur beachten, daB R, = 1, R; =0, S; =1 fiir
j > 0 gilt. Fiir j > 0 kénnen wir dann die Mittelwerte M(j) schrittweise aus (5.15)
berechnen: wir haben da

M(1) = M(0) = M(1) = o(t — o)~
und dann auch ganz allgemein
MG +2)—MG+1)=MG+1)—-M_3j), j=012..,
so daB wir endgiiltig zur Formel
(6.7) M@)=jol —)', j=012..
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iibergehen konnen. Ganz natiirlich ergibt dann auch die Formel (5.18) fiir die mittlere
Wartezeit das bekannte Ergebnis

E[W] = ()™ [T + 1 M()] = (e — )",

— vgl. (5.17).

Die Verteilung der Wartezeit W in Systemen des Typs M/M/n mit inverser Warte-
ordnung ist nicht nur an sich interessant, sondern auch wegen ihres Zusammen-
hanges mit der Verteilung der Betriebsperioden (s. [4], S. 107—108; [2], §4.8).
Wie wir aber schon im vorigen Absatz bemerkt haben, geniigen die Wahrscheinlich-
keiten P(k, j) nicht, um diese Verteilung auszudriicken. An dem Beispiel der inversen
Warteordnung wollen wir nun einen anderen Weg zeigen, der zum Untersuchen
des Schicksals eines Kunden in der Schlange geeignet ist (vgl. auch [2], § 4.9).

Wenn ein Kunde " in das System eintrifft und sich in die Schlange einreiht,
nimmt er hier den ersten Platz ein; dann wechselt er seinen Platz, und zwar immer
in den Augenblicken, in denen sich die Anzahl der im System anwesenden Kunden
indert: jedes Eintreffen eines neueren Kunden bedeutet fiir unseren Kunden ¢ eine
Verschiebung um einen Rang zuriick, jeder Austritt eines bedienten Kunden aus
dem System bedeutet fiir o eine Verschiebung um einen Rang vorwirts. Diese
sukzessiven Verschiebungen unseres Kunden in der Schlange kénnen wir auch als
eine Irrfahrt des Kunden 2 in der Schlange auffassen; wir sehen wirklich leicht ein,
daB diese Verschiebungen eine homogene Markovsche Kette mit den Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten p;; realisieren:

Poo =1, po; =0 fir j>0,
Piv1 =AMA+n)™  =p, pyy=1—-p fir i>0,
p;; =0 fir [i—j|>1.

Den nullten Platz in der Schlange interpretieren wir dabei als das Erreichen der
Bedienung; 0 ist also der absorbierende Zustand der Kette. Fiir die Anfangsverteilung
P(0), k =0,1,2,..., der Kette nehmen wir an:

Po0) =1 -1, P(0)=II, P(0)=0 fir k>1,

was bedeutet, daB3 wir auch die Moglichkeit der sofortigen Bedienung ohne Warten
in Betracht nehmen.

Fiir unsere Zwecke sind dann die Wahrscheinlichkeiten
B(k) = Py(k) — Po(k — 1), k=1,2,3,...

besonders wichtig, die besagen, dal die Irrfahrt des Kunden in der Schlange nach
genau k Schritten zu Ende geht (der Kunde " verlaBt die Schlange und wird in die
Bedienung eingenommen). Wir setzen natiirlich B(0) = Py(0) = 1 — II.
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Da jetzt aber die Zeitdauer der einzelnen Schritte dieser Irrfahrt, d.h. die Intervalle
zwischen den Zeitpunkten der Anderungen der Kundenanzahl im System M [M|n
bekanntlich voneinander unabhéngige ZufallsgroBen sind, alle mit derselben Expo-
nentialverteilung mit dem Parameter A + nu, so wird die gesamte Irrfahrtsdauer —
d.h. die Wartezeit W des Kunden 4~ — mit genau k Schritten eine ZufallsgroBe
mit Erlang-Verteilung mit den Parametern k und 4 + ny sein. Es gilt also

(6.8) P(W=0} =1-1,
P{W > w) =k§13(k) e-<l+"u>wki;(x +oap)fjt, w20,
= j=
oder aber fiir die charakteristische Funktion y der GroBe W
(6.9) x(s) = E[*7] =k§OB(k) (A + n* (A + nu — is)™*.

Es bleibt nur noch die Wahrscheinlichkeiten B(k), k = 0, 1, 2, ..., zu berechnen;
das werden wir jetzt auch tun. Wir fangen dabei mit der Bemerkung an, daB jeder
Ubergang der Kette vom Zustand 1 zum Zustand O nur aus einer ungeraden Anzahl
von Schritten bestehen kann, so daB notwendigerweise B(2k) = 0 ist fiir alle k =
=1, 2,3, .... Durch einfache und im wesentlichen wohlbekannte kombinatorische
Uberlegungen (vgl. [2], § 4.9) erhalten wir dann fiir ungerade Anzahl der Schritten

2k

(6.10) B(2k + 1) = 11(1 — p) [p(1 — p)]k<k

)(k + )7, k=0,1,2,....
Wenn wir dies in (6.9) einsetzen, so bekommen wir

(6.11)  x(s) =1-1+ ¥ B2k + 1) (2 + nu)* ™ (A + np — is) 27" =
k=0

1 —
k+1

e 2
=1_H+H£ilu Y et —p)(A + nu)z(/1+nu—i5)_2]k< k
p(A + np) =o k

A+ nu — is
2p(2 + np)

. s\ 2 1/2
=1—H+£{1+Q~£—|:(1+Q—E>-4@] }
20 np nu

(vgl. [2], S. 66—67). Die zugehérige Verteilungsfunktion hat O. VasiSek in [3] aus
der Formel (6.11) durch inverse Fourier-Transformation abgeleitet; es ist aber auch

=1-10+1 [1—={t —4p(t — p)(A + np)* (A + np— is) ?}'*] =
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méglich sie aus (6.8) zu gewinnen, indem man fiir B(k) nach (6.10) einsetzt; es ist so

© 2k
(6.12) P{W > w} = e @mwy B2k + 1) Y, (A + np) wij! =
k=0 j=0

)

L o= (A tnuw L (2 o o (A +np wi
1+4+¢ k=ok + 1 (1 + Q)ij=0 j!

(vel. [3], S. 67).

Das Verfahren, das wir eben im Fall der inversen Warteordnung angefiihrt haben,
konnte natiirlich auch bei allgemeinen Vai¢ekschen Warteordnungen benutzt
werden, mit dem Unterschied, daf3 die Markovsche Kette, die die Irrfahrt des Kunden
A in der Schlange beschreibt, andere Ubergangswahrscheinlichkeiten und auch
eine andere Anfangsverteilung hitte. In gewohnlicher Schreibweise wire dies

Poo =1, po;=0 fir j>0,
Pitvr = PSis Pu=DPR;, pu-1=1-p (i>0),
pyy =0 fir |i—j|>0;
Py0)=1-1 =¢q,, P0)=gq; fir j=1,2,3,....

Aber im allgemeinen Fall ist es nicht mehr so leicht die Wahrscheinlichkeiten B(k)
zu berechnen, von denen ja das ganze Verfahren abhidngt; damit ist dle Anwend-
barkeit der ganzen Methode wesentlich begrenzt.

3. In [3] hat O. Vasicek auch die folgende interessante ,,gemischte‘* Warteordnung
untersucht: ein neu eintreffender Kunde, der wirklich warten muf, reiht sich mit
fester Wahrscheinlichkeit 3, 0 < 9 < 1, auf dem ersten Platz in die Schlange ein,
mit der Wahrscheinlichkeit 1 — 3 stellt er sich an das Schlangenende. Mit anderen
Worten: es handelt sich um eine Vasiceksche Warteordnung mit r; = 3, r, = r; =
=..=0,s0daB S, = Yund R, =1 — 9 fiir alle k = 1 ist.?)

Die Gleichung (5.8) nimmt fiir die gemischte Warteordnung folgende Form an
(6.13)  P(k,j)=({1 —p)P(k,j — 1) + pS P(k — 1,j + 1) + p(1 — 9) P(k, j) ;
die Randbedingungen sind (5.9) und

PO,jy=(1—-pf(L—=p+p9~/, j=0,1,2,....
8) Fiir die méglichen Interpretationen dieser Warteordnung siehe z.B. [4], S. 98.
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Als Losung der Gleichung (6.13) unter den gegebenen Annahmen erhalten wir

(vel. [5])

k k(1 _ \k+j g .
(6.14) Pl j) = 2= (k] T
(L=p+pd)* i\ k J2k+j

_ o*9* 2k +j j
(1+ 09\ k J2k+j’
was ohne Zweifel an die Formel (6.3) errinnert.

Das ist aber ganz natiirlich, denn die inverse Warteordnung ist nur ein Spezial-
fall der gemischten Warteordnung, und zwar mit 3 = 1: wenn wir 3 = 1 in (6.14)
einsetzen, bekommen wir wirklich (6.3). Aber auch die natiirliche Warteordnung
ist ein Spezialfall der gemischten Warteordnung, und zwar fiir 3 = 0; setzen wir
in (6.14) iiberall 9 = 0 ein, so wird P(k, j) = O fiir alle k > 0 — vgl. den Anfang
dieses Absatzes. Die gemischten Warteordnungen bilden also einen einfachen
stetigen Ubergang von der natiirlichen zu der inversen Warteordnung.

Wir wollen jetzt noch andere Eigenschaften der gemischten Warteordnung unter-
suchen; auch hier werden Analogien mit der inversen Warteordnung auftreten.
Die Formel (5.5) gibt wieder das — anschaulich offenbare — Ergebnis:

Pudk) = 9p,er =301 — o), k=1,2,3,...
mit
Pakt(o) =1- HSQ,

so daB wir nach (5.12) fiir die mittlere Anzahl der aktiven Uberholungen den Aus-
druck

(6.15) Y kSp,ik = 9p, Y, ko* =9 o(1 — 0)™' =1 S0
k=1 k=1 k=1

erhalten.

Die Berechnung der Erwartungswerte M(j) ist ein wenig schwieriger: setzen wir
(6.14) in (5.14) ein, so ergibt sich im allgemeinen

MG) = 5, ki) = ol 31 T ]k(z"”’l)-

(1 + @9y =1 (1 + 09)? k-1

Wenn wir uns aber nur mit M(1) begniigen, wird fiir diesen Spezialfall die Berechnung
viel einfacher:

- 0% Ve/2k\ Kk 0
M) = —— ¥ A e =
1+ 03¢=1| (1 + @9) kJk+1 1—¢8
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(vgl. das entsprechende Ergebnis fiir die inverse Warteordnung). Die Fortsetzung
ist dann analog wie im Punkt 2: fiir j > 1 berechnen wir die Mittelwerte M(j) nicht
direkt nach der Formel (5.14), sondern aus der Gleichung (5.15); das allgemeine
Ergebnis ist hier wieder — vgl. die Formel (6.7) — durch den Ausdruck

(6.16) M(j) = j9o(1 — 09~

gegeben.

Die Ausdriicke fiir die Wahrscheinlichkeiten P,
gemiB (5.4) ist

(k) sind noch komplizierter;

pas

(6.17) gy = II(1 — ¢ + g%) = I(1 — 8) (1 — @) + 119,
q; =11 - 9)(1—0) ™", j=23,4,..,

so daB8 wir durch Einsetzen dieser Werte und (6.14) in (5.11) fir k = 1,2,3,..,,
die Ausdriicke

kqk+1
(6.18) P(k) = g8 2ky 1
1+ 0™ ' \k/k+1

o1 — 9 (1 — o) " & jo'™' [2k+j 1
(1 + @9)* =1l + o8y k 2k +j

+

bekommen. Mit Hilfe von (6.16) und (6.17) 1dBt sich jedoch der Mittelwert (5.13)
berechnen; es ist

Zq M(j) = 119 o(1 — 08)™* + TI(1 = 9) (1 = ¢) f o1 ~ Q9)_1.§1j9f—1 _

=119 o(1 — o) ",

was auch mit (6.15) iibereinstimmt. Vollstindigkeitshalber geben wir noch die
Wahrscheinlichkeit P (O) an, die die Kunden vielleicht auch interessieren konnte:

pas
(6.19) P(0)=1—1I + Zlq 1 P(0,)) =
=

= 1= I+ T8+ 08)™* + II(1 — 9) (1 — g) (1 + 09)"" f OI(1 + 09) T =

Jji=1

=1—I30(1 +09) ' (1 —g + 09~ ".

Unsere Untersuchungen der gemischten Warteordnung werden wir mit einer
Bemerkung iiber die Interpretation ihres Zusammenhanges mit der inversen Warte-
ordnung abschliessen. Wir betrachten einen Kunden £~ der sich schon in der Schlange
an einem gewissen Platz eingereiht hat. Dann werden alle auf ihn bezogenen Wahr-
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scheinlichkeiten, Mittelwerte und Eigenschaften des Systems iiberhaupt, welche
von der Anzahl und dem Schicksal der neueren Kunden, die sich in die Schlange
erst hinter ihn einreihen, nicht abhdngen, immer dieselbe sein, wie in einem System
mit inverser Warteordnung, aber mit einem Inputproze mit dem Parameter 94
anstatt A. Zu solchen GroBlen gehoren z.B. die Wahrscheinlichkeiten P(k, j), die
Mittelwerte M(j), die Wahrscheinlichkeit P,,,(0), aber auch die Verteilung der
Wartezeit des Kunden, der auf einem gewiBen Platz in der Schlange steht, und der
zugehérige Erwartungswert (s. [3], Absatz F3), usw. Wir sehen wirklich leicht ein,
daB wir die entsprechenden Formeln fiir die gemischte Warteordnung aus den
Formeln fiir die inverse Warteordnung erhalten, wenn wir nur dort iiberall 94
statt A schreiben.

7. Das System M/M|1 mit relativen Prioritiiten

Zu Kundeniiberholungen kommt es natiirlich auch in solchen Systemen, wo die
Kunden nicht alle derselben Gattung (nicht gleichwertig) sind, sondern in mehrere
Rangklassen zerfallen, zwischen denen eine Vorranghierarchie erklirt ist: Kunden,
die zu einer hoheren Vorrangklasse gehoren, reihen sich im Augenblicke ihres Ein-
treffens in die Schlange vor alle schon wartenden Kunden der niedrigeren Klasse ein,
aber erst nach allen Kunden der héheren Klassen.

In diesem letzten Absatz wollen wir uns ganz kurz mit dem Fall eines M /M /1 —
Systems befassen, in welches Kunden von zwei verschiedenen Kategorien eintreffen:
gewohnliche und Vorrangkunden. Es handelt sich dabei um einen relativen Vorrang
(s. [1], S. 158; ,,non-preemptive priority** — vgl. auch [4], S. 92—96), der sich nur
bei dem Einreihen in die Warteschlange bemerkbar macht, ohne jedoch den Verlauf
der schon begonnenen Bedienung zu beeinflussen. Das bedeutet, daBl es sich also
wieder nur um eine neue Art der Warteordnung im Sinne von [4] (S. 89 und 93)
handelt. Wir setzen voraus, dall die Prozesse, die die Ankiinfte der Kunden der
beiden Klassen in das System beschreiben, zwei unabhéingige homogene Poisson-
prozesse sind, mit dem Parameter 4, fiir gewohnliche und A, fiir Vorrangkunden.
Die Bedienungszeiten haben alle dieselbe Exponentialverteilung mit dem Parameter py,
das fiir beide Klassen gleich ist. Wir betrachten wieder nur ein System im Gleich-
gewicht, so daBl notwendigerweise A = 4, + A, < p sein muB.

Wie in dieser Arbeit iiberhaupt, interessieren uns auch hier vor allem die Anderun-
gen der Kundenreihenfolge. Unter den gegebenen Voraussetzungen ist die ganze
Situation noch ziemlich iibersichtlich, denn es gibt im System nur eine Bedienungs-
stelle, so daB die Kunden sich nur bei dem Einreihen in die Warteschlange iiberholen
koénnen; weiterhin gilt innerhalb jeder Klasse die natiirliche Warteordnung (Kunden
gleicher Klasse werden in der Reihenfolge ihrer Ankunft bedient). Daraus folgt
unmittelbar: 1. kein Vorrangkunde kann iiberholt werden; 2. kein gewéhnlicher
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Kunde kann jemanden iiberholen. Die Frage ist nur, wieviel Vorrangkunden einen
gewdhnlichen Kunden iiberholen werden, oder umgekehrt, wieviel gewdhnliche
Kunden ein Vorrangkunde selbst {iberholen wird.

Die Antwort auf die erste Frage 148t sich leicht mit Hilfe der Ergebnisse geben,
die wir im vorigen Absatz gewonnen haben. Ein gewohnlicher Kunde " findet mit
der Wabhrscheinlichkeit (5.3), k =0,1,2,...,¢ = A/u, im Zeitpunkt seines Ein-
treffens in das System genau k andere Kunden (der beiden Klassen zusammen) an,
und falls er warten muB, d.h. falls k > 0 ist, reiht er sich als letzter, also k-ter, in die
Warteschlange ein. Die neueren gewohnlichen Kunden reihen sich nach der natiirli-
chen Ordnung erst hinter ihn ein; die neueren Vorrangkunden iiberholen ihn. Auf
ihre innere Reihenfolge kommt es aber gar nicht an; die Verteilung der passiven
Uberholungen unseres Kunden wird also dieselbe sein, auch wenn wir fiir die Vorrang-
kunden die (nur innerhalb ihrer Klasse geltende) inverse Warteordnung voraus-
setzen. Dann ist aber der Kunde " in derselben Situation, wie ein Kunde in der
Schlange bei der gemischten Warteordnung, die wir eben im dritten Teil des vorigen
Absatzes untersucht haben: jeder neuere Kunde reiht sich entweder als erster (wenn
er ein Vorrangkunde ist) oder als letzter (falls er ein gewdhnlicher ist) ein; die zu-
gehorigen Wahrscheinlichkeiten sind bekanntlich § = 4,/4, bzw. 1 — 9 = ,[4
(vgl. auch die FuBnote®) auf der Seite 93 in [4]). Man kann also die Formel (6.14)
anwenden; aus ihr und aus (5.3) ergibt sich der folgende Ausdruck fiir die Verteilung
der Anzahl der passiven Uberholungen eines gewdhnlichen Kunden

(1) P =ij1 (1= o) o (1 — 0,)- 2 (2k + j) j

Kk Jak+j

_ k o J i j
@ Q)Q’Z< 0 ><2k+1>_1_, k=1,23,...,

(1 = o)*i=1\1 — g4 k 2k +j

wo natiirlich ¢, = 4,/u = 9¢ ist. Den Wahrscheinlichkeiten (7.1) entspricht der
Erwartungswert (die mittlere Anzahl der passiven Uberholungen eines gewéhnlichen
Kunden)

(72) (- @)jif (1 _le>j ki <1 Elel>k <2kk+ j) 2kk+ j’

Die Antwort auf die zweite Frage, die wir uns gestellt haben, scheint auf den ersten
Blick sehr leicht zu sein, denn die Anzahl der aktiven Uberholungen eines Vorrang-
kunden ist eindeutig schon in dem Augenblick bestimmt, in dem der Kunde in das
System eintrifft: sie ist ndmlich der Anzahl der gewohnlichen Kunden gleich, die eben
in der Schlange warten. Es ist aber nicht so einfach, die Verteilung dieser Anzahl
zu finden; der bequemste Weg dazu wire wahrscheinlich die Lésung des iiblichen
Differentialgleichungssystems fiir die Gleichgewichtswahrscheinlichkeitsverteilung
des (zweidimensionalen) Markovschen Prozesses, der den Verlauf des Bedienungs-
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systems beschreibt. Das mochten wir jedoch schon lieber dem Leser iiberlassen und
uns hier nur damit begniigen, daBl wir den Erwartungswert der Anzahl der gewohn-
lichen Kunden in der Schlange angeben: er ist offenbar der Differenz zwischen
dem Erwartungswert der Anzahl aller Kunden und dem Erwartungswert der Anzahl
der Vorrangkunden allein gleich, also (vgl. [4], S. 83)

(1.3) ' 0’ =Q2(1~9)(1+9—99)_
' 1—0 1-—g (1 —=0)(1—g9

dies ist auch die mittlere Anzahl der aktiven Uberholungen eines Vorrangkunden.
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Souhrn

O PORADI ZAKAZNIiKU V SYSTEMECH HROMADNE OBSLUHY

FRANTISEK ZiTEK

Vzijemné pofadi zdkaznikl na vystupu ze systému hromadné obsluhy se obecné
nemusi shodovat s pofadim, v jakém zdkaznici do systému pfisli. V tomto Elanku
se sleduji zm&ny v pofadi zdkaznik@ v systémech typu M/M/n zpiisobené jednak
vzdjemnym predstihovdnim pii paralelni obsluze na vice linkdch, jednak vlivem
frontového reZimu. Podrobné&ji se pfitom probiraji: systém M /M /2 s fddnym reZimem,
systém M|[M|2 se ztrdtami (bez fronty), systém M[M/co; ddle systém M/M|n s fron-
tovym reZimem VaSickova typu (viz [3]) a systém M/M/1 se slabymi pfednostmi
a dvéma kategoriemi zdkaznikil. Jsou nalezeny vyrazy pro rozlozZeni pravdépodobnosti
po&tu predstiZeni (aktivnich i pasivnich) a p¥islusné stiedni hodnoty.

Anschrift des Verfassers: Dr. FrantiSek Zitek, CSc., Matematicky ustav CSAV v Praze, Zitna 25,
Praha 1.
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