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SVAZEK 21 (1976) A P L I KACE M ATE M A T I KY ČÍSLO 2 

UBER EIN INTERPOLATЮNSPROBLEM 

JOSEF M A T U Š Ů , JOSEF N O V Á K 

(Eingegangen 1. Oktober 1973) 

0. Einleitung. Bei der rechnergestützten Bearbeitung eines Strömungskanals, die 
für ein Industrieunternehmen durchgeführt wurde, musste folgendes Interpolations
problem gelöst werden: 

Im Raum Rm (m > l) seien n ^ 2 verschiedene Punkte Pt = x(jl) (i = 1, ..., n; 
j = 1,..., m) vorgegeben. In jedem von diesen Punkten sei ein Einheitsvektor 
V,- = v(jl) gegeben. Wir versuchen Polynome der Variablen s e < — 1, 1> 

(i) p i» = E a ; / (/ = !,...,«-1) 
fc = 0 

derart zu bestimmen, dass 

(2) p;j(-i) = xf, p'/i) = x r i ) , 

(3) ^ ( - , ) = M ( ' \ *Zu(i) = mrf+», 
ds ds 

wobei ki9 mt > 0 gewisse Zahlen sind. Die Zahlen kh m{ sollen dabei so bestimmt 
werden, dass die resultierende Interpolationskurve der „graphischen Vorstellung" 
des Konstrukteurs entspricht. 

1. Lösung des Problems. Nach (2), (3) sind für jedes Polynom (1) insgesamt 
vier Bestimmungsbedingungen gegeben, durch die Pl

x eindeutig als Polynom vom 
Grade K = 3 bestimmt ist: 

(4) Pi,(s) = 2 > j , ^ -
/c = 0 

Die erste Ableitung von Pl
x. ist 

(5) ^(-)-X>k-*-' 
d 5 k=l 
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Werden in (4), (5) die Werte s = — 1, 1 eingesetzt, dann erhalten wir (bei Berück
sichtigung von (2), (3)) folgendes lineare Gleichungssystem von vier Gleichungen 
für die vier unbekannten Koeffizienten a)tk des Polynoms (4): 

(6) Y(-ïfa),k = xf, 
k = 0 

E(-iГ1К, = м/). 
k= i 

í> Ь = *ľ+,). 
k = 0 

3 

I kaJ,k = 

,,(» + 1) 

Wir setzen 

W 

\/,0' .., a 1,з | 

íř> ^ „(0 v-(-+ 1) ™ ł , ( ' + D [ | -
Tц-W>,kffly>,Ą">,mrì 

(i) Ji) v ( í + l ) ,,(»*+Dll 

1 0 0 0 
0 kř 0 0 
0 0 1 0 
0 0 o mĄ 

= I R , » ) ' , x 

ferner sei A die Koeffizientenmatrix des Systems (6). Man zeigt ohne grosse Mühe, 
dass 

A 1 = 1 
« — 4 

2 1 2 - 1 
-3 - 1 3 - 1 
0 - 1 0 1 
1 1 - 1 1 

Die Lösung von (6) ist dann 

, ' . = Д - ' o T Î , 

(durch den Exponenten t wird die entsprechende transponierte Matrix bezeichnet), 
d.h. 

(8) 4o (. = 
IJ 

2 1 2 - 1 
- 3 - 1 3 - 1 
0 - 1 0 1 
1 1 - 1 1 

1 0 0 0 v ( 0 
л 1 

0 ki 0 0 vf 
0 0 1 0 o 

x ( ř + 1 ) 

0 0 0 nti Љn 
J 
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Die Zahlen fct-, mt- in (7), (8) wählen wir folgendermassen: Ist 

(9) A, = 4-
„(0 „(0 ! 

J 

( 
í vз 

( i + ł ) , / i + l ) 

v(i) ví° ! 
•' k ф 0 
ЃІ + 1) „ ( i + l ) ^ 

(j, fc = 1, ..., m werden als Summationsindizes aufgefasst), dann setzen wir 

(10) 

(П) 

+ 

111: = + 

1_ 

2A i 

2Л, 

Л i + l ) 
J 

Y ( o Y ( І + І ) ( 0 

v 
( i + 1 ) fľ+1) 

v^ 
Дi+D 

( i) „(0 

Лi) ( i + l ) дo 

vy> v(i) п 

t4ř+1) * H J ' 
v^ 4° п 

vHvHJ' 
ist At- = 0, dann soll fct = mt = P f P / + 1 | sein; PjPj+1| bedeutet den Abstand der 

P u n k t e Pt,P/+i. 

2. Spezialfälle. Wir betrachten zuerst den Fall m = 2. Die Formeln (9), (10), (11) 
ergeben dann: 

(12) 

(13) 

(14) 

Л: = 
,(0 „(0 

, ( І + І ) „ ( i + i ) 

fcf- = + 

111; = + 

C l 
(0 V ( i + D 

— X) ' X\ 

„ ( i + D 

Ji) 

V 

— x2 

( i + 1 ) 

,(0 „(0 

, ( i + l ) „ ( i + 1 ) 

V 

f ( - + i ) 
c l 

(0 •4° n(0 „(0 

ү(0 v ( ' + l ) 
X l X 2 

, ( 0 
l 2 j | " l 

„ ( i + 1 ) „ ( i + П Í 

(unter Voraussetzung, dass der Ausdruck (12) von Null verschieden ist). In diesem 
Fall kann leicht gezeigt werden, dass kt = |PiA t |, mt = |P / + 1 A i | (sieh Abb. 1). 

Abb. 1. 

Sei nun m = 3. Die Formeln (9), (10), (11) ergeben dann: 

(15) A, = 
t/j> t4° 2 

+ »í° 4° 2 

+ 
n(i) v(i) 
V2 V3 

v[i+l) 
f 2

i + ! ) v[i+1) 4 І + 1 ) ( i + 1 ) ( i + 1 ) 

v2 v3 
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(16) fc; - + — 
1 Г l x ( í + 1 ) - Y( 

" A . L I 4 г * + 1 ) 

ґ ( i + l ) _ v ( / ) v ( / + l ) 

v ( 0 v ( i + l ) 
л 2 r (/) 

v У + 1 ) 

; ( 0 7.(i) 
y l i ; 2 
(/+!) я ( / + l ) 
l ^ 2 

— X i X , ..(«) 

v ( / + ! ) 
1 v 

( i + 1 ) 

,,(/) ; ,( i) 
; 1 y 3 

,(/+!) „(/+!) 

+ 
Д i + l ) 

4 , Ч 1 ) 

Л O ( i + l ) 
— X 

(i) 

„ ( i + 1 ) 
4° 4° 
„(/+!) ,,(/+!) 

(17) ГПг = + 

+ 

„(0 

Д i + i ) Лi) v ( / + l ) 
V 2 | 

,(0 n ( 0 

, ( / + ! ) „ ( í + 1 ) 

v (0 ^ 
. ( / + i ) _ (i) ( i + i ) 

Xi x\ M) 

,(0 .//) 
; i ř ; з 

,(i+l) „(-+-) 
/i vҶ 

+ 

- < 2 ' > 
v ( i + l ) 
Л 2 

«4° 
v ( 0 v ( i + l ) v ( 0 
л 2 л 3 л 3 

„(0 „(0 
^ 2 ^ 2 

v ( í + 1 ) 4 Ѓ + 1 ) 

(unter Voraussetzung, dass der Ausdruck (15) von Null verschieden ist). In diesem 
Fall kann leicht gezeigt werden, dass kt = |Pf-4,-|, mt — [P l+1A-|j wobei |AfA-| den 
kürzesten Abstand der Geraden j y = x)l) + uv(l), V/J = x ( l + 1 ) + wv(l + 1) (—co < 
< u, w < + oo) bedeutet. 

Abb . 2. 

3, Zwei Beispiele. Die hier behandelte Interpolationsmethode wird für die Com
puterzeichnung von Kurven benutzt. Die Punkt- und Tangentenkoordinaten der 
durch die eingegebenen Stützpunkte und Stützgeraden, d.h. Tangenten, bestimmten 
Interpolationskurven werden vom Computer berechnet und durch ein automatisches 
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Zeichengerät graphisch ausgegeben. Das Programm ist so erstellt worden, dass die 

Anzahl der berechneten Punkte auf den einzelnen Kurvenbogen PtPt+1 in vor
gegebener Weise von der Streckenlänge |P f P f + 1 | abhängt. 

In Abb. 2 ist eine ebene, durch 24 Stützpunkte (mit dazu vorgegebenen Stützgera
den) hindurchgehende, abgeschlossene Interpolationskurve abgebildet. 

Abb . 3. 

In Abb. 3 handelt es sich um eine räumliche Kurve. Die in Axonometrie gezeichnete 
nichtabgeschlossene Interpolationskurve ist hier durch drei Stützpunkte und drei Stütz
geraden gegeben. 

Souhrn 

O JEDNÉ INTERPOLAČNÍ ÚLOZE 

JOSEF M A T U Š Ů , JOSEF N O V Á K 

V práci je řešena interpolační úloha, která pracuje s danými opěrnými body a 
opěrnými přímkami v těchto bodech. Obsahuje ukázky kreslení interpolačních 
křivek automatickým zařízením, které je řízeno samočinným počítačem. 

Adressen der Autorem D o c Dr . Josef Matušů, C S c , Č V U T , Kar lovo n á m . 13, 120 00 Praha 2; 
Dr. Josef Novák, C S c , Č V U T , H o r s k á ul. 4, 120 00 Praha 2. 
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