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SVAZEK 24 (1979) APLIKACE MATEMATIKY CisLo s

ZUR APPROXIMATION DER BAHNKURVEN DER .#-BEWEGUNG

ZDENEK JANKOVSKY

(Eingegangen 17. Januar 1978)

EINLEITUNG

Im ersten Absatz des vorliegenden Artikels werden die Integral- und Differential-
invarianten der Mobiusschen Gruppe (.#-Gruppe) G im Zusammenhang mit der
Schwarzschen Ableitung hergeleitet. Im zweiten Absatz wird der Berithrungsbegriff
zweier Kurven in der Geometrie der Mobiusschen Ebene (.#-Ebene) bei der Aus-
nutzung der Komplexbeschreibung eingefithrt. Diesen Teil kann man bei einer
entsprechenden Beschreibung auf einen beliebigen Raum im Kleinschen Sinne und
auf eine beliebige auf ihm operierende Liesche Gruppe verallgemeinern.

Im dritten Absatz des Artikels wird die Beriihrung einer gegebenen Kurve in der
-Ebene mit den Kurven mit konstanter .#-Kriimmung (s. [1], bzw. [4], bzw. [3])
untersucht und es werden die Analoge der Mittelpunkte der Kriimmung und der
Evolute der gegebenen Kurve gefunden. Im letzten Absatz wird diese Problematik
vom kinematischen Standpunkt interpretiert und es wird der Zusammenhang mit
der .#-Bewegung (s. [2]. bzw. [4]) und ihrer Bahnkurven erklart.

§ 1. INTEGRAL- UND DIFFERENTIALINVARIANTEN DER -GRUPPE

Es seien R, bzw. K der Korper der reellen, bzw. komplexen Zahlen, # < R ein
offenes Intervall, C"(#) der lineare Raum aller n-mal stetig differenzierbaren komple-
xen Funktionen ¢ : & - K, n =0,1,2,....

Es seien M die Mobiussche Ebene, die bei der Komplexbeschreibung als die er-
weiterte GauBsche Ebene {K U (o)} aufgefaBt wird, G die auf M operierende M6-
biussche Gruppe mit der analytischen Darstellung

z=——""05 a5 F Py; o0 By.0eK, (2),()eM,
s die Integralinvariante (Bogen) der Gruppe G.
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Erinnern wir daran, daf3 fiir
(1) Ht)e CA(F), 240 auf &

die Schwarzsche Ableitung

@ (et} =100 = 100 + i) = = =2 (2)5 2= -1,

N
~——~
~
—
[N

eine G-Invariante ist (dann sind auch I, = Re und I, = Im I G-Invarianten).

(2) ist nicht die Zeitinvariante, d.h. die Invariante angesichts der zuldssigen
Transformationen des Parameters t:

0:'F>5, t=0(1), wo @ =0eC('¥) und (:1—’94:0 auf 'S,
t
denn es gilt:
(3) {z,t} = {z, 0} 6% + {0, 1}

(die Cayleysche Beziehung).
Aus (3) folgt:

4 I,(t) = 1,(0) 6% + {0, 1} ~N
I,(t) = I,(©) 62

Von der G-Invarianz der Schwarzschen Ableitung und aus (4) folgt:
Satz 1. Sgn Iz(t) ist eine G-Invariante und eine Zeitinvariante.

Definition 1. Die Invariante sgn I,(t) wird die .#-Signatur genannt.

Bei der Voraussetzung
sgnly(t) =0 auf &

legen wir
(5) 1,(0) = & = sgnI,(1).

GemiB (4) bekommt man

(6) o(1) = ﬁe L(]Y2dt, tes

und es gilt:

Satz 2. (6) ist eine Integralinvariante einer Kurve in M von der analytischen
Darstellung (1).
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Definition 2. Die Integralinvariante (6) wird der ./-Bogen genannt.

Wir fiihren durch diese Invariante den natiirlichen Parameter s(= ©) der Kurve
(1) ein. Aus (3) bei der Auswahl (5) und aus (6) kann man I,(s) in der Form

- 81,(1) (1x(1))* — 41,(1) Iy(1) + 5(1,(1))
(7) Il(s) - 8 E(Iz(t))3

darstellen.

Satz 3. (7) ist die fundamentale Differentialinvariante (G-Invariante und Zeit-
invariante) der Kurve in 9 von der analytischen Darstellung (1).

Beweis. Die G-Invarianz von (7) folgt aus der G-Invarianz von I,(t) und I,(f);
die Zeitinvarianz von (7) kann man leicht durch die unmittelbare Berechnung fest-
stellen. Die Ordnung dieser Differentialinvarianten ist 5; gemaB der Lieschen Theorie
hat die fundamentale Differentialinvariante der Gruppe G die Ordnung auch 5 und
der Satz ist bewiesen.

Definition 3. Die Differentialinvariante (7) wird 4-Kriimmung genannt (vgl. [5]).

§ 2. DIE BERUHRUNG VON ZWEI KURVEN IN DER .#-EBENE

Die Beriihrung von zwei Kurven in der .#-Ebene M mit der .#-Gruppe G als der
bewegten Gruppe fithrt man als einen geometrischen Begriff ein, d.h. als den
Gruppeninvariantenbegriff der Gruppe G und den Invariantenbegriff angesichts der
Parametrisierungen beider Kurven.

Ist 7 € G die Transformation der Gruppe G und sind k,, k, zwei durch den na-
tiirlichen Parameter s parametrisierte Kurven in I

(8) kiEfi=fi(3), i=12
wo f; € C°(#) ist, dann ist
li = hi = hi(S) =9 Ofi(s) ,

wo h;€ C°(#), G-aquivalente Kurven mit den Kurven k, (iibertragen durch die
Transformation ) sind. Sind in (8) f; € C"**(.#) und gelten die Beziehungen

) fs0) = f8Ns0); k=0,1,2,..,n; sqef,
!

bzw. noch

(10) S D(s0) # £ D(s0)

dann gelten die Beziehungen (9), bzw. (9) und (10) in diesem Punkte s, auch nach
einer Ubertragung durch die Transformation 4 € G und wir konnen definieren:
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Definition 4. Wir sagen, daf zwei Kurven k,, k, = M im Punkte P € ky, k, die
Beriihrung der Ordnung wenigstens n, bzw. genau n (n = 0, 1, 2, ...) haben, wenn
fiir ihre natiirlichen Parametrisierungen (8) mit dem Parameter s, auf ky und k,
im Punkte P die Beziehungen (9), bzw. (9) und (10) gelten.

§3. DIE MITTELPUNKTE DER .#-KRUMMUNG, DIE .#-EVOLUTE

Untersuchen wir die Beriihrung im Sinne der Definition 4 einer mit gentigender
Regularitdt im beliebigen Punkte vom Parameter s, gegebenen Kurve k; < I
von der natiirlichen Parametrisierung (8) mit den Kurven k, aus dem Kurvensystem:
o+ Bt

—; o, B,7,0eK, ad+ By.

(11) k, Efz(t) = ;-—+ 5

(11) stellt das 6-parametrige (die Parameter: Re afy, Im «/y, ..., Im d/y) System der
Kreiskurven in 9 dar, d. h. das System der geometrischen Grundobjekte zweiten
Art der #-Geometrie. (11) sind die Minimalkurven der .#/-Geometrie (s. [3]),
darum kann man nicht (11) durch .#-Bogen parametrisieren und die Beriihrung
von k; mit k, wird im Sinne der Definition 4 nicht definiert.

Untersuchen wir die Berithrung einer mit geniigender Regularitit im beliebigen
Punkte vom Parameter s, gegebenen Kurve k, < 9t von der analytischen Darstellung
(8) mit den Kurven k, aus dem Kurvensystem:

12 ky = fo(s) = £ Bexp (1)
(12 ©) y + dexp (xs)

wo a, B, 7,6, xe K, ad =+ Py, xl =1, 1+ 7. (12) sind die Kurven mit konstanter
-Kriimmung (°I;), € R, die wir als Losungen der Schwarzschen Differential-
gleichung

{t} =(CL), +je, *=-1,

bekommen. (12) stellt das 7-parametrige (die Parameter: Re afy, Im oy, ..., Im d]y, x)
System der w-Loxodromen des hyperbolischen Biischels der Kreise mit den Grund-
punkten (afy), (B/0) dar; @ = Arg x (s. [2], bzw. [3]).

Nachdem jede der Bedingungen (9) komplex ist, kénnen wir 6 Parameter aus den
ersten drei Bedingungen (9) bestimmen. Wir bekommen das 1-parametrige (Para-
meter x) w-Loxodromensystem von der analytischen Darstellung

Xfl(so)f{(so) El(s) + (f1(so)f¥(30) - Z(fll(so))z) EZ(S)
X% f1(s0) Ei(s) + fi(s0) Eafs)

wo Ei(s) = 1 + exp (x5), Ex(s) = 1 — exp (xs) ist.

(13)  ky =fifs) =
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Die w-Loxodromen (13) haben mit der gegebenen Kurve k; in ihrem Punkte vom
Parameter s, eine Beriihrung wenigstens zweiter Ordnung. Die asymptotischen
Punkte der w-Loxodromen (13) sind:

(fi(s0))*
14 Ay(x) = filso) = 2 IS
19 I S TR Y
_ (fi(s0))*
A1) = fi =2 .
W0 =16 =2 ) = i)
Jede w-Loxodrome (13) hat eine konstante ./-Kriimmung (°I,),, die von der Wahl

von y abhiangt. Wir kénnen sie in der Form

(15) (°1,), = e, cotg2w; 0<w<§,

wo ¢, die /#-Signatur der w-Loxodrome (13) ist, darstellen.
Angesichts (15) kénnen wir x so wihlen, daB die .#-Kriimmungen (°I,)y, (°I,),
beider Kurven k,, k, im Punkte s, einander gleich sind:

(011)1 = &, cotg 2(Arg Xo) = (011)2 s

dieses bekommen wir bei der Wahl
(16) 0 < w, = Argy, = }arccotg (5(°I),) < ;

und es gilt:

Satz 4. Die asymptotischen Punkte (14) werden bei der Wahl y = y, von (16) zu
der gegebenen Kurve k; = 9 von der analytischen Darstellung (8) und zu ihrem
Punkte s, eindeutig zugeordnet.

Angesichts der Analogie mit der euklidischen Geometrie definieren wir:

Definition 5. Die eindeutig zugeordneten Punkte A(y,), i = 1,2, zur gegebenen
Kurve k; < M in ihrem Punkte s, nennen wir die Mittelpunkte der ./-Kriimmung.
Die Menge der Mittelpunkte der #-Kriimmung der Kurve k, nennen wir ihre
A(-Evolute.

§ 4. DIE APPROXIMATION DER BAHNKURVE DER .#-BEWEGUNG
DURCH IHRE SCHMIEGOBJEKTE

In der Mobiusschen Differentialgeometrie spielt die wy-Loxodrome (Doppel-
spirale) (13) mit
x = exp (%] arccotg &,(°I,),)

die Rolle des Schmiegobjektes der Kurve k, in ihrem Punkte s,.
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Die Differentialinvariante (°I,), der Kurve k, ist eine Differentialinvariante dritten
Ordnung (nach s). Wihlen wir die .#-Signaturen der gegebenen Kurve und ihres
Schmiegobjektes (w,-Loxodrome) einander gleich

(012)1 = (012)2

folgt aus dieser Beziehung und aus der Forderung der Gleichheit der .#-Kriimmung
die Beziehung:

(17) Dy = (D)
(die Gleichheit der Schwarzschen Ableitungen).

Aus der geforderten Gleichheit der Ableitungen der Ordnung 0, 1, 2 der analy-
tischen Darstellung der Kurve k; < 9t und ihres Schmiegobjektes im Punkte s, und
aus (17) folgt die Gleichheit der dritten Ableitungen im Punkte s,. Weil die vierte
Ableitungen allgemein nicht einander gleich sind, bekommen wir:

Satz 5. Die gegebene Kurve k; = M mit geniigender Regularitidt hat mit ihrem
Schmiegobjekt im Punkte s, eine Beriihrung wenigstens dritter Ordnung.
Weiter (s. [3]).

Satz 6. Die Bahnkurve der ./#/-Bewegung mit geniigender Regularitit wird in
ihrem Punkte so durch die wy-Loxodrome (13) (mit x = y,) wenigstens in dritter
Ordnung approximiert (im Sinne der Beriihrung).

Sei k; = M eine gegebene Kurve von der analytischen Darstellung (8) mit genii-
gender Regularitit. Thr Schmiegobjekt im Punkte s, (wo-Loxodrome) ist die Integral-
kurve des stationaren Riccatischen Feldes mit Singularpunkten in den asymptoti-
schen Punkten der w,-Loxodrome. Dieses stationare Riccatische Feld generiert die
#-Bewegung, die durch zwei feste Punkte (asymptotische Punkte der w,-Loxodrome)
und eine Bahnkurve (wO-Loxodrome) bestimmt wird. So kénnen wir das 1-para-
metrige (Parameter s) System der stationaren Riccatischen Felder bestimmen, das
die .#-Bewegung mit der Bahnkurve k,(s) generiert.
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Souhrn
K APROXIMACI TRAJEKTORII .#Z-POHYBU
ZDENEK JANKOVSKY

V ¢ldnku je odvozen na podkladé Schwarzovy derivace integrédlni a diferencidlnf
invariant Mdbiovy grupy (.#-grupy). Na zdklad¢ téchto invarianti je zkoumén dotyk
dané kiivky v Mobiové rovingé (#-rovin€) s kfivkami o konstantni ./#-kfivosti.
Jsou nalezeny .#-analogy stfedii kfivosti, evoluty a oskulaniho objektu dané kfivky.
Tato problematika je v zdvéru €ldnku interpretovdna z kinematického hlediska.

Anschrift des Verfassers: RNDr. Zdenék Jankouvsky, CSc., katedra matematiky, fakulta elektro-
technickd CVUT, Suchbétarova 2, 166 27 Praha 6, Dejvice.
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