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POLKONFIGURATIONEN IN DER AQUIFORMEN KINEMATIK

WALTER WUNDERLICH

(Eingegangen am 23. Januar 1986)

Zusammenfassung. Im allgemeinen ist die relative Momentanbewegung zweier komplanarer
dhnlich-verdnderlicher Systeme X, ¥'; als Spiralung um cinen Polpaﬁ = Ppa aufzufassen (Abb. 7).
Die bei drei Systemen X, X 2y auftretenden drei Pole p,p, Py Pp, bestimmen einen ,, Dreipolkreis**
0,5y dessen Punkte die folgende Eigenschaft aufweisen: Fiir einen Beobachter in einem der
drei Systeme sind die Bahntangenten eines Punktes von Qapy gleichgerichtet, egal zu welchem der
beiden anderen Systeme er gezéhlt wird; sie weisen iiberdies zu einem bestimmten ,,Zielpunk:*
Sapy € Qupy hin (Abb. 2). Vier Systeme X, Zg Xy, 25 geben AnlaB zu vier Dreipolkreisen, die
einen Punkt, den ,, Viererpol* Uugys» S€Meinsam haben; die vier zugehorigen Zielpunkte licgen
zusammen mit dem Viererpol auf einer Geraden (Abb. 3). Diese Beziehungen beherrschen auch
den bei n > 4 maBgebenden Polplan (Abb. 4).

1. EINFUHRUNG

Die Idee, fundamentale Begriffe und Sétze der klassischen, euklidischen Kinematik
starrer Systeme, die als Grundlage der Getriebelehre von technischer Bedeutung ist,
auf die Theorie gesdtzmiaBig verdnderlicher Systeme zu iibertragen, geht schon
auf L. Burmester [2] zuriick. Besonders weitgehend gelingt dies bei der Betrachtung
dhnlich-verdnderlicher Systeme, die vor allem von tschechischen Geometern ein-
gehend studiert worden sind. Historische Hinweise auf die Entwicklung dieser
,.dquiformen Kinematik* (oder ,,&-Kinematik*) findet man u.a. bei O. Bottema [1]
und K. Drdbek [3].

Angeregt durch einen Vortrag von M. Pisl [4], soll im vorliegenden Beitrag die
Verteilung der momentanen Geschwindigkeitspole von mehreren &hnlich-verander-
lichen Systemen in der Ebene untersucht werden. In der euklidischen Kinematik
liegen bekanntlich die drei Relativpole von je drei komplanaren Systemen auf
einer ,,Polgeraden, wie S. Aronhold (1872) und A. B. W. Kennedy (1886) erkannt
haben. '

Sei also 2'[X ein dquiformer Zwanglauf, d.h. ein einparametriger Bewegungs-
vorgang einer dhnlich-veranderlichen Gangebene X' gegeniiber einer fest gedachten,
mit ihr zusammenfallenden Rastebene X. Nach Einfithrung kartesischer Koordinaten
X,y in 2 und x’, y’ in 2, und unter Verwendung der komplexen GréBen z = x + iy
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und z’ = x’ + iy’, wird dann der (reelle) Zwanglauf 2’/X in bekannter Weise be-
schrieben durch

(1.1) z=uaz' +b mit a=a(t), b=>b(),

wobei a(r) und b(r) komplexe C'-Funktionen des reellen Zeitparameters ¢ sind. X
und 2’ erscheinen solcherart als GauBsche Zahlenebenen aufgefaBt.

Die Gleichung (1.1) gibt fiir jeden Augenblick ¢ die Position von X’ an und stellt
mit variablem ¢ und z’ = const in Parameterform die Bahn K dar, die der gangfeste
Punkt z’ € 2’ in der Ebene X durchlauft.

Durch Ableitung von (1.1) nach ¢ (angedeutet durch einen iibergesetzten Punkt)
erhilt man mit

(1.2) | s=dz + b

den jeweiligen Geschwindigkeitsvektor 2z, der, represintiert durch die orientierte
Strecke vom Ursprung 0 zum Punkt Z € X, die Richtung der Tangente der Bahn K
in z anzeigt (Abb. 1).

2. GESCHWINDIGKEITSVERTEILUNG UND MOMENTANPOL

Jener Punkt z’ = p’ in 2’, der momentan in Ruhe ist, wird gemaB (1.2) bestimmt
durch

(2.1) =dap +b.

Er heiBt der momentane Geschwindigkeitspol oder kurz,,Pol”, Seine Lage z = p
in X ist zufolge (1.1) gegeben durch

(2.2) p=ap +b.

Durch Differenzenbildung von (1.2) und (2.1) sowie von (1.1) und (2.2) gelangt
man zu der wichtigen Relation

(2.3) z=1c¢z—p) mit ¢=dla=g.e" =o(cosc + isino).

Dies bedeutet in jedem Augenblick, in welchem ad =+ 0: Die Bahntangenten in
allen Punkten z + p bilden mit den zugehdrigen Polstrahlen pz den gleichen
Winkel o = arg c¢. Die Betrdge der Geschwindigkeitsvektoren sind zur Poldistanz
[z — p[ proportional, wobei der Proportionalititsfaktor den Wert ¢ = Ic‘ hat.
Mit anderen Worten: Bei einem ebenen dquiformen Zwanglauf herrscht in jedem
Augenblick die gleiche Geschwindigkeitsverteilung wie bei einer Spiralung um
den Momentanpol.

Die Darstellung dieser Ersatzspiralung ergibt sich durch Integration von (2.3)
mit ¢ = const und p = const in der Gestalt

(2.4) z = e auz’ + by,
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wobei t, den betrachteten Zeitpunkt bezeichnet und a, = a(t,), b, = b{t,) bedeutet.
Thre Bahnkurven z’ = const bilden unter der Voraussetzung ¢ + 0 (mod 7/2) eine
Drehschar von logarithmischen Spiralen L mit dem gemeinsamen Wickelpunkt p,
welche die urspriinglichen Bahnkurven K beriihren. (Abb. 1). Fir ¢ = +m/2 ist
die Momentanbewegung eine Drehung um p.

0=1/2

7 =75°
¢ =0,129+ 0,483

AY

Abb. 1. Momentanspiralung.

Zur graphischen Festlegung des Geschwindigkeitsfeldes geniigt die Angabe
des Momentanpols p sowie eines beliebigen Hilfspunktes h + p mit seinem Ge-
schwindigkeitsvektor /1. Die konstruktive Ermittlung des Geschwindigkeitsvektors 2
in einem weiteren Punkt z beruht dann auf der dhnlichen Ubertragung des Dreiecks
(p, h, h + h) nach (p, z, z + z), wie es Abb. 1 zeigt.

Die Umkehrbewegung X|Z’ des urspriinglichen Zwanglaufs 2/ (1.1) wird be-
schrieben durch

(2.5) Z=adz+b mit a=1la, b= —bla.

Die sich deckenden Pole pe £ und p’ € 2’ vertauschen blof ihre Rollen, wahrend
die Geschwindigkeitsvektoren ihre Orientierung wechseln, was ¢’ = ¢ + n (mod 2r)
bedingt. Dies geht auch aus des (2.3) entsprechenden Geschwindigkeitsformel

(2.6) = -p) mit ¢ =dla’ = —dfla= —c
hervor.

3. DREIPOLKREIS

Seien nun ¥, und X, zwei dhnlich-verdnderliche Gangsysteme, die von einem fest
gedachten, neutralen Rastsystem X aus beobachtet werden. Die simultanen Momen-
tanbewegungen der dquiformen Zwangldufe Z,/¥ und Z,/X seien durch die Pole p,
bzw. p, und die komplexen Spiralkonstanten ¢, = g, exp (ig,) bzw. ¢, = ¢, exp (ic;)
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festgelegt, wobei p; + p, und ¢; # ¢, angenommen werde. Fiir die beiden an einer
Stelle z e X befindlichen Punkte aus X; und X, werden vom Beobachter in X gemiB
(2.3) die im allgemeinen verschiedenen Geschwindigkeitsvektoren

(3‘1) Z.¢ = Ca(Z - pa) , &= 1’ 2

gemessen.')

Die Relativbewegung EZ/E 1 ist naturgemaB ebenfalls eine dquiforme und besitzt
im Augenblick einen gewissen Relativpol, der, als Element von X, aufgefalt, fiir
einen Beobachter in X; in Ruhe erscheint. Dieser momentane Relativpol gilt — im
Einklang mit der SchluBbemerkung in Abschnitt 2 — demnach auch fiir die Um-
kehrbewegung X, /X, und ist fiir den Beobachter in X durch gleiche Geschwindigkeits-
vektoren z, = 2, gekennzeichnet. Fiir seine Lage z = p,, = p,, in 2 hat man daher
auf Grund von (3.1) die Formel

CiP1 — C2P2
¢ — €

(3.2) P12 = P21 =

Fragt man, in Abschwichung der Bedingung Z; = Z,, nach jenen Punkten z in Z,
fiir welche blo z, || z, gilt, so verlangt diese Forderung die Realitét des Quotienten
%y/Z,. Mit Beniitzung der konjugiert-komplexen Zahlen z, ¢ und p gelangt man so
iiber z, : z, = z, : £, unter Berufung auf (3.1) zu
(3.3) €182z = p1) (Z — P2) = ¢284(z — p2) (2 — Py) -

Damit hat man — in isotropen Koordinaten z = x + iy, Z = x — iy — die Glei-
chung eines Kreises Qy,, sofern ¢,C, # ¢y¢,, also oy * 0, (mod m); andernfalls
wiirde sich Q;, zu einer Geraden abflachen. Dieser Kreis Q;, (=0Q,,) geht durch
die drei Pole p;, p, und p;, und mag daher als ,, Dreipolkreis” angesprochen werden.
Er stellt, wie schon M. Piil [4] hervorgehoben hat, das dquiforme Analogon der

Aronhold-Kennedyschen Geraden in der euklidischen Kinematik dar.
Eine andere Abschwichung der Bedingung Z; = Z, besteht in der Frage nach

allen Punkten z € X, wo die Geschwindigkeiten bloB gleiche Betrige |z,| = |2,
haben. Uber 2,Z; = 2,7, gelangt man auf Grund von (3.1) zu
(3.4) ¢181(z — p1) (2 = P1) = ¢265(z — p2) (Z — Pa) -

Auch dies ist die isotrope Gleichung eines Kreises Ry, (=Ry;), sofern ¢,&; =# c¢,¢,
also @, # @,; anderfalls wiirde R;, zu einer Geraden (der Symmetrale von p; und
pz) entarten. Dieser Kreis enthalt naturgemaB ebenfalls den Relativpol p,,. Die Pole
p1 und p, liegen hingegen invers beziiglich R,,. Zum Nachweis bilde man die Polare
P, von p, beziiglich R, ,; sie hat die Gleichung

(35) 3.(z—p2)+d.(2—ﬁ2)=0 mit d=p2—P1-

IDie Bezeichnung 2, soll ausnahmsweise nicht dz,/d¢ bedeuten, sondern abkiirzend fiir (2),
oder Z(4) stehen.
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P, enthilt mithin den Pol p, und ist normal zur Geraden p;p, (Abb. 2), womit die
Behauptung erwiesen ist. Uberdies folgt daraus, daB der Dreipolkreis Q1 ein Ortho-
gonalkreis von Ry, ist. Schreibt man die Bedingung (3.4) in der Form

(3.6) |z = pi|i|z — p2| = 02004,

so siecht man, daB Ry, als Apollonischer Kreis des Punktepaares py, P> aufgefaBt
werden kann.

0 =05, 9,=120°
9,=075,0,=75°
: %

Abb. 2. Dreipolkreis.

Die beiden Kreise Q,, und R,, bieten auch einen Schliissel zur konstruktiven
Ermittlung des Relativpols p;,. Der momentane Bewegungszustand des Zwanglaufs
2,/ sei gemiB Abb. 1 festgelegt durch den Pol p; und den Geschwindigkeitsvektor
h, in einem Hilfspunkt h,, der zweckmiBig in p, angenommen wird (Abb. 2). Ebenso
sei die Momentanbewegung von X,/% gegeben durch den Pol p, und den Geschwin-
digkeitsvektor h, des in p; gewihlten Hilfspunkts h,. FaBt man dann den Schnitt-
punkt s der Bahntangenten von h; und h, ins Auge, und sucht man mittels der
in Abschnitt 2 vermerkten Regel seine Geschwindigkeitsvektoren §; und §, auf,
so erkennt man aus einfachen Winkelbeziehungen in Abb. 2, daB dieselben gleich-
gerichtet sind. Damit ist s als Mitglied des Dreipolkreises Qy, charakterisiert, der
nun als Umkreis des Dreiecks p,p,s gezeichnet werden kann. Weitere Punkte z mit
der Eigenschaft z; ” 2, konnte man erhalten, wenn man die Polstrahlen p,s und p,s
um gleiche Winkel verdreht und mieinander schneidet. Hierbei bemerkt man iiber-
dies: Die (zusammenfallenden) Bahntangenten aller auf dem Dreipolkreis Q;,
liegenden Punkte von X, und X, gehen allesamt durch den Punkt s e Qy,.%) Fiir

%) Dort wird Q;, von §; und s, beriihrt.
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diesen ,,Zielpunkt‘ s, besser 512, elten die Formeln

(3.7) (182 — €1¢5) - S12 = (¢y — &;) eapy — (€2 — €2) €1y
oder
(3.8) sy, . sin (6, — a,) = P, . exp (io,) sin o, — p; - exp (ioy) sin 0, .

Den Apollonischen Kreis Ry, ermittelt man am besten mithilfe der Endpunkte
seines auf der Verbindungsgeraden von p; und p, liegenden Durchmessers, welche
zufolge (3.6) dir Strecke p,p, innerlich und #uBlerlich in dem bekannten Verhiltnis
0,10 = |712| :|hy| teilen (Abb. 2). Von den beiden Schnittpunkten der (ortho-
gonalen) Kreise Q;, und Ry, ist einer der gesuchte Relativpol py,; dort ist Z; = Z,.
Im anderen, q,,, iSt Z; = —Z,; die Entscheidung ist in jedem Fall unschwer zu
treffen (Abb. 2).

4. DREI GANGSYSTEME

Im Hinblick darauf, da das bislang verwendete Bezugsystem X blo8 fest zu denken
war, erscheint es gegeniiber den beweglichen Systemen X, und X, nur dadurch
ausgezeichnet, daB es die Rechnung erleichert und einfache Formeln liefert. Die
Ergebnisse lassen sich demnach in allgemeinerer Form (und mit modifizierten
Bezeichnungen) zusammenfassen in

Satz 1. Irgenddrei komplanare und zwangldufig gekoppelte dhnlich-verdnderliche
Systeme X, X, und X5 geben im allgemeinen in jedem Augenblick Anlaf zu drei
verschiedenen Relativpolen p,; = pg, (o, fe{1,2,3}, a = B) und einem sie ver-
bindenden Dreipolkreis Q,,5. Fiir einen Beobachter in einem beliebigen der drei
Systeme weisen die Geschwindigkeitsvektoren der Punkte von Q,,3, gleichgiiltig
zu welchem der beiden anderen Systeme sie gezdhlt werden, stets zum selben
Zielpunkt 5,53 € Q1,3 hin.

Unter der Annahme, daB3 die Lagenfolgen der drei beweglichen Ebenen beziiglich
eines neutralen, fest gedachten Systems X nach dem Vorbild (1.1) durch Gleichungen

(4.1) z=a,z,+ b, (¢ =1,2,3) mit a,=a(t), b, = bft)

gegeben sind, sollen die Formeln fiir die Relativpole p,; und den Dreipolkreis Q3
hergeleitet werden. Fiir den von X aus beobachteten Geschwindigkeitsvektor Z,
eines gangfesten Punktes z, e X, findet man nach dem Vorgang in Abschnitt 2
die grundlegende Beziehung

(4.2) z, = ¢z — p,) mit ¢, = d,[a, = ¢, - exp (io,),
wobei
(43) P, = bu - (baaa/da)

die Lage des Momentanpols von Z,/Z bezeichnet.
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Fiir den Relativpol Pap = DPpa VON Zl/Zp und Zﬂ/Za mul3 Z.az = z'ﬂ sein. Seine Lage
in ¥ ist daher zufolge (4.2) bestimmt durch

Coly —
(4.9) Pap = CaPa — CpPp
ca - Cﬂ

Fiir die Punkte des Dreipolkreises Q,5 (mit ungeordnetem Indextripel) miissen
gemal Satz 1 etwa die von Z; aus festzustellenden Relativgeschwindigkeiten 2, — z,
und Z; — Z, gleichgerichtet sein. Dies fiihrt iiber die Realitatsbedingung

(4.5) (22— 21) 1 (25 — 21) = (2, — £y) 1(z3 = Zy)

mit Beachtung von (4.2) auf die Gleichung

(4-6) 0253(2 - Pz) (z - 173) - "153(2 - Pl) (5 - ﬁs) - 0251(2 — p2) (z - 131) =
= 038,(z — p3) (£ — D) — €384(z — p3) (2 — Py) — ¢iy(z — p1) (2 — P2) -

Nach Auswertung gelangt man so fiir den Dreipolkreis Q1,3 zur isotropen Gleichung

(4.7) AzZ + Bz —BZ + C=0
mit
A =¢(c; — ¢3) + Ey(e5 — ¢1) + E5(¢1 — ¢;) = —4,
B = ¢y(c3p; — €3p3) + Ex(csps — ¢1p1) + Es(¢ips — €3py),

C

It

51131(621’2 - C3P3) + 52?2(03173 - 01P1) + 531—’3(01171 - Csz) =-C.

Der Mittelpunkt m; ,3 € X und der Radius ry,3 von Q,3 ergeben sich durch Vergleich
von (4.7) mit (z — m) (Z — m) = r* aus

(4.8) my,s = BJA, 1?,, = (BB - AC)[AA = (|B* + AC)[|4)*.

5. VIERERPOL

Tritt zu der Anordnung in Abschnitt 3 noch ein drittes Gangsystem X5 hinzu,
dessen momentaner Bewegungszustand durch den Pol p; und die Spiralkonstante
¢; = 03 .exp (ioc3) gekennzeichnet ist, so hat man es mit insgesamt sechs Polen
P1> P2> P3, P12, P13»> P23 Zu tun. Sie verteilen sich zu je dreien auf vier Dreipolkreise
Q125 Q13, Q23 und Q,3, deren letzter durch (4.7) gegeben ist.

Die Kreise Q;, und Q;; haben neben dem Pol p, noch einen Restschnittpunkt v
gemeinsam, fiir dessen Geschwindigkeitsvektoren o, || &, und #, | #; gilt. Infolge-
dessen, ndmlich wegen o, “ 03, liegt v auch auf dem Kreis Q,3, und aus Griinden
der Gleichberechtigung auch auf Q;,; (Abb. 3). Weil der Punkt v also allen vier
Dreipolkreisen angehért, mag er kurz ,,Viererpol* heiBen. Seine gemeinsame Bahn-
tangente — gleichgiiltig zu welchem der drei Gangsysteme er gezdhlt wird — geht
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durch die drei Zielpunkte 5,2 € Qy2, 513 € Qg3 und 5,3 € 0,3, die nach dem Muster

(3.7) oder (3.8) zu finden sind.
Zwecks Ermittlung des Viererpoles z = v in X ist der neben = = p, vorhandene

Restschnittpunkt der Kreise Q;, (3.3) und Q;3 zu bestimmen. Unter Verwendung
der Abkiirzungen

(51) 2 —pr = Ca cu/Eat = exp (2].0-01) =&, p/} = DPu = dz/i = —'dﬂa

0,=1/2, 0,=120°
0,=3/4, 0,=75°
03=1, 03 =90°

Abb. 3. Viererpol.

lauft diese Aufgabe auf die Lésung des Gleichungspaares
(5.2) (62 — &) (L + e1dyy . £ — £3d1, . U =0,
(63 — &) (0 + &1dy3 . { — 83dy3. 0 =0
hinaus. Von
(5.3) L8100 = ey(endyadys — £3disdys) 1(-.0) :
t—ey(e1dys + Exdsy + 3dy5)

gelangt man so zunichst zu einem Ausdruck fiir ¢ = ¢ : { und anschlieBend iiber
v=p; +{zu

(5.4)

Das Hauptresultat sei gleich in verallgemeinerter Fassung (und mit entsprechend
modifizierten Bezeichnungen) festgehalten in

_ e1p1dy3 + €302d3; + €3p3ds,
e1dy3 + &xd3; + &3dy,

Satz 2. Irgendvier komplanare und zwangliufig gekoppelte chnlich-verdnderliche
Systeme X, X,, 25, X, geben im allgemeinen in jedem Augeblick Anla zu sechs
verschiedenen Relativpolen p,; = Pp,, die sich zu je dreien auf vier Dreipolkreise
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Qupy (0, B,y €{1,2,3,4}, a = B =%y =+ a) verteilen. Diese vier Polkreise haben
einen Punkt, den Viererpol v,,3,, gemeinsam. Die dort befindlichen Systempunkte
rufen in den anderen Systemen insgesamt zwdlf Bahntangenten hervor, die simtlich
in einer Geraden zusammenfallen, welche alle vier Zielpunkte 5,5, € Q,4, enthdlt.

Alle bisher aufgestellen Formeln wurden anhand der Daten der graphisch ent-
wickelten Figuren numerisch iiberpriift.

6. POLPLANE

Auf die Herleitung eciner verallgemeinerten Formel fiir den Viererpol vy,34 aus
Satz 2 unter der Annahme eines neutralen Bezugsystems ¥ — wie dies mit (4.6)
fiir den Dreipolkreis Q,,3 geschehen ist — wurde im Hinblick auf den betréchtlichen
Aufwand verzichtet. Offen bleibt daher auch die Frage, ob sich bei fiinf vorhandenen
Systemen etwas iiber die Verteilung der dann auftretenden fiinf Viererpole aussagen
1aBt.

Um eine Vorstellung zu gewinnen, wurde zu den drei in Abb. 3 betrachteten
Systemen X, X5, ¥; (mit den dort ersichtlichen Daten) noch ein viertes System X,

N

S)2¢

Abb. 4. Polplan fiir fiinf Systeme.
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hinzugefiigt (¢, = 1, o, = 225°). Die dann entstehende Konfiguration ist in Abb. 4
wiedergegeben, wobei die Beschriftung darauf beruht, daB das Bezugsystem X als
fiinftes System X5 fungiert. Dieser ,,Polplan” enthilt 10 Relativpole p,;, 10 Drei-
polkreise Q,p, und 5 Viererpole v,;,;. Eingetragen sind auch die 10 Zielpunkte
Supy € Qqp,- Sie liegen jeweils zu viert zusammen mit einem Viererpol auf einer von
insgesamt 5 Geraden und bilden solcherart die Ecken eines vollstindigen Fiinfseits.

Diese durch Satz 2 bedingten Beziehungen sind auch bei n > 5 komplanaren
dhnlich-verinderlichen Systemen X, X,, ..., £, maBgebend. Der in jedem Augenblick
n
2
einen Dreipolkreis Q,z, von insgesamt (g) solchen. Die vier Polkreise Q,p,, Qups

vorhandene Polplan umfaBt Relativpole p,s; die Pole pag, Py Pp, bestimmen

Q4y5o Q5 haben den Viererpol v,g,5 von insgesamt ( 4) solchen gemeinsam. Jeder

Dreipolkreis Q,;, enthilt einen Zielpunkt s,4,; dorthin zielen, fiir einen Beobachter
in %,, die durch die Bewegungen X,/%, und X;/%, bewirkten Fortschreitrichtungen
samtlicher Punkte von Q,;,, je nachdem ob man dieselben zu X, oder X, zihlt.
Weitere gleichartige Deutungen von s,5, erhdlt man durch Permutation von o, 8, y
(Satz 1). Je vier Zielpunkte S,p,, Sups> Suyss Spys liegen zusammen mit dem Viererpol

. . n . . ‘
U.py6 auf einer Geraden. Je n — 3 dieser 4 Geraden haben einen Zielpunkt ge-
meinsam.
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Souhrn
POLOVA KONFIGURACE V EKVIFORMNIM POHYBU

WALTER WUNDERLICH

Obecné je relativni okamzity pohyb dvou komplanarnich podobné proménlivych systému
Zy Xy spiralnim pohybem kolem pélu p,p = py, (obr. 1). Tri poly Pap> Pay Ppy vystupujici
pfi tfech systémech X, 2‘,, Zy urluji “kruZnici tti pol” Q,gy» jejiz body maji tuto vlastnost:
Pro pozorovatele v jednom ze tfi systému jsou teény trajektorii bodu této kruZnice téhoz sméru
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bez ohledu na to, zda jej pofitame k jednomu nebo druhému systému; maji smér do tzv. ,,cilového
bodu** Sapy € Qqpy (obr. 2). Ctyfi sZstémy ZpZp Ly X5 davaji Ctyfi kruZnice poll, které maji
spoletny bod v,pys tzv. ,,Etyfpol”. Ctyti prislusné cilové body leZi na pfimce prochézejici tyf-
polem (obr. 3). Tyto vztahy se vyskytuji také pfi polovém planu pro n > 4 (obr. 4).

Pesrome
TTOJTFOCHASI KOHOUT'YPALISL B OKBUO®OPMHOM [IBVKEHUN
WALTER WUNDERLICH

B obuieM ciyyae OTHOCHTENBHOE MIHOBEHHOE IBIDKEHHE ABYX KOMIUIAHAPHBIX MEHSFOIIMXCS
noJo6HBEIM 06pa3oM cucrem X, Zﬂ IpenCTaBisieT CO60 BAHTOOOPA3HOE ABMKEHIE BOKPYT MOJIIOCA
Pap = Ppy (puc. 1). Tpu nonroca p, > Pay> Ppy> TIOSBIISIFOIIMECS B CIIyYae TPEX CHCTEM DI ﬁ,Zy, omnpe-
JeNsoT ,,0KPYXKHOCTb Tpex MONkocoB @, (., TOUKHA KOTOPOR O6GNANAIOT CIEAYIOUIMM CBOHCTBOM:
Jnist HaGrrogaTesis B OJTHOM M3 5TUX TPEX CUCTEM KacaTeJIbHEIC TPACKTOPHUIL TOUKU ITOM OKPYKHOCTH
HMMEIOT OJHO ¥ TO K€ HAIPABIICHUE HE3aBUCHMO OT TOTO, B KakKO# CHCTeMe OHA PacCMaTpPUBAETCS,
M BCE HAIIPABJIEHBI B TAK HA3BIBAEMYIO ,,1IEJIEBYIO TOYKY 5, gy € Q, 5 (puc. 2). YeTnipe cuciemsl Xy,
xz D z 7 25 TIOPOXKIAIOT YETHIPE OKPYXKHOCTH IOJIIOCOB, KOTOPbIe 06.1a/1at0T O0MLIeH TOYKOHK Uapyss TAK
Ha3BIBAEMbIM ,,4eThHIpenoocoM’. COOTBETCTBYIOLME YETHIPE IEJEBBIE TOYKM JieXar Ha MPAMOM
TPOXOIALIEH Ye€PE3 YETHIPETICIIOC. DTH COOTHOIMICHUS KMEFOTCS TAKXKE A5 GOJBLIErO YHCIIA CUCTEM.

Anschrift des Verfassers: Emer. Prof. Dr. Walter Wunderlich, Institut fiir Geometrie, Tech-
nische Universitat, Wiedner HauptstraBe 8— 10, A-1040 Wien, Osterreich.
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