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SUR QUELQUES APPLICATIONS DES DISPERSIONS
CENTRALES DANS LA THEORIE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES
DU DEUXIEME ORDRE

Par O. BorUvka, BrNO

Présenté le 21 decembre 1964

I. INTRODUCTION

1. Dans la théorie des équations différentielles linéaires ordinaires
du deuxieme ordre aux intégrales oscillatoires, les fonctions appelées
dispersions centrales jouent un role fondamental. Ces fonctions ont été
rencontrées, dans l'origine, en 1953, en relations avec les transforma-
tions des équations en question. Depuis ce temps-la elles sont devenues
I'objet de recherches de plusieurs auteurs qui les ont étudiées de différents
points de vue.!) On distingue, rappelons-le, quatre espéces des dispersions
centrales. L’importance des dispersions centrales pour la théorie des
équations en question consiste, au fond, en ceci, que ces fonctions
relient, d’'une certaine maniére, les valeurs des intégrales d’une telle
équation et celles de leurs dérivées en points mutuellement conjugués
et par suite éloignés, en ouvrant ainsi la voie de traiter des problémes
de caractére globad.

II. POSITION DU PROBLEME

2. Nous nous occuperons dans la suite des équations différentielles
linéaires ordinaires du deuxi¢éme ordre de la forme jacobienne :

(a) ' ¥y =qlt)y,

la fonction ¢ étant continue dans un intervalle ouvert j = (a, b).

Une intégrale d’une équation (q) s appelle oscillatoire, si elle posséde
vers les deux limites a, b de l'intervalle j une infinité de zéros. Nous
excluons de nos considérations, bien entendu, I'intégrale identiquement
nulle: ¥y = 0. On appelle une equatlon (q) oscillatoire si ses intégrales
sont oscillatoires.

Considérons une équation (q) et une intégrale de cette équation, y.

Choisissons un nombre arbitraire, z, qui est différent de tout zéro de
'intégrale y. :

1) On consultera & ce sujet 1a Bibliographie indiquée dans I'article [1].




On sait, que la fonction

¢

_ do
1 0] == ———
ey 7 () = ) f —

existe dans un voisinage de la valeur 2 et représente, dans ce voisinage,
une solution de I’équation (q). Le voisinage en question s’étend & gauche
jusqu’au premier zéro de l'intégrale y ou bien, en défaut des zéros de
Pintégrale y inférieurs & z, & la limite a de I'intervalle j, et, une situation
analogue subsiste & droite de .

Une autre remarque qui nous servira du point de départ est la suivante:
Etant donnée une équation (q), définie et oscillatoire dans I'intervalle
J = (—o0, ), il existe toujours infiniment beaucoup d’équations du
méme type dont les intégrales ont les mémes zéros que les intégrales
de (q). Cela s’exprime, en termes de la théorie des dispersions, qu’il
v a toujours infiniment beaucoup d’équations différentielles en question
dont la dispersion fondamentale coincide avec celle de 1'équation (q).
On sait d’ailleurs que, la puissance de ’ensemble formé de ces équations
différentielles est toujoul% cg;lle A la puissance du continu, R ([2])

Ceci étant remarqué, voici les questions dont nous nous occuperons
dans la suite:

Considérons une équation (q), définie et oscillatoire dans l'intervalle
J = (—00, o).

Etant donnée une intégrale de Uéquation (q), y, il sagit de prolonger
la fonction, ¥, définie d’aprés la formule (1), duns tout Uintervalle j et
a Paide des valeurs de Uintégrale y, de fagon que la nowvelle fonction soit
encore une tntégrale de I'équation (q).

Etudier les propriétés et surtout les relations mutuelles des intégrales
des équations différentielles du type considéré qui ont la méme dispersion
Sfondamentale et déterminer toutes ces équations.

III. PRELIMINAIRES

Soit (q) une équation arbitraire et j = (@, b) son intervalle de
définition.

3. Phases. Soit u, v un couple ordonné d’intégrales indépendantes de
Péquation (q) et w (= uv’ — u'v) la wronskienne correspondante.

On appelle, rapppelons-le, premiére phase du couple u, v toute fonction
a(t) qui est continue dans l'intervalle j et qui vérifie, dans cet intervalle,
a Pexception des zéros de 'integrale v, la relation

u(t)

t-g oc(t) = W .
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On voit facilement qu’il y a précisément un systéme dénombrable
de premiéres phases du couple en question et que les fonctions de ce

systéme ne différent 'une de 'autre que par des multiples entiers de 7.

On définit d’'une maniere analogue les secondes phases du couple en
question, f(t), par la formule: tg B(t) = u'(t) : v'(t).

Dans la suite nous n’aurons a considérer que les premiéres phases.
Nous parlerons simplement des phases des intégrales u, v au lieu des
premiéres phases du couple ordonné d’intégrales u, v.

On apelle phase de Iéquation (q) une phase des intégrales indépendantes
quelconques de I’équation (q).

Nous allons indiquetr rapidement, en revue, quelques propriétés des
phases de 1’équation (q), que nous rencontrerons en cours de nos
considérations.

Toute phase de I’équation (q), «, appartient 3 la classe Cj, 2) sa
derivée, «', étant toujours différente de zéro; on a par conséquent:
o' >0 ou bien &' < 0 pour t€j. La phase a résulte inférieurement
et supérieurement non-bornée si et seulement si I'équation (q) est
oscillatoire.

Etant donnés des nombres arbitraires, t, € j; o, g == 0, o il existe
précisément une phase de I’équation (q), «, satisfaisant aux conditions
initiales: a(ty) = g, a'(by) = o, a”(ty) = - .

Deux phases quelconques de l’équation (q), a, &, vérifient dans
Pintervalle j, & l'exception des valeurs pour lesquelles les fonctions
tg «, tg x deviennent infinies, une relation de la forme

to X — 6 tg & 4 ¢pp
gN = ———
a1 tg & + Cop

cir étant des valeurs numériques convenables. Si 'on considére, en
particulier, les phases, «, x, dont les valeurs, prises dans un point

tg€j, sont og = 0, otg = 1, ag = 0; Xy = naw, X, X, (v étant un entier),

on obtient

~’'2
@) tg ¥ — — 0 B

— 5 Yotg x + g
L’intégrale de I'équation (q), ¥, qui s’annule pour une valeur f,,
peut étre exprimée par la formule
,0, y SID a(t)
3) Y = y'lto) —

2) On désigne par C, (k = 0, 1, 2, ...) la classe des fonctions réelles possddant
dans Dintervalle correspondant une dérivée continue d’ordre k.
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a étant la phase de I'équation (q) déterminée par les valeurs initiales
alty) = 0, &'(ty) = 1, a’(ty) = 0.

Finalement, subsiste, dans lintervalle j, pour toute phase a de
Péquation (q), la relation
4) —{a, t} — a’(t) = q(t),
{e, t} étant la dérivée schwarzienne de la fonction a au point ¢:

1 ") 3 ")
ot =5 ) 4 a2

La formule (4) peut étre écrite dans la forme plus courte
6) —{tg = t} = q(0),

Zy

4. La fonction f -—23— au voisinage d’un point singulier. Considérons

y¥(o)

une intégrale y de ’équation (q) admettant un zéro ¢ : y(c) = 0.
Désignons par 3 1 ou bien j, un voisinage & gauche ou bien & droite
du point ¢, voisinage, dans lequel la fonction y est constamment
différente de zéro.
Choisissons, en premier lieu, un nombre z, € j_,. Nous nous proposons
d’étudier le comportement de la fonction de ¢,

Zo

t

do
y* (o)’

Zo

pour des valeurs voisines de ¢ et situées dans l'intervalle j_,: t€j_,.
On a, évidemment, pour g €j_:

y(o) = y'(c) (¢ —¢) +
g < T < ¢. Il en résulte

¥4(0) = ¥'*(e) (o — o) [1 4I=¢ y—‘L’]

— 2
E—2—c—)— ¥’ (1),

2 Y
et, a fortiori,
1 1 1
¥0) 0. (o —oF [ 19-c ¥ (T)]
‘ 2yl




Or, subsiste, d’aprés la formule de Taylor, la relation )

1 ¥'(r) | (0 —c) y"z)
—1 — (g — . .
[1 L o=cy ‘@OF (o =0 y'(c) Ty y'%(c)
2 Yl
3
—c y(7)
1 g
[ 0T (c)]
0<06 <1.
Nous avons, par conséquent,
@ 1 1 1 q( y( ) ( )
T) T—c Yy c
— — 0o(1),
y* o)  y*c) [(v —*  yl) o—c ]+ M

le symbole O s’appliquant au voisinage & gauche du nombre c.
Définissons, dans Pintervalle j ;, la fonction g¢g(o) de la maniere
suivante:

) 1
@ 99 = Yito) " o —of "

Nous avons, évidemment, d’apres (6),

. 4x) T—c yr) — y(c)
(8) g(o) = — Jo) o —o —

+ O(1).

Or, on voit d’abord, en tenant compte de la formule (7), que la fonction
g est continue dans I'intervalle j _,. La formule (8) montre, & son tour,
que la fontion g est bornée dans cet intervalle j_,. On en conclut que

[
Yintégrale f g(o) do a une valeur déterminée.
Zo
Cela étant, prolongeons la fonction g, au sens de la formule (7), au
d 13 du point ¢, pour les valeurs o € j,.
Choisissons, en second lieu, un nombre arbitraire z, € j,. On trouve

zy
par des raisonnements analogues aux précédents que I'intégrale f g(o) deo

. c
a une valeur déterminée.

On voit, en définitive, que pour tous les nombres z,€j_;, Z1€j,
Pintégrale

A (v 1
® f 9(c) do = f [ ¥o) (o — c)’]d“

Zy Zo
a une valeur déterminée.




Cela étant montré, passons i I'évaluation de I'intégrale en question.
Soit t € (z,, ¢) un nombre arbitraire. Nous avons, évidemment,

t t

y'%(c) 1 1
do = | 5= do+ - — ———.
fg(a) 7 _/-y2(a) 6+t-c x, — ¢
Soit « la phase de I’équation (q) déterminée par les valeurs initiales:
afc) =0, a'(c) =1, &"(c) = 0.
Subsiste alors, pour toutes les valeurs g, une formule telle que (3)
(t, étant naturellement remplacé par ¢) et 'on a

t t a(t)

y'%(c) B a'(0)do do
f y*(o) do = [ sin a (0) sin®o cotg a(t) + cotg alxo)-
Zg To a(x,)

Or, en appliquant le théoréeme de 1'Hospital on obtient

lim (—cotg «(t) + wl—) =0
t—>c— t—c

On trouve, par conséquent, la formule

¢

(10) f g(o) do = cotg a(zy) + c_:l—_:;:h
0

et une autre, qui est parfaitement analogue,

21

(11) fg(o) do = —cotg a(z,) + .;%_c.._
1

Ces deux formules conduisent & la valeur cherchée de I'intégrale (9):

7

’2 1
f [ !;2((;; - (0 — 0)2]d6 = cotg a(zry) — cotg a(z;) -

.
Zo

1 1
(12) + + ;

¢ — x, x, — ¢
(%o € J—1, %1 € Jo)-

5. Dispersions centrales de premiére espéce. Supposons, & présent, que
I’équation (q) est définie et oscillatoire dans I'intervalle j = (—o0, ).
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" Dans ces conditions on définit dans l'intervalle j un systéme dénom-
brable de fonctions appelées dispersions centrales de premiére espéce,

v Pz P-15 Po> P1> Pas-ee-

Ces fonctions sont définies de maniére que, pour chaque nombre t€j,
la valeur @u(t), p_n(t) (n = 1,2, ...) est le n~™¢ nombre conjugué a ¢ et
situé & droite resp. & gauche de t. En d’autres termes, si I’on considére
une intégrale de I’équation (q), ¥, s’annulant en ¢, alors la valeur @x(t),
@—n(t) représente le n—™¢ zéro de cette intégrale y, qui est supérieur resp.
inférieur & ¢. On appelle, en particulier, @, la dispersion fondamentale
de I’équation (q) et on écrit, pour simplifier, ¢ au lieu de ¢,. Quant & la
fonction ¢,, on pose, pour chaque valeur € j: gy(t) = t.

Ces définitions étant rappelées, indiquons quelques propriétés des
fonctions en question qui nous seront utiles dans la suite.

Soit ¢, une dispersion centrale de premiere espéce quelconque
(»=0, +£1, +2,...).

11 est facile de voir que la fonction ¢, admet la fonction inverse, ¢;1,
qui se confonde avec @_,. On a par conséquent, dans l'intervalle j,
la relation @_,(t) = @;(t).

La fontion ¢, se déduit de la dispersion fondamentale, ¢, par des
compositions successives appliquées a la fonction g ou bien ¢! suivant
la formule

(13) @,(t) = @™(t),
v

le symbole dans le second membre désignant la fonction q:; @(t) ou
—

s e, 9 et e, S,

g lg~1... ¢~I(t) ou enfin ¢, d’aprés le cas » > O ou v < 0 ou bien v = 0.

La fonction ¢, posséde dans l'intervalle j les propriétés suivantes:

(14) 1. ¢() > @, 4(), 2. ¢,eCy, 3. @(t) >0,
4. lim @ (f) = —oo, lim g,(t) = .
t-—>—w0 t—> o0

La dérivée ¢,(t). dans un point t€j quelconque, s’exprime par les
valeurs d’une arbitraire intégrale de ’équation (q), ¥, ou bien par celles
de sa dérivée, y', d’apres la formule

Yo lorsque y(t) & 0
, ! y3(¢)
(15) @)=y .

Y (@) ~0 v
01 lorsque y(t) = 0.



Cette formule montre en méme temps la manitre de laquelle se
trouvent liées ’'une & I’autre les valeurs d’une intégrale de 1’équation (q),
y, et celles de sa dérivée, y’, en deux points mutuellement conjugués, ¢,
?,(t).

vFinalement, subsiste pour toute phase a de I’équation (q) la relation
abelienne suivante:

'(16) o(@,(t)) = alt) + vz . sgne'.

IV. PROLONGEMENT DE LA SOLUTION y(t). f 2(0)

6. Considérons une équation (q) qui est oscillatoire dans l'intervalle
j = (_"ws (X))

Soit y une intégrale quelconque de 1'équation (q) et z € j un nombre
arbitraire, différent de chaque zéro de y.

Nous savons que la fonction

Bolt) =yl f y*(0)

représente, pour des valeurs ¢ assez proches du nombre x, une solution
de l'équation (q).

11 s’agit de prolonger la fonction ¢, dans tout l'intervalle j et & aide
des valeurs de l'intégrale y de maniére que la nouvelle fonction, ¥,
satisfasse, dans cet intervalle j, & Péquation (q).

" Désignons par

e <6y <C_3<C<C <Cy< ...

les différents zéros de 'intégrale y, les notations étant choisies da facon que
Pon ait ¢, < = < ¢;.

Soit, pour » =0, 41, +2, ..., x, = ¢,(2), j, = (c,, ¢,+,), de sorte
qu'on a z,€j, (2, = x). .

Nous allons démontrer le

Théoréme. La fonction, g, définic dans Uintervalle j par la formule

y()f

— ——— lorsque t =¢,

y'(c,,)

lorsque t€j,
(17) i) =
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représente dans Vintervalle j une intégrale de Uéquation (q), intégrale qui
est, évidemment, le prolongement de la solution #q(t).

Démonstration. On voit d’abord que la partie de la fonction ¢, qui
est définie dans un intervalle j, quelconque, représente une solution
de ’équation (q), & savoir la solution déterminée par les valeurs initiales

(18) ‘ y(z,) = 0, 37'(:1:,) = m

Une autre propriété de la fonction 7 consiste en la continuité dans
Pintervalle j. On a, en effet, pour toute valeur ¢, les relations

lim §(f) = i lim ().
t—>c,— v e, +

On voit, en somme, que la fonction y est continue pour toutes les
valeurs ¢ € j et qu’elle représente dans chaque intervalle j, une solution
de I'équation (q), solution déterminée .par les valeurs initiales (18).

Or, soit Y Pintégrale de I’équation (q) déterminée par les valeurs
initiales : '

1
Y(z,) = 0, Y'(2g) = ——.
(%) ) =
On a, évidemment, pour chaque valeur z,
Y(,)=0
et on trouve, en se servant de la formule (15),
: Y'(x) 1

Y'z,) = Y] = (—1) Tt — —
| ' Voled = (—1ryeo) Voiieo

1 1 '

T ez T v,

On voit, par conséquent, que l'intégrale Y et sa dérivée Y’ prennent
pour z, les mémes valeurs que les fonctions g, . Il en résulte la coinci-
dence de fontions Y, 7 dans chaque intervalle j, . Subsiste par conséquent,
dans l'intervalle j, sauf peut-étre pour les valeurs ¢, , I'égalité 4(t) = Y(t).
Or, les fonctions i, Y étant continues dans l'intervalle j, 1’égalité en
question est valable pour toute valeurt € j. Cela achéve la démonstration.

Voici une remarque au sujet des phases des intégrales ¥, y en question:
Les intégrales ¥, y de I’équation (q) sont mutuellement indépendantes,
la wronskienne gy’ — ¥’y étant égale 4 —1.
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Toute phase, a, des intégrales §, y vérifie dans l'intervalle j, & 'excep-
tion des valeurs c,, la formule
t
do
(19) g.o( o)

(2)

ici le symbole () indique le nombre x, lorsqu’on prend ¢ dans 'intervalle j,
(v=20, £+1, 42, ...).
.Bn particulier la phase, o, qui s’annule au point z, est donnée par la
formule
¢t

do 7
og(t) = Arc tgfm- , agle,) = 2y — 1) 5
(@)
Arc tg désignant, pour ¢ €j,, cette branche de la fonction en question
qui prend. pour ¢ = z, la valeur 7. Les valeurs initiales de la phase o
pour ¢ = x, sont, évidemment,
' (%)
Y3(@o)

4 1 ”
agly) = 0, og(xg) = EIE(;(:)- , (o) = —2

En appliquant les formules (5), (19) on trouve

" d
(20) a0 = ~{ [ 1}

()

V.ETUDE DES EQUATIONS (q) QUI ONT LA MEME DISPERSION
FONDAMENTALE

7. Bandes intégrales. L’objet de nos considérations dans: cette section
font encore les équations (q) définies et oscillatoires dans I'intervalle
) = (—o00, ).

Toute équation (q) posséde, nous le savons, une dispersion fondamen-
tale, @ (=g,) qui est définie dans l'intervalle j et jouit des propriétés (14)
énoncées plus haut (v = 1). D’apres un résultat di & M. E. Barvinek
([3]) on spit que, inversement, toute fonction, ¢, définie dans I'intervalle
j et jouissant des propriétés en question, représente la dispersion fon-
damentale de convenables équations (q).

Cela étant, soit @ une fonction quelconque dans l'intervalle j qui
jouit des propriétés (14) (v = 1).
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Désignons par Q@ ou encore, plus briévement par @, I'ensemble
formé des fonctions ¢ qui sont les coefficients des équations (q) avec la
méme dispersion fondamentale @. Pour désigner I'ensemble de ces
équations (q) nous employons le symbole (Qg) ou bien (Q). Rappelons
qu'on a toujours, indépendamment du choix de la fonction ¢, card
Q =X ([2]). En se servant de la formule (13) on voit que toutes les
équations (q), éléments de I'ensemble (Q), ont la méme dispersion centrale
¢ quel que soit I'indice » =0, +1, £2, ....

Désignons par J . ou encore par J,’ensemble formé de toutes les inté-
grales des équations (q) qui sont les éléments de (Q). Comme ces équations
(q) ont les mémes dispersions centrales @,, quel que soit I'indice ¥,
Pensemble J consiste en fonctions qui ont les mémes zéros. Cela veut
dire que, deux arbitraires intégrales y. y € J qui possédent un zéro en
commun ont tous les zéros en commun.

Soit ¢ un nombre arbitraire. Nous appelons la bande intégrale au noeud c
de 'ensemble (Q), plus brievement: la bande (c). le sousensemble de J
formé de tous les éléments de J qui s’annulent pour la valeur ¢. Notation:
Be. On voit que toutes les fonctions-éléments de Be ont les mémes zéros.
Nous appelons ces zéros noeuds de la bande (c). On voit que, ¢’ étant un
noeud quelconque de la bande (c), on a B¢’ = Be.

8. Propriétés des bandes intégrales. Nous allons maintenant indiquer
quelques propriétés des bandes intégrales. Soit ¢ un nombre quelconque.

Nous allons d’abord montrer qu'on a pour toute intégrale y € Be les
Sformules .

¥(z)

y*(e) 1 1 1
e A

z

(21)
@()
[ [y'z(c) I 1 ]da _1+¢) 1 ¢')
J Ly¥o) (0 —¢) (0 — glo)? glc) —c 2 ¢'(c)’

x étant un nombre arbitraire tel que x < ¢ < @(z).

D’abord, la premiére formule (21)-est une conséquence immédiate
des formules (12), (18), pour =y = z, z; = ¢(x), » = 1.

Passons alors & la démonstration de 1’autre.

Dans ce but choisissons un nombre ¢ tel que ¢ < ¢ < @(c) et appliquons
les formules (11), (10) aux intervalles [c, t], [¢, @(c)].
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Nous obtenons
t

¥%0) 1 . 1
f[yz(a)_(o,_*c)z]dd— COtgaﬂ(t)+t_c>

(22)

o)
y'2p(c) 1 - b
' f [ e R «p(c»z]d" = cotg () =Gy

o, ot a, étant les phases de I'équation (q) dont y est une intégrale, phaseé
déterminées par les valeurs initiales suivantes:
og(c) = 0, aplc) =1, og(c) = 0;
agle) =0, ol =1,  ajple) = 0.

En se servant de la formule (16) on voit que les fonctions o, af, af
prennent au point ¢ les valeurs suivantes:

ale) ="—m,  o(c) = ¢'(c),  aflc) = ¢"(c).
Subsiste, par conséquent, en vertu de (2), la relation:
—!— —wl/(c)
2 ¢'(0)
Or, les formules (22) peuvent s’écrire de la fagon suivante
t

y*(c) 1 , 1 o
f [y%) G ‘P‘“’m]d" = —cotg aq(t) +

) 1 , 1 1
i +¢(€)[”~<p(c) ﬁc—sv(c)]'
¢(c)

(23) —cotg ag(t) + @'(c) . cotg oy (t) = —

,j [353 AT —1(p)c))2 T ic)*]d" -
=) ["‘”g )~ =g | = =
et I'on obtient, en faisant leur somme, v
(c) ,
— —ocotg ay(t) + ¢'(c) - cotg ay(t) + 17:: ) 4!

Cette relation conduit, & son tour, d’aprés (23), & la seconde formule (21). -
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Les formules (21) mettent en évidence le phénoméne suivant:

Les intégrales définies figurant dans les premiers membres ne dépendent
point du choix particulier de Uintégrale y que Uon prend parmsi les éléments -
de la bande (c). En d’autres termes, les intégrales définies en question
restent invariantes par rapport aux éléments de la bande (c).

Cela étant, passons & une autre propriété de la bande (c) consistant
| en ceci que, pour deux éléments quelcongues de la bande (c); y, §, le rapport
" desdérivéesy’ : i’ a pour tous les noeuds de la bande (c¢) la méme valeur(==k)

‘ En effet, soit ¢’ un noeud arbitraire de la bande (c). On a, par con-
. séquent, ¢’ = @,(c), v étant un indice convenable.
En appliquant la formule (15) on trouve

y’(c) ’ y.'(c)
1) A — (—1)
( ) yl(cl) Vql'(c) ( 1) -I(C/) ?

ce qui démonstre la proposition.
Ce résultat permet de démontrer la proposition suivante:
Subsiste pour deux éléments quelconques de la bande (c), y, §, la formule

t

()
Ty 7],
@ | s = ey |2 =o

t

valable pour toutes les valeurs t € j.

En effet, la formule (24) est vraie, d’aprés (21), pour toute valeur
(t=)z € telle que x < ¢ < @(x). Soit alors ¢ €j un nombre arbitraire.
11 existe, évidemment, précisément un noeud ¢’ de la bande (¢) vérifiant
la relation t £ ¢’ < ¢(t). Subsiste, par conséquent, une formule telle
que (24), ¢ étant remplacé par ¢’. Or, d’apres le résultat précédent on
a y'¥c’) = Ay'¥c), ¥'%c’) = Ay'¥c), A (> 0) étant un facteur numérique
<convenable. Cela achéve la démonstration.

9. Nous allons maintenant examiner jusqu’a quel point les pro-
priétés que nous venons de trouver caractérisent les bandes intégrales
en question.

Considérons deux équations (q), (q), définies et oscillatoires dans
I'intervalle j = (—o0, c0) et désignons par ¢, g leurs dispersions fonda-
mentales. )

Supposons que ces équations admettent des intégrales, y, ¥, qui ont
les mémes zéros et jouissent de la propriété que le rapport des dérivées
y' 1§ (=k) est le méme pour tout zéro x de ces intégrales.
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Supposons de plus qu'il subsiste, pour toutes les valeurs ¢ différentes
de z, au moins une des relations suivantes:

o0 L Lo 0] . L1
2 L - lae—o, ——— ldo=0.
’ f o~ & 77 ) ' f |~ % 7w |1 =

Nous allons montrer que, dans ces conditions les dispersions fondamen-
tales @, @ coincident et, par conséquent, les intégrales y, §j sont des éléments
de la bande (x) correspondante.

En effet, supposons par example la validité de la premiére relation (25).

Soit t €j un nombre arbitraire.

Si ¢ est un zéro (commun) des intégrales y, i on a, d’apreés la définition
méme des fonctions ¢, @ : @(t) = @(f). Soit alors y(t) == 0 == F(t).
" Considérons les trois zéros consécutifs des intégrales y, ¥, zéros ¢_,, ¢, ¢,,
déterminés par la formule ¢ ; < ¢ < ¢ < ¢;. Ces inégalités entrainent,
évidemment, que les valeurs ¢(t), p(f) sont comprises entre ¢ et ¢,.

Or, on a, d’apres (25),

@(t)
[ [y'2<c) 1 _ [ L
4 LX) (0 —c)? 2(a (0 —c)2]

I1 en résulte, d’apres (12), (16) cotg ag(t) = cotg x(t), x étant
la phase de I'équation (q) déterminée par les valeurs initiales:
x(c) =0, &'(c) =1, a"(c) = 0. Subsiste, par conséquent, la relation
x@(t) = x(t) + mn entrainant un nombre entier m. Comme ¢(t) est
compris entre ¢ et ¢, on a m = 1, de sorte que la relation en question
g’éerit: x@(t) = «(t) + m. En comparant cette formule avec la relation
abelienne xg@(f) = x(t) + @ on obtient @(t) = @(t), ce qui était & dé-
montrer.

10. Comportement des rapports de deux éléments d’une bande intégrale.
Considérons une bande intégrale de I'ensemble (Qg), Be.

Soient y, ¢ € Bc d’arbitraires éléments de la bande Be.

Désignons par w la »wronskienne« du couple ordonné y, i d’éléments
en question, '

(26) ‘ w=yy —yy
On voit facilement que la fontion w admet dans I'intervalle j la dérivée
(27) w' = (q — 9) ¥¥-

’

Les fonctions w, w' s’annulent, évidemment, pour tout noeud
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¢,(= @,(c)) de la bande (c) (v =0, 41, 42, ...; ¢, = c) de sorte qu'on a
w(c,) =0, w’'(c,) = 0.
En appliquant les formules (15), (27) on trouve pour toutes les valeurs
tey:
(28) we, = w,
@9, —a9) 9P =7 —¢.

Cela étant, considérons la fonction, p, définie dans l'intervalle j de la
maniére suivante:

ytt;pourt#:c,v—o +1, +2,.
(29) pt) = “©)
‘Z()pourt:—.c

Nous allons indiquer quelques propriétés de la fonctlon P, qui nous
seront utiles dans la suite.

On voit d’abord en vertu de la formule (15) qu’il subsiste, pour toutes
les valeurs t € j, la relation

(30) p@,(t) = p(t).

On constate aussi facilement que la fonction p est toujours positive
ou bien négative suivant le cas §'(c) : y’(c) > 0 ou bien <0. En effet,
soit par example 7'(c) : y'(c) > 0. Les deux fonections y, § sont alors dans
Pintervalle (¢, ¢(c)) simultanément positives ou bien négatives et, par
conséquent, la fonction p résulte positive. On a donc p(t) > 0 pour
te [c, g(c)] et on voit, en tenant compte de (30), que cette inégalité
subsiste dans tout I'intervalle j.

La fonction p est partout continue puisqu’elle jouit de cette propriété,
évidemment, pour chaque nombre ¢ == ¢, en possédant pour ¢t = ¢, la
vraie valeur p(c,) (= p(c)).

Plus précisément, la fonction p appartient & la classe C,. En effet,
elle est, manifestement, deux fois contintiment différentiable pour toute
valeur ¢ == ¢,, les dérivées p’, p” étant

. , w
32 " (G — _2-"
(32) P @—90r P’

En appliquant la régle de 1'Hospital on trouve que les fonctions p’, p”
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‘tendent pour ¢t — ¢, vers les limites

. . 1 _
lim p'(t) = 0, lllm p'(t) = - [4le,) — ale,)] p(c,)-

t—>c,,

11 en résulte que les fonctions p, p’ admettent les dérivées p'(c,), p"(c,)
qui sont égales, nécéssairement, aux deux limites en question. Cela
démontre la proposition.

D’aprés (24) on a dans l'intervalle j la relation

0 1\ d
g
—_ =0
f (pﬁ(a) p%c)) ¥%(0)

Remarquons enfin que la fonction définie dans Vintervalle j par
I'expression figurant sous le signe [ et dont la valeur pour chaque
point ¢, est égale & la limite

. 1 1 1 p"(c,)
(33) lim {—-— — -—A--——~) s — S 2B
te, \P*0)  P*c) | y*o) P3(c,) y"*(c,)
est continue dans l'intervalle j.
En résumé, la fonction p jouit, en particulier, des propriétés suivantes:

1° p &= 0 pour tej, 2° pe(t) = p(t) pour t€Ej,
(34)
| T 1\ d
(0}
Y I
PEm 2 J \p%o)  pe) | yP(o)

c

11. Relations mutuelles entre les éléments de Uensemble @Q@. Consi-
dérons & présent deux fonctions quelconques, ¢, ¢, éléments de ’ensemble
Qp: ¢, 7€ Qg@. Les équations (q), (q) ont, par conséquent, la méme
dispersion fondamentale ¢.

Désignons, pour simplifier, 4 = ¢ — gq.

Soit ¢ € j un nombre quelconque. Nous nous intéressons du numbre
de zéros de la fonction A situés entre deux noeuds consécutifs de la
bande (c). Nous n’excluons pas les cas olt ce nombre serait infini.

D’abord, il résulte immédiatement de la seconde formule (28) que,
81 la fonction A Sannule pour la valeur ¢ elle sannule en tous les noeuds
de la bande (c). En d’autres termes, si les fonctions q, q coincident au
point ¢ elles coincident alors en tous les noeuds de la bande (c).

Montrons, en second lieu, que le nombre de zéros de la fouction A
entre deux nocuds consécutifs quelconques de la bande (c) est touwjours
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le méme. En effet, soient c, @(c) et ¢’, @(c’) deux pairs de noeuds
consécutifs de la bande (c) et supposons, par exemple, ¢ < ¢’. On a alors
¢ = @), p(c') = @,p(c), v étant un indice positif convenable. Or,
la fonction ¢,(¢) étant constamment croissante elle fait représenter
biunivoquement lintervalle (c, g(c)) sur (¢, p(c¢’)). La seconde for-
mule (28) montre & son tour que la représentation en question conserve
les zéros de la fonction A4 situés dans les deux intervalles considérés.
1l en résulte la proposition.

On voit, par conséquent, que le nombre de points de coincidence des
fonctions q, q, situés entre deux mnoeuds consécutifs de la bande (c) est
toujours le méme et ne dépend point du choix de ces noeuds.

Cela étant, nous allons démontrer le

- Théoréme. Le nombre de zéros de la fonction A situés entre deux noeuds
consécutifs de la bande (c) est toujours égale au moins a 3 et, en plus, st
la fonction A ne s’annule pas aux noeuds de la bande (c), il est supérieur a 3.

Démonstration. Soient y, § € Bc deux éléments quelconques, de la
bande (c) et p la fonction définie par la formule (29).

D’abord, les relations (34) 1°, 5° montrent que la fonction p prend
pour un nombre x € (¢, @(c)) la valeur p(c). Comme elle prend la méme
valeur p(c) aux points ¢ et ¢(c), sa dérivée, p’, admet au moins deux
zéros, x{, ¥y, compris entre ¢, et z, g(c) respectivement. D’aprés (31)
les nombres z;, z; sont en méme temps des zéros de la wronskienne
correspondante w. Cette fonction w étant aussi nulle aux points ¢, ¢(c),
sa dérivée, w’. a au moins un zéro, z,, compris entre ¢ et z;, puis un
autre, z,, compris entre z; et z, et encore un troisiéme, x;, compris
entre x, et @(c). D’aprés (27) ces nombres z, ,, z; sont en méme temps
des zéros de la fonction 4. La premieére partie de notre proposition
se trouve ainsi démontrée.

Supposons, & présent, que la fonction 4 n’est pas nulle aux points
¢, ¢{c) et de plus, qu’elle admet entre ces points précisément les trois
zéros ,, ¥,. 3. On a alors les inégalités

<X <Xy <y < o) < @) < plx;) < @),

la fonction A étant différente de nulle entre deux termes consécutifs
quelconques de cette suite. Or, si I'on considére la bande (z;) on voit
qu’il y a entre les deux noeuds consécutifs z,, ¢(x,) de Bz, précisément
deux zéros z,, x3 de la fonction 4, ce qui est absurde d’aprés la premiére
partie de la proposition.

Le théoréme est démontré.

Le résultat que nous venons d’obtenir montre que les fonctions ¢, ¢
coincident entre deux noeuds consécutifs quelconques de la bande (c) au
moins en trois points et, en plus, si elles n’ont pas les mémes valeurs
aux noeuds de la bande (c), ia coincidence a liew au moins guatre fois.
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12. Détermination de toutes les équations (q) avec la méme dispersion
Jondamentale. Soit (q) une équation définie et oscillatoire dans I'intervalle
J = (—o0, 0) et soit @ sa dispersion fondamentale.

Choisissons un nombre arbitraire ¢ € j et désignons par y un élément
de la bande (c) de I'ensemble (Qg). Les différents zéros de I'intégrale y,
les noeuds de la bande (c), sont alors ¢, = ¢,(c); » =0, +1, +2, ....

Nous allons démontrer le

Théoréme. Toutes les équations (q) avec la méme dispersion fondamen-
tale @ sont données par la formule

‘ - P’ y' P

35 = 2=

(35) g=q++2 Y’
P étant une fonction arbitraire définie dans Uintervalle j et jouissant des
propriétés telles que (34).

On définit dans la formule (35) la valeur du dernier terme au point c,
par sa vraie valeur 2p"(c,) : p(c).

Démonstration. a. Soit (g) une équation quelconque dont la dispersion
fondamentale est @; on a par conséquent ¢, g€ Q.

Soit § une intégrale de 'équation (q) appartenant a la bande in-
tégrale Bc et soit p la fonction définie conformément & la formule (29).
Cette fonction p jouit des propriétés (34) et vérifie la relation (32).
II en résulte la formule (35).

b. Soit & présent g la fonction définie dans I'intervalle j par la for-
mule (35), p étant une fonction arbitraire jouissant des propriétés (34).

On g’assure d’abord par un calcul élémentaire que la fonction

y(t) = p(t) - y(t)

représente l'intégrale de 1'équation (q), déterminée par les valeurs
initiales #(c) = 0, ¥'(c) = p(c) . ¥’(c). Les fonctions y, § ont, mani-
festement, les mémes zéros ¢, = ¢,(c) (» =0, 4-1, +2,...) et nous
voyons, en tenant compte de la relation §' = p’y + py’, que le rapport
¥’ 1 ¥’ a la méme valeur 1 : p(c) pour tous les zéros en question.

Or, désignons, pour abrégér, par F(o) la fonction définie dans
I'intervalle j par 'expression figurant sous le signe [ dans la formule (34)
5°, et dont la valeur pour chaque point ¢, est égale & la limite (33).

La fonction F est continue dans I'intervalle j et on voit facilement,
en tenant compte de (34) 2°, (15) qu’elle vérifie pour toutes les valeurs ¢

la relation
Flo@®)] ¢'(t) = F(¢).

11 en résulte que la dérivée de l'intégrale définie de t & ¢(t) de la
fonotion F est nulle, de sorte que cette intégrale ne dépend pas de t.
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On a, par conséquent, d’aprés (34) 5°,
‘ ¢ o(€)
f F(o)do = j F(o) do = 0,

t c

d’ou résulte la relation

[50]

k 1 1
f( P F y2(o>)d"“° (b= 1:)

Si I'on applique maintenant le résultat du No 9 on voit que les équa-
tions (q), (q) ont la méme dispersion fondamentale ¢.
Le théoreme est démontré.

13. Nous allons terminer nos considérations par la remarque suivante.

On s'est occupé & plusieurs reprises des équations (q) qui jouissent
de la propriété que deux zéros consécutifs de leurs intégrales ont toujours
la méme distance mutuelle, égale, par exemple, 4 z. Récemment
M. F.Neumann ([4]) a indiqué une formule qui entraine toutes les
équations (q) ayant cette propriété.

Or. il est évident que les équations en question sont précisément
celles. dont la dispersion fondamentale, @, est () =t + = Parmi
ces équations figure, naturellement, I’équation (q) au coefficient ¢(t) =
= —1. dont I'intégrale, y. déterminée par les valeurs initiales y(c) = 0,

y'(c) = 1 est la fonction y(t) = sin (¢ — ¢).

En appliquant le théoréme précédent (¢ = 0) on trouve que, foutes
les équations (q) dont les intégrales ont leurs zéros consécutifs placés en
distances égales, 7, sont données par la formule

p(t) 9 P'(t)
p(t) p(t)

p étant une fonction arbitraire définte dans Uintervalle j et jouissant des
propriétés suivantes:

(36) () = —1

cotg ¢,

1°p £ 0pourtey, 2°p(t+ n)=p(t) pour tej, 3°pel,,

90 =0, 5°f (zﬂ(a) 0))sm2
0

Si 'on pose p(t) = p(0) . exp f(t), la formule (36) donne
qt) = —1 + (1) + f'%t) + 2f'(t) . cotgpt,
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f étant une fonction arbitraire définie dans I'intervalle j = (—o0, 00)
et jouissant des propriétés suivantes:
ft+ =) = f@t) pour tej;  feCy  f(0)=f"(0) =0,
T
-2 —1
f exp (—2f(o) =1,

sin?g

o=0.
0

C’est précisément le résultat de M. F. Neuman.
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