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U N I O N G R A P H D E R F A M I L I E VON Z E R L E G U N G E N 
I N E I N E R MENGE 

Mitteilung auf der Konferenz über die Theorie der Graphen 
inLiblice(ÖSSR)1961. 

VACLAV H A V E L , BRNO 

Eingegangen am 4. November 1964 

0. Ore hat in [3] einige Grundeigenschaften eines Paares von Zer­
legungen auf der Menge graghentheoretisöh untersucht. Im weiteren 
sollen gewisse Modifikationen des Oreschen Verfahrens für ein Paar 
der Zerlegungen in einer Menge, bzw. für eine willkürliche Familie der 
Zerlegungen in einer Menge gegeben werden. Es wird sich dabei eher 
um die Einführung neuer Begriffe als um die Ableitungen von neuen 
Ergebnisse handeln. 

Es sei M eine feste nichtleere Menge. Wir bezeichnen ffl = J4?(M) 
die Menge aller Zerlegungen in M, welche folgenderweise teilweise 
geordnet wird: für A, B e J4? gilt A ^ B gerade dann, wenn jeder 
A-Block in einem gewissen B-Block enthalten wird. Es ist gut bekannt, 
daß in dieser Weise aus jj? ein vollständiger Halb verband entsteht und 
daß die Menge aller Zerlegungen auf M einen vollständigen Unter­
verband in Jf5 bildet. 

Definition 1. Es sei A — (At)lEJ eine willkürliche Familie von Zer­
legungen in M. Man konstruiert den Graphen G = G(A) so: ist (aiy)yeK 

die Familie aller A rBlöcke (v e J) so identifiziert man J x K mit der 
Knotenmenge des Graphen G und zwei solche Knoten verbindet man 
durch eine Graphenkante gerade dann, wenn die entsprechenden 
Blöcke aix inzidieren. Einen solchen Graphen G nennen wir Uniongraph 
der Familie A.2 

Aus Definition 1 folgt sofort die Existenz der chromatischen Zerlegung 
([4], S. 178) von G in card J Klassen, die immer aus allen Itnoten (&, x), 
HG K, bei festen ^ e J gebildtet werden. Eine solche chromatische Zer­
legung von G nennen wir natürlich. 

Man sieht leicht an, daß auch umgekehrt zu jedem c-chromatischen 
Graphen H eine solche Menge N und Familie B der Zerlegungen in N 

1 Wir gebrauchen die Terminologie und Bezeichnungen aus [1], [3], [5], [6]. 
2 Die Bezeichnung „union graph" hat für den Fall eines Paares von Zerlegungen 

auf M schon 0. O r e eingeführt ([3], S. 580). 
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zugeordnet werden kann, daß sich H als Uniongraph für B, c = card B, 
erweist. 

Wir kehren wieder zum Uniongraphen G = G(A) zurück und be­
schränken uns nur auf die Familie A der Zerlegungen auf M. Dann 
ist card J die chromatische Zahl von G und besonders für card J = 2 
bekommen wir den ursprünglichen ,,Uniongraphen" (union graph) 
von 0. Ore ([6], S. 580). 

Umgekehrt kann man jedem Graphen H mit chromatischer Zahl c 
eine solche Menge N und Familie B der Zerlegungen auf N so zuordnen, 
daß H der Uniongraph für B ist und c = card B. Wir haben so eine 
gewisse Interpretation für die Graphen gegebener chromatischer Zahl. 

Definition 2. Unter dem Übergang in G = G(A) verstehen wir einen 
vollständigen Untergraphen, der aus jeder Klasse der natürlichen 
chromatischen Zerlegung gerade einen Knoten enthält. 

Definition 3. Die Familie A heißt verkuppelt, wenn jeder Knoten des 
Graphen G gerade in einem Übergang dieses Graphen liegt. Die Fa­
milie A heißt halbverkuppelt, wenn in G wenigstens ein Übergang 
'existiert und wenn jeder Knoten aus G höchstens in einem Übergang 
liegt. 

Definition 4. Die Familie A heißt von oben verschlingend, wenn sich 
jeder sup A-Block auch als Aa-Block für gewisses oce J erweist. Die 
Familie A heißt von unten verschlingend, wenn inf A existiert und wenn 
sich jeder inf A-Block auch als ein Aia-Block für gewisses a e J erweist. 

Definition 5. Die Familie A heißt gesättigt* wenn jeder sup A-Block 
folgende Eigenschaft besitzt: jeder ^4a-Block, der in diesem sup A-Block 
liegt, inzidiert mit allen A^-Blöcken (ß =5-= a), die in diesem sup A-Block 
liegen. 

Definition 6. Wir sagen, daß die Zerlegung Aa e A(cc e J) in A anhängt, 
wenn zu jedem Paare verschiedener in demselben sup A-Block liegender 
Ala-Blöcke ein solcher .A^-Block existiert, der mit beiden diesen Blöcken 
inzidiert (für gewisses ß e J). 

Definition 7. Die Familie A der Zerlegungen auf M nennen wir 
distributiv, wenn für jede Zerlegung B auf M die Beziehung B —* ̂ -* At = 

tej 

- = w (B ^ A%) besteht. 
%eJ 

Aus der Definition des Uniongraphen*der Familie A und aus der 
Charakterisierung des Supremums und des Infimums nach [1], S. 16—19 
folgt sofort. 

8 Für card J == 2 und für die Zerlegungen auf der Menge handelt es sich um 
komplementäre (O. Borüvka), assoeiable (P. Dubreil) oder auch vertauschbare 
(0. Ore) Zerlegungen bzw. Äquivalenzrelationen auf der Menge. 
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Behauptung 1. Die Zerlegung sup A kann man eineindeutig auf die 
Komponentenmenge von G abbilden. Die Zerlegung inf A existiert gerade 
dann, wenn in G wenigstens ein Übergang existiert; die Zerlegung inf A 
ist dann eineindeutig auf die Menge aller Übergänge in G abbildbar. 

Behauptung 2. Ist die Familie A von oben verschlingend, dann existiert 
in jeder Komponente von G ein einziger privilegierter Knoten, der mit 
allen Knoten der Komponente verbunden wird, die nicht in derselben 
chromatischen Klasse liegen; handelt es sich um eine Familie der Zer­
legungen auf M und ist die vorige Eigenschaft erfüllt, so erweist sich A 
als von oben verschlingend. Ist die Familie A von unten verschlingend, 
dann ist die Menge der Übergänge in G nicht leer und jeder Übergang 
in G enthält gerade einen privilegierten Knoten, der mit keinem Knoten 
außerhalb des untersuchten Überganges durch eine Graphenkante ver­
bunden wird; handelt es sich um eine Familie A der Zerlegungen auf M 
und ist die vorige Eigenschaft erfüllt, so ergibt sich A als von unten ver­
schlingend. 

Behauptung 3. Die Zerlegung Aa e _A(a e J) erweist sich als anhängend 
in A gerade dann, wenn jede zwei in derselben Komponente liegende Knoten 
aus zu Aa gehörender natürlicher chromatischer Klasse durch Graphen­
kanten mit demselben Knoten verbunden werden. 

Die Beweise der Behauptungen 2, 3, 4 folgen leicht nach Definitionen 
4, 5, 6 durch Übertragung vom zerlegungstheoretischen ins graphen­
theoretische. 

Behauptung 4. Im Paare (Ax, A2) ist Ax gerade dann anhängend, wenn 
A = Ax— (A — A2) gilt für jede solche Zerlegung A e Jf?, At ^ A ^ 
S Ax<^ A2, für welche Ax^> A2 existiert. 

Beweis. Die Bedingung ist notwendig: Nach Ax S A, A *-»* A2 ^ A 
ist auch Ax >-*• (A -— ^42) ^ A, so daß noch Ax —*- (A — ̂ 42) ^ AI zu be­
weisen verbleibt. Und tatsächlich, ein willkürlicher A-Block a liegt 
in einem gewissen Ax ^-* A 2- Block b und dieses b ist Mengen Vereinigung 
von bestimmten ausgezeichneten ^-Blöcken und von bestimmten aus­
gezeichneten ^42-Blöcken, wobei nach Voraussetzung zwei verschiedene 
ausgezeichnete ,ArBlöek>e (.42-Blöcke) immer mit demselben aus­
gezeichneten ^42-Block (^4x-Block) inzidieren. Wir führen die Durch­
dringung (von O. Borüvka) mit A-Block a aus und sehen, daß sich 
dieser Block als Mengen Vereinigung voriger ausgezeichneter ^-Blöcke 
mit den von ausgezeichneten ^42-Blöcken abgeleiteten A — Al2-Blöcken 
erweist bei Erhaltung bezüglicher Inzidenzen. Daraus ist es ersichtlich, 
daß .A-Block a im bestimmten Ax ^ (̂ 4 — A2)-Block liegt, was zu 
zeigen war. 

Die Bedingung ist hinreichend:4 Es sei die Zerlegung A so gewählt, 

4 Vgl. [3], S. 580—582. 
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daß sie mit Ax stimmt bis auf ^4rBlöcke ax =5-= bx, deren Mengenver­
einigung ein AI-Block a sei; dabei verlangen wir, damit ax und bx in 
demselben Ax^-A2-Block liegen, so daß A ^ Ax^-^ A2, und A erfüllt 
also beide vorgeschriebene Bedingungen. Dann existiert die Ketten­
verbindung5 zwischen ax,bx, die durch ^-Blöcke und A. ̂  ^42-Blöeke 
vermittelt wurde. Außer ae A ist aber jeder A *-̂  Ai2-Block der Durch­
schnitt von CXE Ax, c2e A2, ax =7-- cx ^ bx, so daß ein d2e A2 inzident 
zu ax, bx existiert. 

Behauptung 5. Existiert das Infimumvon A,B e Jf, ist b* die Mengen­
vereinigung aller mit gegebenem B-Block b inzidenten A-Blöcke und ist 
CG A^ B, c ZD &*, so ist (c n A, ,6* n (A -—* B)) ein Paar von halb­
verkuppelten Zerlegungen. 

Beweis.6 Zu jedem -A-Block a cz c ordnen wir entweder den 
6* n (A *-* i?)-Bloek a' cz a, wenn a mit b inzidiert oder ordnen wir 
kein Bild, wenn a mit b nicht inzidiert. Daraus folgt dann schon der 
verlangte Schluß. — Sind alle in c enthaltene A-Blöcke mit b inzident, 
ist (cn A, 6* n (A — B)) ein verkuppeltes Paar und diese Situation 
tritt insbesondere dann, wenn (A, B) gesättigt ist. 

Durch Umformung des Oreschen Beweises aus [3], S. 582—583 und 
585 kann man weiter folgende Ergebnisse bestätigen: 

Behauptung 6. Enthält der Uniongraph eines Paares von Zerlegungen 
Ax, A2 keine Kreise, so existiert die Zerlegung A, Ax ^ A ^ A^A2, 
Ax ^ A—* (Ax ^ A2). Existiert für Ax, A2 die Zerlegung Ax — A2 und 
enthält der entsprechende Uniongraph keine Kreise, so gilt Ax^ (A ^ A2) = 
=- A—'(AX^A2) für jede Zerlegung A ^ Ax, für welche Ax ^ (A — A2) 
existiert. 

Behauptung 7. Die Familie A ist distributiv dann und nur dann, wenn 
sie sich von oben verschlingend erweist. 
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