Archivum Mathematicum

Véclav Havel
Uniongraph der Familie von Zerlegungen in einer Menge

Archivum Mathematicum, Vol. 1 (1965), No. 4, 217--220

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/104594

Terms of use:

© Masaryk University, 1965

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/104594
http://project.dml.cz

217

UNIONGRAPH DER FAMILIE VON ZERLEGUNGEN
IN EINER MENGE

Mittetlung auf der Konferenz iiber die Theorie der Graphen
in Liblice ((SSR) 1961.

Vicvav HaverL, Bryo

Eingegangen am 4. November 1964

@. Ore hat in [3] einige Grundeigenschaften eines Paares von Zer-
legungen auf der Menge graphentheoretisch untersucht. Im weiteren
sollen gewisse Modifikationen des Oreschen Verfahrens fiir ein Paar
der Zerlegungen in einer Menge, bzw. fiir eine willkiirliche Familie der
Zerlegungen in einer Menge gegeben werden. Es wird sich dabei eher
um die Einfiihrung neuer Begriffe als um die Ableitungen von neuen
Ergebmsse handeln.

Es sei M eine feste nichtleere Menge. Wir bezeichnen 5 = (M)
die Menge aller Zerlegungen in M, welche folgenderweise teilweise
geordnet wird: fir 4, Be# gilt 4 < B gerade dann, wenn jeder
A-Block in einem gewissen B-Block enthalten wird. Es ist gut bekannt,
daB in dieser Weise aus 5 ein vollstindiger Halbverband entsteht und
daf die Menge aller Zerlegungen auf M emen vollstindigen Unter-
verband in S bildet.

Definition 1. Es sei A = (4,),c; eine willkiirliche Familie von Zer-
legungen in M. Man konstruiert den Graphen G = G(A) so: ist (@,,)xex
die Familie aller A4,-Bl6cke (v € J) so identifiziert man J x K mit der
Knotenmenge des Graphen G und zwei solche Knoten verbindet man
durch eine Graphenkante gerade -dann, wenn die entsprechenden
Blscke a,, inzidieren. Einen solchen Graphen G nennen wir Uniongraph
der Familie A.2 .

Aus Definition 1 folgt sofort die Existenz der chromatischen Zerlegung
([4], S. 178) von G in card J Klassen, die immer aus allen Knoten (2, %),
%€ K, bei festen e € J gebildbt werden. Eine solche chromatische Zer-
legung von G nennen wir natirlich.

Man sieht leicht an, daBl auch umgekehrt zu jedem c- chromatlschen
Graphen H eine solche Menge N und Familie B der Zerlegungen in N

1 Wir gebrauchen die Terminologie und Bezeichnungen aus [1], [3], [5], [6].
? Die Bezeichnung ,,union graph‘‘ hat fiir den Fall eines Paares von Zerlegungen
auf M schon ¢. Ore eingefithrt ([3], S. 580). ’
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zugeordnet werden kann, dal sich H als Umongraph fiir B, ¢ = card B,
erweist.

Wir kehren wieder zum Uniongraphen G = G(A) zuriick und be-
schridnken uns nur auf die Familie A der Zerlegungen auf M. Dann
ist card J die chromatische Zahl von G und besonders fiir card J = 2
bekommen wir den wurspriinglichen ,,Uniongraphen® (union graph)
von ). Ore ([6], S. 580).

Umgekehrt kann man jedem Graphen H mit chromatischer Zahl ¢
eine solche Menge N und Familie B der Zerlegungen auf N so zuordnen,
daB H der Uniongraph fiir B ist und ¢ = card B. Wir haben so eine
gewisse Interpretation fiir die Gra.phen gegebener chromatischer Zahl.

Definition 2. Unter dem Ubergang in G = G(A) verstehen wir einen
vollstindigen Untergraphen, der aus jeder Klasse der natiirlichen
chromatischen Zerlegung gerade einen Knoten enthilt.

Definition 3. Die Familie A heillt verkuppelt, wenn jeder Knoten des
Graphen G gerade in einem Ubergang dieses Graphen liegt. Die Fa-
milie A heiBt halbverkuppelt, wenn in G wenigstens ein Ubergang
‘existiert und wenn jeder Knoten aus G héchstens in einem Ubergang
liegt.

Definition 4. Die Familie A heilit von oben verschlingend, wenn sich
jeder sup A-Block auch als A4,-Block fiir gewisses a € J erweist. Die
Familie A heillt von unten verschlingend, wenn inf A existiert und wenn
sich jeder inf A-Block auch als ein 4,-Block fiir gewisses « € J erweist.

Definition 5. Die Familie A heillt gesdttigt,® wenn jeder sup A-Block
folgende Eigenschaft besitzt: jeder 4,-Block, der in diesem sup A-Block
liegt, inzidiert mit allen A4;-Blocken (8 # «), die in diesem sup A-Block
liegen.

Definition 6. Wir sagen, dafl die Zerlegung A, € A(« € J) in A anhiingt,
wenn zu jedem Paare verschiedener in demselben sup A-Block liegender
A,-Blocke ein solcher 4;-Block existiert, der mit beiden diesen Blécken
inzidiert (fiir gewisses g € J).

Definition 7. Die Familie A der Zerlegungen auf M nennen wir
distributiv, wenn fiir jede Zerlegung B auf M die Beziehung B ~ — 4,=

€]
. = — (B~ 4,) besteht.
w6

Aus der Definition des Uniongraphen’der Familie A und aus der
Charakterisierung des Supremums und des Infimums nach [1], S. 16—19
folgt sofort.

3 Fiir card J = 2 und fiir die Zerlegungen auf der Menge handelt es sich um
komplementdre (O. Boruvka), associable (P. Dubreil) oder auch wertauschbare
(0. Ore) Zerlegungen bzw. Aqmvalenzrelatlonen auf der Menge.
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Behauptung 1. Die Zerlegung sup A kann man eineindeutig auf die
Komponentenmenge von G abbilden. Die Zerlegung inf A existiert gerade
dann, wenn in G wenigstens ein Ubergang existiert; die Zerlegung inf A
ist dann eineindeutig auf die Menge aller Uberginge in G abbildbar.

Behauptung 2. Ist die Familie A von oben verschlingend, dann existiert
in jeder Komponente von G ein einziger privilegierter Knoten, der mit ~
allen Knoten der Komponente verbunden wird, die nicht in derselben
chromatischen Klasse liegen; handelt es sich um eine Familie der Zer-
legungen auf M und ist die vorige Eigenschaft erfiillt, so erweist sich A
als von oben verschlingend. Ist die Familie A von unten verschlingend,
dann ist die Menge der Uberginge sn G nicht leer und jeder Ubergang
. G enthilt gerade einen privilegierten Knoten, der mit keinem Knoten
auferhalb des untersuchten Uberganges durch eine Graphenkanté ver-
bunden wird; handelt es sich um eine Familie A der Zerlegungen auf M
und st die vorige Eigenschaft erfiillt, so ergibt sich A als von unten ver-
schlingend.

Behauptung 3. Die Zerlegung A, € A(x € J) erweist sich als anhidngend
in A gerade dann, wenn jede zwei in derselben Komponente liegende Knoten
aus zu A, gehorender natiirlicher chromatischer Klasse durch Graphen-
kanten mit demselben Knoten verbunden werden.

Die Beweise der Behauptungen 2, 3, 4 folgen leicht nach Definitionen
4,5,6 durch Ubertragung vom zerlegungstheoretischen ins graphen-
theoretische.

Behauptung 4. Im Paare (A, 4,) ist A, gerade dann anhingend, wenn
A=A, — (A~ 4,) gilt fiir jede solche Zerlegqung AcH#, A, £ A <
< A, A,, fir welche A, —~ A, existiert.

Beweis. Die Bedingung ist notwendig: Nach 4, £ 4, 4 ~4, £ 4
ist auch 4, — (4 ~ 4,) £ 4, s0 daBl noch 4, — (4 ~4,) = 4 zu be-
weisen verbleibt. Und tatséichlich, ein willkiirlicher A4-Block a liegt
in einem gewissen 4, — A4,-Block b und dieses b ist Mengenvereinigung
von bestimmten ausgezeichneten A4,-Blocken und von bestimmten aus-
gezeichneten A4,-Blocken, wobei nach Voraussetzung zwei verschiedene
ausgezeichnete A4,-Blocke (A4,-Blocke) immer mit demselben aus-
gezeichneten A4,-Block (A,-Block) inzidieren. Wir fithren die Durch-
dringung (von O. Boriivka) mit 4-Block a aus und sehen, dal sich
dieser Block als Mengenvereinigung voriger ausgezeichneter 4,-Blécke
mit den von ausgezeichneten A4,-Blocken abgeleiteten 4 ~ A4,-Blocken
erweist bei Erhaltung beziiglicher Inzidenzen. Daraus ist es ersichtlich,
daB A4-Block @ im bestimmten A, — (4 —~ A,)-Block liegt, was zu
zeigen war. :

Die Bedingung ist hinreichend:* Es sei die Zerlegung 4 so gewghlt,

4 Vgl. [3], S. 580—582.
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daB sie mit 4, stimmt bis auf A4,-Blécke a; # b,, deren Mengenver-
einigung ein A4-Block a sei; dabei verlangen wir, damit @, und b, in
demselben 4, — A4,-Block liegen, so dal 4 £ 4, — A4,, und A erfiillt
also beide vorgeschriebene Bedingungen. Dann existiert die Ketten-
verbindung?® zwischen a,, b;, die durch 4,-Blécke und 4 —~ 4,-Blocke
vermittelt wurde. AuBler a € 4 ist aber jeder 4 —~ 4,-Block der Durch-
schnitt von ¢, € 4,, ¢, € 4,, a, 5 ¢, # b,, so dal ein d, € 4, inzident
zu a,, b, existiert.

Behauptung 5. Existiert das Infimumvon A, B € S, ist b* die Mengen-
vereinigung aller mit gegebenem B-Block b inzidenten A-Blécke und ist
ceAd—B, ¢ 5 b* so tst (c A, b* n(A~B)) ein Paar von halb-
verkuppelten Zerlegungen.

Beweis.® Zu jedem A-Block @ < ¢ ordnen wir entweder den
b* m (A ~ B)-Block a' = @, wenn e mit b inzidiert oder ordnen wir
kein Bild, wenn @ mit b nicht inzidiert. Daraus folgt dann schon der
verlangte SchluB. — Sind alle in ¢ enthaltene 4-Blocke mit b inzident,
ist (cm 4, b* N (4 —~ B)) ein verkuppeltes Paar und diese Situation
tritt insbesondere dann, wenn (4, B) geséttigt ist.

Durch Umformung des Oreschen Beweises aus [3], S. 582—583 und
585 kann man weiter folgende Ergebnisse bestétigen:

Behauptung 6. Enthilt der Uniongraph eines Paares von Zerlegungen
Ay, A, keine Kreise, so existiert die Zerlegung A, A, < A < A—A4,,
A, # A~ (4, —~ A,). Eaxistiert fiir Ay, A, die Zerlegung A, ~ A, und
enthilt der entsprechende Uniongraph keine Kreise, so gilt A; ~ (A — A,) =
= A—(A4,~A4,) fir jede Zerlegung A = A,, fiir welche 4, ~ (4 — 4,)
existiert.

Behauptung 7. Die Familie A ist distributiv dann und nur dann, wenn
ste sich von oben verschlingend erweist.
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