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ARCH. MATH. 1, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS
XI: 53-66 1975

EINIGE KOMBINATORISCHE IDENTITATEN

ROBERT KARPE, Brno
(Eingegangen am 20. August 1973)

In dieser Behandlung suchen wir die Anzahl aller Variationen, bzw. Kombina-
tionen, die eine gewihlte Anzahl der verschiedenen Elemente enthalten. Bei der
Losung dieser Aufgabe entdecken wir neue kombinatorischen Identitéten.

Definition 1. n sei eine fest gewdhlte natiirliche Zahl und r € [0, n] sei eine ganze
Zahl.

Das Symbol M, bezeichnet die Menge der n gegebenen Elemente, die voneinander
verschieden sind:

(l) Al,l = (al,az,..., a").
Wir konnen aus dieser Menge (Z) verschiedene r-gliedrige Untermengen aus-

nehmen, und diese in die bekannte lexikographische Folge aneinanderreihen:

(2) (01, azs -5 Qpy, ar)’ (ali Ay oees Qpyq, ar+1)s AR

LS ] (an—r+13 Qner425 0> a,,).

Das Symbol M, ; bezeichnet die j-te r-gliedrige Menge aus dieser Folge;j = 1,2, ...,
n
r
Fiir die leere Menge beniitzen wir das Symbol @ anstatt My, und M,, = M,.
Das Symbol M,; bezeichnet das Komplement zur Menge M,;, so dass gilt: M,; v
UM, =M, M,;,nM,; =0.

cesy

Vereinbarung 1. Wir leiten hier die Formeln einesteils fiir die Variationen, ander-
teils fiir die Kombinationen ab. Deshalb, wie weit die Ableitung gemeinsam wird,
wollen wir das Termin ,,Komplexion* als ein stellvertretendes Termin fiir ,, Variation*
oder ,,Kombination** beniitzen.

Definition 2. k, n, seien fest gewahlte natiirliche Zahlen und r € [0, ] sei eine
ganze Zahl.

Das Symbol A*[M,;], bzw. A*(r), bezeichnet die Menge, bzw. die Anzahl aller
Komplexionen k-ter Klasse, die aus allen Elementen der Menge N < M,;, mit
Wiederholung, hergestellt werden.
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Das Symbol B*[M,;], bzw. B(r), bezeichnet diec Menge, bzw. die Anzahl aller
Komplexionen k-ter Klasse, die aus allen und nur aus allen Elementcn der Menge M,;,
mit eventueller Wiederholung, zusammengestellt werden.

Wenn k < n — r, gilt also: B[M,;] = 8.

Wenn k = n — r, sind die Komplexionen von B*[M,;] ohne Wiederholung.

Wenn k > n — r, muss jede Komplexion von B*[M,;] mit Wiederholung der
Elemente a; hergestellt werden.

Bemerkung 1. Die Menge 4*[M, ], bzw. B*[M, ], kann auch als die Untermenge
aller solcher Komplexionen e A*[0] bezeichnet werden, bei welchen wenigstens, bzw.
gerade die Elemente a, € M,; fehlen.

Es gilt offenbar:

3 a) A[9] o A'[M,] o B [M,;],
b) AX0) 2 A"(r) > BY(r).

Weiter, wie aus der elementaren Kombinatorik bekannt ist, gilt (bei der Anwendung
der obigen Symbole):

(€)) A¥r) = (n — r)k, 0sr=n-1, k=123, ..,

wenn die Komplexionen die Variationen bedeuten.

©) A*Q):("“’Zk_l), 0Osrsn—1, k=123, ..,

wenn die Komplexionen die Kombinationen bedeuten.

Definition 3. Das Symbol 2, bezeichnet die Menge, derer Elemente sind gerade
alle voneinander verschiedene Mengen A M,;] < 4[0], r=0, 1, ..., n—1;
. hn :
ji=1L2, .., .

Das Symbol 2, bezeichnet die Menge, derer Elemente sind alle Komplexionen von
allen Mengen 4*[M,;] € %, so dass die Menge Ay die innen ungetrennte Versammlung
(weiter nur ,,Versammlung®) aller (d.i. nicht immer voneinander verschiedener)
Komplexionen der Menge %, bedeutet.

Das Symbol () bezeichnet die Anzahl aller Komplexionen, die in der Menge 2},
enthalten werden.

Lemma 1. s, r, seien ganze Zahlen, die die Ungleichheit 0 < s < r £ n erfiillen.
M,, sei eine fest erwihlte Untermenge der Menge M,.
Aus der Menge A4*[0] konnen wir summarisch :) verschiedene Untermengen

A"[M,;] ausnehmen, von denen jede je eine Untermenge B*[M,.] enthalt.
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Beweis. 1. Die Menge M,, besteht aus r verschiedenen Elementen @;. Man kann
r . .
also aus der Menge M, gerade (s) verschiedene Untermengen M, ausnehmen, die

immer s verschiedene Elemente a;e M,, enthalten. Ein beliebiges Element der
Menge A*[M,,] ist eine Komplexion, in deren Aufstellung wenigstens die Elemente
a; € M,, fehlen. Es gilt also B'[M,,] = A*[M,,].

2. Betrachten wir nun eine beliebige Menge M,, = M,, die wenigstens ein Element
a, ¢ M,, beinhaltet. Dann fehlt dieses Element a, in jeder Komplexion € 4[M,,],
dagegen aber fehlt dasselbe Element g, in keiner Komplexion e BX[M,,]. Daraus
geht unmittelbar hervor: B[M,,] ¢ 4*[M,,].

Bemerkung 2. Aus der Menge 4*[0] kann man summarisch (Z) verschiedene

Mengen A*[Mj;] ausnehmen und von diesen erhalten immer gerade (:) Mengen je

eine fest gewihlte Untermenge B*[M,.,].

Lemma 2. m sei eine natiirliche Zahl. Dann gilt:

©) io = (’;’) —o.

Beweis — ist offenbar aus der Durchfiihrung des Binoms (x — y)™ nach dem
Binomischen Satz, wenn x = y =1 gilt.

Postulat o. 1. Jede Komplexion aus jeder Menge A*[M,;] €, soll mit dem
Zeichen (—1)° versehen werden.

2. Zwei Komplexionen, die bis auf das Zeichen miteinander {ibereinstimmen,
sollen sich gegenseitig aufheben, sobald sie (bei der Versammlung) in die gemeinsame
Menge 2 fallen.

Lemma 3. Lassen wir das Postulat « zu. Dann — durch die Versammlung in der
Menge U, — bekommen wir die Menge Ay = B'[9].

Beweis. re[1, n] sei ein fest gewihlter Index. M,, sei eine willkiirlich aber fest
gewihlte Untermenge der Menge M,. Dann, nach dem Lemma 1, existieren fiir

einen festen Index s, (0 < s < r) gerade :) verschiedene Mengen 4*[M,,] = 4*[0],

von denen jede je eine Untermenge B*[M,,] enthilt. Wenn also s iiber alle Zahlen
0, 1, ..., n — 1 durchliuft, dann sieht man, nach dem Lemma 2, dass eben so viele
Mengen A*[M,,] = A*[#] mit geradem wie mit ungeradem Index s existieren, die
je eine Menge B"[M,,] enthalten. Die Menge U, enthilt — als ihre Elemente — alle
verschiedenen Mengen A*[M,;] < A*[0], und zwar jede von diesen gerade einmal.
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Wenn wir also die Versammlung der Menge %, durchfiihren und zugleich das Postu-
lat o zulassen, dann zerstoren sich gegenseitig alle Komplexionen der Menge Uy,
die immer als Elemente irgendwelcher Menge B'[M,,] bevor der Versemmlung
existierten. Dabei M,, ¢ M, wurde willkiirlich ausgewéhlt; d.h. dies gilt fiir jede
Menge M,; M,, 1 £ r < n— 1. Nur jene Komplexionen in %} bleiben, die von
der Menge B*[0] stammen, weil es gilt: B[0] c 4*[#] und zugleich fiir r = 1 gilt:
B9] & A*[M,,], siche die Bemerkung 1.

Definition 4. n, k, seien beliebige natiirliche Zahlen und r € [0, n — 1] sei eine
ganze Zahl.

Das Symbol V,,'f,,_,, bzw. C¥,_,, bezeichnet die Anzahl aller Variationen, bzw.
Kombinationen, k-ter Klasse, die von n voneinander verschiedenen Elementen (mit

event. Wiederholung) hergestellt werden und dabei gerade n — r voneinander ver-
schiedene Elemente enthalten.

Satz 1. Es gelten folgende Formeln:

n—1
(7-2) vE. =Y (-1). (:l) .(n—s),
s=0
n—1
(7-b) C:"=Z(_1)s-<n)'(n—s+k 1>.
’ s=0 S k
Beweis ad a). Die Komplexionen seien nun Variationen. Dann, nach der Defini-
n-=1
tion 3 und nach der Relation (4), gilt: (;) = Y (:) (n — s)*, weil fiir jeden Index
s=0

. n . - n
s€[0, n — 1] immer s verschiedene Mengen M;; = M, existieren, also auch s

verschiedene Mengen A*[M,;] €¥,. Jede von den Mengen 4*[M,;] beinhaltet dabei
AX(s) =(n — s)* Variationen. Wenn wir nun die Giiltigkeit des Postulates o zulassen,

dann — nach dem Lemma 3 — gilt: (2}) = BX0) = :z:::(— 1)°. (:) . (n = s)*. Endlich,
aus dem Verhaltniss der Definition 2 und 4, gilt in diesem Falle: BX0) = V,¥,.
Beweis ad b). Die Komplexionen seien nun Kombinationen. Dann, nach der
Definition 3 und nach der Relation (5), gilt: (2}) = :g: (:) . (” - : kg-:il). Das
weitere Verfahren ist ganz dhnlich wie ad a).
Lemma 4. i, j, seien zwei verschiedene ganze Zahlen aus dem Interval [1, (’:)],
wo die ganze Zahl re[1, n — 1] ist. Dann gilt:
®) B[M,] n B\[M,;] = 8.
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Beweis. Es existiert offenbar wenigstens ein Element a5 € M,,, fiir das gilt: a, € M,;,
a, ¢ M,;. Das aber, nach der Definition 1, bedeutet: a, ¢ M,;, a, € M,;. Das Element
a, wird demnach beinhaltet in jeder Komplexion € BX[M,;] und zugleich in keiner
Komplexion € B[ M,,]. Es existiert also keine Komplexion, die den Mengen B*[M, ],
B*[M,;] gemeinsam Wire.

Definitition 5. r € [1, n — 1], sei eine ganze Zahl.
Das Symbol B{[r], bzw. BX(r), bedeutet die Menge, bzw. die Anzahl aller Komple-
xionen, die man durch folgende Vereinigung bekommt:

) BY[r] = BIM,] 0 BM,;] U ...  BIM, (o).

Bemerkung 3. Aus den Definitionen 2 und 5 geht, mit Hinsicht auf das Lemma 4,
hervor:

(10) BY(r) = (;‘) Br), r=0,1,..,n—1.

Definition 6. s € [0, n — 1] sei eine fest gewihlte ganze Zahl.
Das Symbol A4[s] bezeichnet die Menge, deren Elemente gerade alle voneinander

verschiedenen Mengen 4*[M,;] sind; i = 1,2, ... (Z)

Das Symbol A%(s) bezeichnet die Anzahl aller (nicht immer voneinander ver-

schiedener) Komplexionen, die die Versammlung in der Menge 4*[s] bilden.
Bemerkung 4. Aus den Definitionen 2 und 6, geht sofort hervor: A%(s) = (';) .

. AX(s), so dass mit Hinsicht auf die Formel (4), resp. (5), gilt

a) fiir Variationen:

(11) A:(s)=(;l>.(n——s)", s=0,1,...,n -1
b) fiir Kombinationen:
(12) A:(s)=<:).(n—s:k—l), s=0,1,...,n— 1.

Lemma 5. Es seien r, s, ganze Zahlen, die der Ungleichung 0 < s <r<n-1
geniigen.

Die Menge A%[s] beinhaltet (;) wechselseitig iibereinstimmende Mcngen By[r],
oder mit anderen Worten: Die Menge Bi[r] wird (;)-mal enthalten in der Menge
ALLs). '
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Beweis. Betrachten wir eine beliebige Menge Bi[M,.] = A*[0]. Diese wird —

_ r
nach dem Lemma 1 — in der Menge 4;[s] summarisch | _ }-mal enthalten. Dasselbe

gilt aber fiir jede Menge B*[M,;| = A*[@], j = 1,2, ,(:l), und diese Mengen

sind — nach dem Lemma 4 — gegenseitig disjunkte Mengen. Daraus geht unseres
Lemma sofort hervor.

Wir wollen nun eine schematische Darstellung anfiihren, die den Zusammenhang
zwischen den einzelnen Mengen 4X[s], (s = 0, 1, ..., r)und Bi[r],(r = 0,1, ...,n—1)
andeuten sollte.

Das angefiihrte Diagramm ist folgenderweise zu verstehen:

Die Nummer, die in der r-ten Reihe und s-ten Spalte liegt, zeigt uns, wievielmal die
Menge Bi[r] in der Menge 4,[s] beinhaltet wird. Nach dem Lemma 5, befindet sich
an dem erwihnten Ort die Nummer (;) . Mit Hinsicht zu dem Umfang der Indexen:

s=0,1,...,r,r=0,1, ..., n — 1, bilden die Zahlen dieses Diagrammes, die wir
in weiterem als ,,Elemente des Diagrammes* benennen wollen, das bekannte
Pascal’sche System, das hier, freilich, mit der (# — 1)-ten Reihe beendigt wird.

| s- 0 1 2 3 4
r 4;[0] 4:1] 4[2] 431 A4
!
0 Bi[0] 1
1 Bi[1] 1 1
2 Bi[2] 1 2 1
3 B3] 1 3 3 1
4 Bi[4] 1 4 6 4 1

Definition 7. r sei eine fest gewahlte natiirliche Zahl, die die Ungleichheit 1 < r <
< n — 1 erfiillt. Es sei eine endliche Folge der nicht negativen Zahlen gegeben:

(14) (P} = Tags Tars ovvs Papey

Das Symbol B, bezeichnet die Menge, deren Elemente die Mengen 4X[s] sind;
s=0,1,...,n — 1. Dabei gibt die Zahl "a, immer an, wieviel derselben Elemente
Al[t] die Menge B, beinhaltet.

Das Symbol B bezeichnet die Menge, deren Elemente alle Komplexionen von
allen (nicht immer verschiedenen) Mengen A}[s] € B; sind, so dass die Menge A}
die Versammlung in derMenge B, bedeutet.

Das Symbol (8}) bezeichnet die Anzahl aller Elemente der Menge Bi.
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Bemerkung 5. Wenn wir bei der Versammlung in der Menge B, die Giiltigkeit
des Postulates a nicht zulassen, dann gilt offenbar:

as) (B) = "a,. As).

=0

Wenn wir die Giiltigkeit zulassen, dann gilt offenbar:
n—1
16) () =1L (=1 e, 49)1,

In dem nichsten Satz werden wir gewisse Eigenschaft der Elemente von dem
Pascal’schen Dreiecksystem einfiihren, die den prinzipiellen Zusammenhang mit
unserem Problem hat.

Satz 2. Wenn wir alle Elemente von der s-ten Spalte des Pascal’schen Dreiecksystems

[d. h. die Elemente (':), m=s,s+1,s+ 2, ] mit dem Faktor

i)

multiplizieren, [wo r eine fest gewahlte natiirliche Zahl ist und (:) =0, firs<r ist] ,

dann wird die Elementensumme in jeder Reihe des (neuen) Dreiecksystems gleich der
Null, mit der Ausnahme der nullten und r-ten Geihe, wo die Summe gleich der Nummer
(=1)° und (—1) wird.

Beweis. Nach dem erwihnten Multiplizieren wird sich in der m-ten Reihe und

s-ten Spalte das Element (—1)°. [l + (":)] : (’: befinden. Mit Hinsicht auf die

Zerlegung dieses Elementes: (—1)°. [1 + (:)] . (’:) = (=1)°. (’:) + (-1). <:)

(': , zerlegen wir das ganze System in zwei Bestandteile:

1. In dem ersten Bestandteil befindet sich in der m-ten Reihe und s-ten Spalte
das Element (—1)*. ':) Die Summe aller Elemente in der m-ten Reihe, m = 1,
ist also die Null, siche das Lemma 2. In der nullten Reihe, (m = 0), befindet sich aber
das Element (—1)°. (8) =1

2. In dem zweiten Bestandteil befindet sich in der m-ten Reihe und s-ten Spalte

das Element (—1)*. (:) . (':) Hier bedenken wir zuerst, dass folgende Identitat
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gilt:

o OO e

weil offenbar gilt:

Y (:)(T)= r!.(:!— AT s!,(,’:!_s)! :

m\ (m—r\ _ m! ) (m—-r) .
b) (r)'(s—r)_ DI CEDIN DI Die Elemente von der

m-ten Reihg geben hier also die Summe: ) (—1)°. (:)(’:) = Z (=1). (’:)

S=r s=r

. (m - r) = ( m) Z (=1)y. (m - r). Fir m > r wird aber die letztgeschriebene
s—r r) &, s—r

Summe — nach dem Lemma 2 — gleich der Null. Nur fiir m = r wird diese Summe
gleich der Grosse (—1)", wie ersichtlich.

Wenn wir nun die angefiihrten Bestandteile additiverweise verbinden, bekommen
wir offenbar den Wortlaut unseres Satzes.

Lemma 6. r sei eine fest gewahlte natiirliche Zahl, die die Ungleichheit 1 < r <
< n — 1 erfiillt. Die Menge B, enthalte immer die Anzahl "a;, =1 + (:) der

wechselseitig iibereinstimmenden Elemente A¥[s], s =0, 1, ..., n — 1.
Aus der Versammlung in der Menge B,,, wenn wir die Giiltigkeit des Postulates a
zulassen, bekommen wir:

(19) B = Bi[0] U Bi[r].

Beweis. Wihlen wir den Index m € [0, n — 1] und bedenken wir an wievieler-
lei wird die Menge Bi[m] in einzelnen Mengen AL[s] € B, beinhaltet. Nach dem

Lemma 5 enthilt die Menge Af[s] summarisch (’: gegenseitig libereinstimmende
Mengen Bi[m]. Also [1 + (:)] iibereinstimmende Mengen AX[s] enthalten summa-

risch [1 + (:)] . (’:) iibereinstimmende Mengen Bi[m]. Dabei kann die Menge

B}[m] als eine Untermenge der Menge AX[s] existieren nur wenn s < m ist, wie aus
den Definitionen 2, 5, 6, hervorgeht. Als'o wird die Untermenge Bl‘,[m] in der Menge B,
summarisch p-mal beinhaltet, wo

w=E [0+ O)(7)

Bilden wir nun die Versammlung in der Menge B, und lassen wir dabei die
Giiltigkeit des Postulates « zu. Die Komplexionen, die bis auf das Zeichen gleich
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sind, aufheben sich dann gegenseitig und die Anzahl der iibereinstimmenden Mengen
BX[m], die in B* zusammengesetzt werden, wird gleich der Nummer | v|, wo v =

= Z (1), [1 + (:)] . (':) . Wir wissen aber, nach dem Satz 2, dass gilt: l.v =1
3=0

firm=0,2.v = (—1) firm = r, 3. v = 0 fiir die iibrigen Indexen me [0, n — 1].
Weil jede Komplexion € B, immer als ein Element in irgendwelche Menge B:[m]
gehort, m = 0, 1, ..., n — 1, siecht man, dass die Menge B, bei der Giiltigkeit des
Postulates « gerade von jenen Komplexionen besteht, die die Mengen B,[0] und
B}[r] bilden.

Satz 3. Die Anzahl aller a) Variationen, b) Kombinationen, k-ter Klasse, die von
n verschiedenen Elementen, mit event. Wiederholung, zusammengestellt werden und
gerade n—r verschiedene Elemente erhalten, wird durch folgende Formeln angegeben:

(20-a) Ve, =§(—1)'“ : (f) : (:) (n =),

(20-b) ct,, =§(-1)’“(i) . (;’) . (" - : k= 1).

Beweis. Erfordern wir nun, dass die Anzahl aller Komplexionen der Menge B,
also die Zahl (B}), positiv bzw. negativ wire, wenn in der Menge B, (bei der Giiltig-
keit des Postulates a) die Anzahl der positiven bzw. der negativen Komplexionen
vorherrscht. Dann miissen wir die Relation (16) folgendermassen rektifizieren:

16 (@) =z (=1 ."a, . 4X).

Wenn 'a; =1 + (:) , so gilt auch, nach (19) und nach dem Satz 2:

@ (B) = (=1)°. B;(0) + (=1). B,{().
Durch Verbindung der Gleichungen (16*) und (21) bekommen wir
n—1
e B0 + (<17 B0 = 2. (-1 [ 1+ ()] 40
=0

Bedenken wir nun, dass nach den Definitionen 4 und 5 gilt: BX(r) = V,,'f,,_,, bzw.
BXr) = C,f‘_,,-,, wenn die Komplexionen die Variationen, bzw. die Kombinationen
vertreten. Dann geht aus der Gleichung (22), mit Hinsicht auf (11), bzw. (12), hervor:

(23-a) Vi, + (-1 .VE,., =:§)(-1)' [1 + (j)] . (:) .(n =),
P

@) Chot(-1f.Charr= % -1)'.[1+(i)].(:).("":"“1).
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Daraus, mit Hinsicht auf die Gleichung (7-a), bzw. (7-b), nach kleiner Regelung,
gehen die bewiesenen Formeln hervor.

Bemerkungen zu den Formeln (20-a, b).

1. Wenn k < n — r gilt, dannist die Menge B,[r] ersichtlich eine leere Menge, s o
dass auf der linken Seite in beiden Gleichungen eine Null zu setzen ist.

2. Wennk = n — r gilt, dann werden die Komplexionen B:[r] offenbar ohne Wieder-
holung der Elemente a; gebildet so dass auf der linken Seite in der Gleichung (20-a),

bzw. (20-b), die Grisse — bzw. (2) zu setzen ist, wie aus der elementaren

(n k)‘
Kombinatorik wohl bekannt ist. Davon, nach kurzer Regelung, gewinnen wir folgende
Formeln:

(24-a) (=) *= Zk( 1. (n _s)f','(-s-i)n+k)!'

. , (n—s+k—1)
@b (=) ,2,‘( R N E N e T

Bemerkung des Authors. Im Jahre 1969 verlangte das Biologische Institut bei der
arztlichen Fakultdt in Brno die Losung der am Anfang dieser Behandlung ange-
fiihrten Aufgabe, u. z. nur fiir die Variationen. (Die entsprechende Formel wurde
ihm im Friihlung 1969 geboten.)

Als literarische Anregung dieser Behandlung fiihre ich die Ergebnisse von Lacroix
an, siche [1], § 22, Seite 36, 37.

Nun wollen wir gewisse kombinatorischen Identititen bilden, deren Prinzip der
Existenz an die obige Theorie eng angekniipft wird.

Definition 8. 5, = J(s) sei ein Polynom im Argument s, von dem Koérper der realen
Zahlen. M sei eine willkiirliche Menge der Komplexionen und u e M sei ihr will-
kiirliches Element.

Das Symbol J, . p, angedeutet mit einem dicken Punkt, benennen wir ,,das abstrakte
Element*.

Das abstrakte Element ist ein algebraisches Produkt zweier nicht homogenen
Faktoren: eines Polynoms und einer Komplexion. Es gilt hier: 0.y = 0, 5,.0 = 0.

Das abstrakte Element J,.x benennen wir auch ,,das abstrakte 6.-fache der
Komplexion p. Den Faktor J, (im Zusammenhang mit dem abstrakten Element
O, . 1) bennen wir ,,der abstrakte Koeffizient der Komplexion p*.

Das Symbol 6, . M, angedeutet mit einem dicken Punkt, bezeichnet die Menge,
deren Elemente gerade die abstrakten §,-fachen von allen Elementen der Menge M
sind.
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Definition 9. Es sei eine endliche Folge der Polynomen gegeben:
(25) {6‘} = 60, 60, 61,..., 6"_1.

Das Symbol R, bezeichnet die Menge, deren Elemente gerade alle Mengen
8,. AN[t] sind; =0, 1,...,n — 1.

Das Symbol R} bezeichnet die Menge, deren Elemente alle abstrakten Elemente
von allen Mengen &, . 4X[t] e R, sind, so dass Ry die Versammlung in der Menge R,
bedeutet.

Das Symbol (R}}) bezeichnet die algebraische Summe der abstrakten Koeffizienten 8,
von allen Elementen der Menge R,.

Bemerkung 6. Fiihren wir zuerst eine Illustration an:

Es sei z. B. u = (a,a;a,a5) € M, ;= s> — 25 + 3; dann gilt: 6, . pt = (s> — 25+ 3).
* (aa;a,a5) € d;. M.

Die Realisation der abstr. Elemente wird folgenderweise durchgefiihrt: Wenn wir
von der Menge R, zu der algebraischen Grosse (R)) iibergehen, dann {ibernimmt das
Polynom &, die Rolle eines spezifischen Faktors, wihrend seine Komplexion p
die Rolle einer Einser d. h. die Komplexion verdndert sich zu dem kvantitativen
Faktor ihres Polynoms.

Postulat f. 1. Jedes (abstrakte) Element der Menge §,. AX[s] € R, soll mit dem
Zeichen (—1)° versehen werden; s =0, 1, ..., n — 1.

2. Alle abstrakten Elemente von allen Mengen 4, . A:[s], s=0,1, ..., n—1,
deren zweite Faktoren (d.h. die Komplexionen) wechselseitig libereinstimmen,
sollen miteinander vereinigt werden nach der Regel d,. 4,V d,.pu, = (8, + 9,).
Mg = Opq- Has sobald sie (bei der Versammlung) in die gemeinsame Menge R
fallen.

Bemerkung 7. Wenn wir die Versammlung in der Menge R, durchfiihren und
dabei die Giiltigkeit des Postulates f zulassen, bekommen wir ersichtlich:

20 () =% (=1 5, 446

Definition 10. Das Dreiecksystem der Elemente ist eine Menge der Zahlen a,,,
die in die Reihen und Spalten einer Ebene so angeordnet werden, dass immer die
Zahl a,, in der m-ten Reihe (von oben) und der s-ten Spalte (von links) liegt; dabei
gilt fiir den Indexenbereich: s =0, 1, ..., m; m = 0, 1, ..., n — 1. (Die Bedeutung
der Zahl n wird in der Def. 1 gegeben). Eine willkiirliche Zahl a,, heisst hier ,,das
Element des Dreiecksystems*:.

Das Symbol P, bezeichnet das Dreiecksystem der Elemente g,y = (T) . (Dies
ist das wohlbekannte Pascal’sche Dreiecksystem.)
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Das symbol P;, wo r € [0, n — 2] eine ganze Zahl ist, bezeichnet das Dreieck-

system der Elemente a,, = (—1)°. (:') . (':) , WO (f) =0firs<r.
Das Symbol 4, . P, wo A, # 0 eine reale Konstante ist, bezeichnet das Dreieck-
system der Elemente a,, = (—1)*. 4, . (:) r:)
Das Symbol n}, wo pe[l, n — 2] eine ganze Zahl ist, bezeichnet das Dreieck-
system der Elemente

@ ou =1 [4o(g) () + -+ 4G (7).

wo A, reale Konstanten sind; 4, # 0.
Das Symbol §, = (s) bezeichnet hier den Ausdruck in den eckigen Klammern,
aus der Relation (27):

(28) 5,=AO(S)+A1G)+ +A,,(;),

mit Worten: J, ist ein Polynom im Argument s, p-ten Grades, mit den Koeffizienten 4;
aus dem Korper der realen Zahlen. Diese Koeffizienten verstehen wir hier als un-
bestimmte Konstanten; 4, # 0.

Den Zusammenhang zwischen (27) und (28) bezeichnen wir folgendermassen:

29) e = (= 1) 5. (’;‘) G -
Lemma 7. Es sei ein Dreiecksystem n gegeben. Dann gilt fiir m > p:
(30) Y a,=0 apenk.
=0 .

Beweis. Aus dem Beweis des Satzes 2 sieht man, dass die Gleichung (30) fiir die
Elemente a,, € P; gilt, wenn m > r ist. Dieselbe Gleichung gilt also auch fiir die
Elemente a,,, € 4, . P;,wennm > r ist. Das System =} ist aber eine lineare Kombina-
tion der Systeme P, r = 0, 1, ..., p, wie aus der Definition 10 ersichtlich ist, d. h. es

P

gilt: 1} = Y 4, . P;. Daraus sicht man, dass die Gleichung (30) fiir die Elemente

r=0
a,, € ny gilt, wenn alle folgenden Ungleichheiten gelten: [m > r; r =0, 1, ..., p].
Dies entsteht aber ersichtlich fiir m > p.

Lemma 8. p € [1, n — 2] sei eine natiirliche Zahl. Es sei eine Menge R, gegeben,
fir deren Elemente 8, . Ai[s], (s =0, 1, ..., n — 1), die Polynome §, durch die
Relation (28) angegeben sind. Es gelte n > k + p.
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Dann, wenn wir die Versammlung in der Menge R, durchfiihren und dabei die
Giiltigkeit des Postulates f zulassen, bekommen wir:

31) R* = 0.
Beweis. Wihlen wir einen Index m € [0, n — 1]. Nach dem Lemma 5 wird die
Menge Bi[m] in der Menge A%[s] summarisch (’:)—fach enthalten und also ebenso

die Menge d, . Bi[m] in der Menge &, . Ai[s]. Dies gilt gerade fir s =0, 1, ..., m,
wie es aus den Definitionen 2, 5, 6 ersichtlich ist. Wenn wir also die Versammlung
in der Menge R, durchfiihren und das Postulat f§ zulassen, wird die Menge R immer
einzige Menge y,, . Bi[m] enthalten, m = 0, 1, ...,n — 1, wo fiir den abstrakten

Koeffizient y,,, mit Hinsicht auf die Relation (29), gilt: y, = ¥ (=1),. 4, . (T) =
s=0

= Y @y, Gy € 1% Aber fiir die Elemente a,, € n}, nach dem Lemma 7, gilt )" a,,, =
s=0 s=0

= 0, wenn m > p. Dies bedeutet, dass y,, = 0 fiir m > p, und da nach der Defini-
tion 8, y,, . 4 = 0 gilt, wenn y,, = 0, gilt auch vy, . B:[m] =0, wenn m > p. Bedenken
wir noch, dass jedes abstrakte Element € R immer als ein Element in irgendwelche
Menge 6, . Bf[m] gehort; s =0, 1, ..., m; m =0, 1, ..., n — 1. Es gilt also:

(32) R =y0. B0 Uy, . Bi[1] V... U y,. Bilp).

Leicht aber ermessen wir, dass diese Menge leer ist: Vor allem, aus der Definition 8
geht hervor, dass y . M = 0, wenn M = @. Weiter, aus den Definitionen 2 und 5 sicht
man, dass Bi[r] =@, wenn n — r > k, d. h. die Menge (32) wird leer, wenn alle folgen-
den Ungleichheiten erfiillt werden: [n > k + r; r = 0, 1, ..., p]. Dies aber entsteht,
wenn die Ungleichheit n > k + p gilt, und das eben ist unsere Voraussetzung.

Lemma 9. pe[1, n — 2] sei eine natiirliche Zahl; das Polynom &, sei durch die
Relation (28) gegeben und es gelte n > k + p. Dann gilt:

n-1

(33) Y (—=1).0,.A4%s) = 0.

=0

Beweis. Aus der Relation (31) geht sofort hervor: (%) = 0. Aus dieser und aus
der Gleichung (26) bekommen wir unmittelbar die Gleichung (33).
In weiterem betrachten wir folgendes Polynom im Argument s:

34 Dys) =Co+ Cy.5+ ... + C,.s".
Satz 4. Die Koeffizienten des Polynoms D,(s) seien willkiirlich, aber fest gewdhite

reale Konstanten; C, # 0, und es gelte die Ungleichheit n > k + p. Dann gelten
folgende kombinatorischen Identitdten:
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(35-a) :g( —1)°. D,(s). (:) .(n=s)l=0,

n—1
(35-b) Y (~1). D,(s).(").("’“’"' 1)=o.

=0 S k

Beweis. In die Gleichung (33) setzen wir nach (11), bzw. nach (12). Bedenken wir

weiter, dass die Koeffizienten 4; des Polynoms (28) als unbestimmte Konstanten
angegeben sind, (4, # 0). Dies berechtigt uns die Bedingung zu stellen, damit das
gegebene Polynom D,(s) identisch gleich dem Polynom (28) wire. Wirklich, aus
dieser Identitit kann man die Koeffizienten des Polynoms (28) eindeutig bestimmen.

Bemerkung 8. Wenn der Index n genug gross ist im Verhiltniss zu dem Index k,
dann kann man erwarten, dass (bei der Giiltigkeit der Bedingung n > k + p) die
Zahl p so weit gross werden kann, damit das Polynom D,(s) gewisse Funktion f(s)
(mit verlangter Genauigkeit) approximieren konnte — d.h. in den Gleichungen
(35a, b).

Die Funktion f(s) miisste in diesem Falle wenigstens in dem Interval [0, n— 1]
in eine Potenzreihe entwickelbar sein.
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