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A NOTĚ ON PERFECTLY NORMÁL SPACES 

Meyer  JERISON ,  Lafayette ,  Indiána ,  USA 

A topologlca l  spac e i s sai d t o b e perfectl y normá l  i f 

i t  i s  a  n^řma l  spac e i n whic h ever y close d se t  i s a  6#* .  I t  j 

i s  wel l  know n  Łl,p « 11C­ ]  tha t 

(*  I  an y subspac e o f  a  perfectl y normá l  spac e i s pe r  ­

fectl y normál ® 
I 

The difficult y i n th e proo f  o f  ( *  )  lie s i n th e verificatio n 

tha t  ever y subspac e o f  a  perfectl y normá l  spac e i s normál ; 

i t  i s  obviou s tha t  a  subspac e wil l  inheri t  th e propert y tha t 

ever y close d se t  i s a   Gj "  ť  I n thisfaot e w e presen t  a  charac ­

terizatio n o f  perfectl y normá l  space s tha t  wil l  yiel d  ( X ) 

as a  simpl e corollar y an d may háv e othe r  advantage s a s wel l  . i 

The essentia l  ide a i s t o replac e th e notio n o f  close d I 

wit h tha t  o f  zero­se t   (se e [2]   ) ,  Th e zero­se t  o f  a 

continuou s reál­value d functio n f qn a  topologica l  spac e X 

i s th e se t  ixeA:f fx )  =  0  j f   ť ť  An y zero­se t  i n X   i s a  clo ­

..se d  Ł̂ f   .: _ i t  i s  obviousl y closed ,  an d i t  i s  th e interse c ­  \ 

tio n o f  the c ope n set s  h\: \fO0\<ÍM,  I  .  I n a  normá l  space , 

conversely ,  ever y close d Ggf ±a a  zero­set *  T o prov e this , 

le t   K   b e a  close d se t  tha t  i s  th e intersectio n o f  th e ope n 

set s  U<n,t'
n' ~  ̂ $ ̂ /  ť  ť  ­  *  B y Urysohn' s lemma ,  ther e exis t  con ­  ; 

tinuou s functions ^   satisfyin g Ů£ifn(>ú^i  o n th e who ­

l e space ,  f^OO* 0  fo r  allx € K   ,  a n d ^ f x ) = ^   fo r  al l 

XfLtvt,  *  The n th e continuou s functio n  Jrjf^V^O O  ha s  K 

as i­t s zero­set .  I n a  non­norma l  space/ a close d Gj "  nee d 

not  b e a  zero­set *   [? ,  pp ® 50 ,  9? J ť 

THEOREM.  A  space X l a perfectl y normá l  i f  an d onl y i f 

ever y close d se t  i n X   i s a  zero­set * 

Proof *  Tha t  ever y close d se t  i n a  perfectl y normá l  spa* f 

ee i s a  zero­se t  wa s prove d above *  Conversely ,  suppos e tha t 

ever y close d se t  i n X  i s  a  zero­set .  We sa w abov e tha t  eve * 

r y close d se t  i s the n á  ďj"  ť  Le t   f í  an d L   b e an y tw o 
<Ll6 ­



disjom t  close d set s i n X  a^á  le t  the m b e th e zero­set s o f 
th e function s  f  an d $ ­   ,  respectively .  The n th © continuou s 
functio n f AfS + $Z  )  vanishe s o n K  an d i s equa l  t o l 
identicall y o n L   ť  Consequently ,  X   ^   a  normá l  space . 

COROLLARY.  An y aubspac e o f  a  perfectl y normá l  spac e i a 
perfectl y normál . 

Proof .  Th e intersectio n o f  a  zero­se t  (o f  a  space )  wit h 
a subspac e i s a  zero­se t  o f  th e subspace . 

REMARK.  We di d no t  assum e abov e tha t  w e wer e dealin g 
wit h  T |  .­spaces .  I f  on e wishe s t o includ e th e T ^  separatio n 
axio m i n th e definitio n o f  "perfectl y normál" ,  the n o f  cour ­
se ,  on e mus t  assum e i n th e Theore m tha t  A  i s  a T  ­space ,  i 
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