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COMPLEXES OSCULATEURS DES CONGRUENCE W
Vliadimi{r HORAK, Brno

It
Les congruences qui admettent des complexes osculateurs
'le long de ses droites sont les congruences W et les congru~
‘encea qui possedent pour nappes focales une courbe et une
surface développable, c¢. 8. d. d aprés M., E, 8ech les con ~
‘gruences du type IV,

L ensemble des images secondaires des complexes oscula=
teurs .2 signaléa est dans 1 espace de Klein une variété
() & deux ou & une dimension, alors une surface ou une
eourbe,

L étude de ces variétés conduit aux résultats suivants:

Il y a les 4 especes des congruences non paraboliques du
type IV:

Type IV, = les congruences dont les surfaces focales
isont une surface développable non conique et une courbe di -
rectrice; les plans osculateurs de la courbe directrice en
leurs points d intersection avec les plans tangents & la sur-
face dévelappabla ne passent pas par les points correspondanis
de 1 ‘aréte de rebroussement de la surface dévaloppnbla,

Type IV2 - une surface foecale est un eone et les plans
osculateurs de la courbe focale ne passent pes par sen som -
met.

Type Iy = différe du type IV, de la menidre que lee
plans tengents a la uurraoa dévoloppable passent par les
points correspondants de 1 areta de rebrouseement de la sur-
face développable.,

Type xv4 = la surface ddvoloppabla est un cone et 1la
courbe, diraatrica est une courbe plana dont le plqn passe par
le sommet du cone.

La variété (1) des images secondaires des cemplexes 03«
culateurs de la congruence du type IVy o est une pupface rég-
lée et inversement., Les pe%ntgsdon drelﬁnu 40 1: nurface



mentionnée sont des images secondaires de cemplexes oscula=~
teurs de la congruence envisagée le long des droites qui
passent par le meme point focal sur la courbe focale.

Pour les congruences du type IV‘3 4 la variété (£2) est
une courBe (dlans 1 espace de Klein) dont les_espaces oscule~
teurs F (mais pas les espaces tengents P, ) sont ten -
 gents a 1 hyperquadrique de Klein ( K-quadrique). Toutes
les droites de la congruence qui partent 4 un m@me point fo-
cal surla courbe focale possedent.un complex osculateur com-
mun dont 1 “image secondaire est le point de la courbe (f1),
On connafi que les courbes dont tous les espaces osculateuré
ne sont pas tangents & la . K -=quadrique représentent dans
1 espace de Klein des congruences de Segre.)

Les classes des congruences du type Ivy, IV,, fVB, IV4
dépendent par ordre de 4 ou bien de 3,3,2 fonetions arbi -
traires d une variable.

Dorénavant soit L. une congruence W. Soit (@) 1°ima-
ge ¢le Klein de-la congruence L 3 (#) est une surface qui
posiséde un réseau conjugué dont les courbes correspondent
avux décompositions asymptotiques de la congruence L . La ;
surface (f2) posséde aussi un réseau conjugué dont les cour
'bes correspondent & la méme décomposition de L. Les espa -
ces osculateurs P¢ de (&) et Pn‘ Ef de (S1) sont tan «
gents a la K-quadrique au point qui est 1 'image de la
droite correspondanie de [ . Les espaces osculateurs de la
surface (JS1) réelisent une correspondance ponctuelle | !
(.Q)~>(¢) entre les surfaces (Sl). et (F); la meme corres 3!
pondance est réalisée par les espaces tangents P de (1)
et par legs teangentes et les espaces osculateurs des courbes
sur () qui eorrespondent & la décomposition canonique re-
lative a la dualisation en tant que déformation projective
de L. La correspondance ponctuelle (#)-> (L) réslise 1a,
polarité par rapport a la K—-quadrique de Klein de meniere
que les points (S)) sont des poles des espaces osculateurs
P,fs de (P). A 1a décompcsitlon cenonique mentionnée cor— -
respondent alors dans 1 espace de Klein des courbes de (f1)
caractérisées géométriquement de la maniére suivante: lest

taﬁgentes de ces courbes e‘t: sgulement de ces courbee sont
; ~2 o ‘



tangentes a 1la [ -guedrique de Klein.

A chaque couche des courbes sur (S1) correspond une dé?
composition de L aux aurfaees reglées qui réalisent en meﬂ
me temps une décomposition des surfaces focalea de L .

A chaque courbe sur la surface (fL) dont les espaces
osculateurs P P ne sont pas tangents & la K -quedri-
que de Klein correspond dans 17espace fz une congruence L
de Segre tangente 8 L. Les nappes focales réglées de L
sont tangentes aux nappes focales de L aux courbes qui

correspondent a la décomposition en surfaces réglées rela -
tive de L.,

On a déterminé les équations dlfférentielles des sur -
faces développables des congruences L.

L étude de'la décomposition canonique conduit aux cer-
taines congruences parsboliques dontles nappes focales for-
ment les surfaces de la décomposition mentionnée. I1 existe
en général une 4-couche des courbes sur la surface (S1) dont
les congruences tangentes a L sont du type IV. |

Soit (£, ) ou (N2, ) 1la transformation de Laplace de
la surface (fl). La condition nécessaire et suffisante pour
qu une des nappes focales de {_ est réglée est: une certai-
ne des transformations de Laplace est située sur la K-qua-

drique et elle déggnére en une courbe de la maniére de
Laplace. ’

La condition nécessaire et suffisante pour que le point
(1) soit conjugué en meéme temps aux deux points (S1,) et
(2, ) par rapport a la K-quadrique de Klein est: La sur-
face (f2) réprésente une congruence D , ¢. a. d. une con -
gruence qui réalise 1 applicabilité proaective des deux nap+
pes focales. »

Toutes les considérationa précédentes sont effectuées
en faisant usage du repere mobile du a M. E. Cartan.
1T,

M. E. Cech a intoduit su Mémoire: Trensformations dé -
veloppables des congruences des droites (Cechosl.mat.Zurnal
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développables ou en d autre termes des déformations projec-
tives du premier et du seconde ordre.

Pour abréger nous voulons se servir autant qu il est
nécessaire de la notation introduite dans la Mémoire de M.
E. Cech: Déformation projective des congruences W (fechosl.
mat.Z%urn. 6, 1956, p. 401 - 414).

L étude dweontact réalisé entre les variétés des images
secondaires des complexes osculateurs par les K-transforma—v
tions qui correspondent aux homographies tangentes ou oscu-
latrices conduit aux nouvelles propriétés des congruences
W et a la déduction de certaines classes de couples de con-
gruencés W en déformation projective.

Soit' T une transformation développable des congruences
L et L' (supposées W) et (1) et (SL'), resp. (B) et
( ') les surfaces dont les points sont des images secon -
daires des complexes osculateurs des droites de ces con.gruen-
ces, resp. des images de Klein des droites de L et L' .

a

_ L homographle tangente d_g T porte le plan tangent
P,:_l et 1° espace osculateur P dans le plan tangent P‘Z
‘et dans 1 espace osculateur Pn de (') et on a

en général Hﬂiﬂ‘

I1 y a toujours oo? homographies tangentes a T qui
transforment des complexes osculateurs N et n' les unes
aux autres. Les K-—transf'ormations de’l'espace‘ de Klein qui
correspondent aux homographies tangentes mentionnées réali-
sent le contact géométrique du premier ordre des surfaces
(1) et (V) et 1es tangentes aux courbes du réseau conju-g
gué de (S1) et (') (v. 1Larticle précédent) ne se portent
pas les unes aux autres. '

Les homographies qui réallsent les déformations focales
(autant qu’elles existent) c. a. d. qui réalisent les con =--
‘tacts analytiques d“une des couplea de surfaces focales de
L et L s des couples de dualisations des autres surfaces
focales et des droites de L et L se trouvent dans 1 ensem-
‘ble des homographies tangentea qui portent les complexes gé-
ometriques osculateurs 1%un 81 "autre.

28>




La condition nécéssaire et suffisante pour que la trénsy
formation développable | soit une déformation focale de la
premi?ere (seconde) espéce est: il existe une honiogr,aphie
tangente qzul /porte un certain complex arithmétique oscula -
teur de L. dans un certain complex artthmétique

osculateur 4_0_' 2.Q. / de L'

L homographie tangente qui réalise la transformation
152 "‘»‘D. et 1 homographie qui réalise la transformation
) «>2()'  (autant qu'elles existent) ne coincident pas en
général. Sif et seulement s i1 existe une homographie tangens
‘te qui réalise en méme temps les deux transformations
14> "ML ot 2N<T ensuite | est une déformation pro-
Jjective. -

Passons a 1 examination de 1 ‘homographie osculatrice deis
congruences W, qui ne sont pas de Segre.

La K-transformation Ho relative a 1 homographie H,
osculatrice a T réalise entre les surfaces (f1) et (.Q.’)
le contact géometrique du preml“er ordre et les tangentes aux
courbes du réseau conjugué se portent 1 ‘une a 1 autre. En gé-
néral sur les surfaces (S2) et (SU) i1 existe Justement une
couche de courbes entre lesquelles 1la K-trqnsformation H
réallse le contact analyticue du premier ordre. SiG ’[‘e
‘ (T'#O ’1)on a ensuite nécessairement = const. et le coeffi=-
cient de dilatdfion du contact géometrlque de deux courbes
quelconques H C et C' qui possédent dans le poit commung
H. 1= £)' une tangente commune est T = = const .

Sig et seulement si les congruences L et i sont en dé-
formation projective singulidre c. 8. d. L et L' sontd des
congruences R , puis la K-transformation Ho réalise le
contact analythue du seconde ordre entre les surfaces (§2)
et (f1') et en meme temps le contact analytique du premier
ordre des deux transformations de Laplace (Sl G (ﬂ' ) et
(.Q )y (ﬂ',, ) de ces surfaces.

La condition nécessaire et suffisante pour que les con=
gruences L et L' (pas de Segre‘) soient des congruences D
er. déformation projective c. 8. d. des eong:mences qui réa-
lisent 1 applicablllté projective des &eux nappea focales <

est: les surfaces (.Q. ) et (.Q. } et en méme temps les



surfaces (AL 4 ) et (.S)_: ) ont le contact analytigué au
premier ordre.

La classe des couples de congmenceeT =Tt t,=Tt,

C(Tt= conﬁt*o”)dépend de 8 fonctions arbitraires d une
variable et si une de ces congruences est donnée 1 “autre dé~
pend d une fonction arbitraire d une variable. Le cas T= 1
v. E. Cech: Déformation projective'des congruences W. La
classe des congruences L= -1 qui ne sont pas dualisations
1 une file 1 autre dépend aussi de 8 fonctions arbitraires
d’une variable et L étant donnée -L' dépend d”une constante
arbitraire. \

Les résultats qui concernent des couples des congruen-
ces en déformation projective dont au moins une est de Seg=-.
re nous ne voulons pas énoncer,

" A chaque courbe de la surface (1) correspond dans
1 espace P une congruence t de Segre tangente a L .
si L et L' sont deux déformations projectives puis en gé=-
néral L et L' ne sont pas ni dans une transformation dé=-
veloppable. Il existe une classe (dépendant d “une fonection
arbitraite de deux variables) des couples des congruences
‘L et L' dans déformation projective non singuliére dont
les congruences de Segre tangentes a L et L' et corres -
pondantes aux courbes des réseaux conjuguées sur (1) et

( S1' ) sont des déformations projectives. Si p. ex.  est
donnée ensuite L' dépend de 2 fonctions arbitraires d’une
variable, '
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