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Conmentatione a  Mathematica e UniTereit&ti B  Carolina e 
1,  3   (1960 ) 

COMPLBXES OSCUUTEURS DB S CONGRUENCE W 
Vladimí r  HOR/K ,  Brn o 

I . 
Lea  eongruence s  qu i  admetten t   de s eomplexe a  osculateur a 

l e lon g d e se s droite s son t  le s eongruenee s W e t  le s eongru ­
ence s qu i  posseden t  pou r  nappa a fooale s un e courb e a t  un a 
eurfae e développable ,  c .  a ,  d .  ďapré e  M« E ,  Čee n la a eo n ­
Igruenee e d u typ e  IV . 

i/enaembl e  de a  image a secondaire s de s eomplexe a  oscula ­
teur a JI  aígnalé s es t  dan á l'espac e d e Klei n un e varlet i 
(XI )  a  deu x o u á  un e dimension ,  alor a un a aurfae a  a u un a 
courbe . 

L'étud e d e ce s variété a  eondui t   au x réeultat s  auiyanta í 

i   I I  y   a  le a 4  eapece s de a eongruenee a  no n parabollque a  d u 
typ e I V s 
. v 4p̂ *̂ *w i " ""̂ *̂ Ŝ aP 

|8on t  un a aurfae a développabl e no n eoniqu e a t  un a eourb e d i  ­
rectrice j   la a plan a oeoulateur a  d e l a eourb e dlraotrlo e  e n 
leur a point a ďintersectio n  ave e le a plan a  tangent a i  l a aur ­
fae e développabl e n e ­paaaen t  pa a pa r  la a point a  eorreapondant s 
de l #aret e  d e rebrouasemen t   d e l a aurfae e  développable t 

Type IV g ­  un e aurfae e foeal e ea t  u n ožn e e t  la a plan a 
osculateur a  d e l' a oourb a foeal e n e paaaen t   pa a pa r  »on  se m ­
met* 

Type iV j  ­  difflr e d u typ e  IV ^  d a l a maniJr e qu a la s 
plan a tangenta ,  a  l a aurfae e développabl e paaaen t   pa r  la a 
point a eorraepondant a  d e l #aret a d e raormtafaiatn t   d a l a aur ­
fae a  développable . 

eourbe ,  dlreatrie e  ea t  un a eourb e plan a don t  l a pia n ptaae­pa r 
l e serame t  du ,  eone .   !  . 

La variet é  (Xt )  de a  t»afť ť  aaaoiiiaira i  d» » aasjple^ 3 G3m 

eulataur a d a l a eengruene a d u typa '  If |  2  ťť *  m9  ť»**»« ť  ré^" 
l ée  e t  Inváreeiiamt t   Le e salut e 4 m teéliu  l i  ! ť  § ® ^ m B 



mentionné e son t  de s image s seconďaire s d e compTexe s oscula ­
teur s d e l a congruenc e envisagé e l e lon g ďe s droite a qu i 
passen t  pa r  l e meme poin t  foca l  su r  l a courb e focale * 

Pour  le s congruence a d u typ e IV" ,  .  l a variet é (SI)  es t 
une courb e (cian a l'éapac e d e Klein )  don t  les_espace s oscula ­
teur a f%  (mai a pa a le a eapace s tangent a ^   )  son t  ta n ­
gent a a  1'hyperquadriqu e d e Klei n (  K­quadrique) ,  Toute s 
íe s droite a d e l a congruenc e qu i  parten t  d^u n meme poin t  fo * 
ca l  sutfl a courb e focal e possěden t  u n comple x osculateu r   COUH 

mun don t  l'imag e seeondair e es t  l e poin t  d e l a courb e (Sl)0 

On connaí t  qu e le a courbe s don t  tou a le a eapace a osculateurs 5 

ne son t  pa s tangent a a  l a  K­quadriqu e repré8enten t  dan s 
1 espac e d e Klei n de s congruence a d e Segre* ) 

Les classe s de s congruence a d u typ e IV­ ,  ,  IVp > IV., ,  IV ^ 
dépend^n t  pa r  ordr e d e 4  o u bie n d e 3,3, 2 fonetion s arb i  ­
traire s ďun e variable . 

Dorénavan t  soi t   L   un e congruenc e W.  Soi t  ($)  l*ima ­
ge á e Klei n de­l a congruenc e  L   ;  (ft)  es t  un e surfac e qu i 
poased e u n résea u conjugu é don t  le s courbe s corresponden t 
anx décomposition s asymptotique s d e l a congruenc e  L   *  L a 
surfac e (SI)   possed e auss i  un  résea u conjugu é don t  le s cour * 
'be s corresponden t  a  l a meme décompositio ň d e  L ,  Le a esp a ­
ces osculateur s  ?.  d e ( 0 )   e t  P   P   d e (SI)  son t  ta n * 
gent s á  l a  K­quadriqu e  a u poin t  qu i  es t  l'imag e d e la 
droit e correspondant e d e  L  ť  Le s espace s osculateur s d e l a 
surfac e  (JI )  réalisen t  un e correspondanc e ponctuell e 
(Sl)~>(0)  entr e le s surface s (JI )  e t  (0);  l a meme eorre s ­
pondanc e es t  réalisé e pa r  le a espace s tangent a Pz  d e (SL) 
et  pa r  le s tangente s e t  le s espace s osculateur s de s courbe s 
su r  (SL)  qu i  corresponden t  a  l a décompositio ň eanoniqu e re * 
lativ e a  l a dualiaatio n e n tan t  qu e déformatio n proiectiv e 
de  L  «  L a eorrespondane e ponctuell e ($)-> (SL)  réalis e l a 
polarit é pa r  rappor t  a  l a  K­quadriqu e d e Klei n d e manier e 
que le s point a (SI)  son t  de s pole s de s espace ® osculateur s 
?%  d e ( 0 ) ,  A  l a décompositio ň canoniqu e mentionné e cor * 
responden t  alor s dan s 1'espac e d e Klei n de s courbe s d e (SI ) 
caractérisée s géométriquemen t  d e l a maniěr e suiyante :  les t 
tangente s d e ce s courbe s e t  seulemen t  d e ce s courbe s soit t 

'­~26« *   !   ť 



tangente a a l a  l̂ ­quadriqu e d e Klein , 

A chaqu e coueh e de s courbe s su r  (JI )  correspon d ua e dé ^ 

compositio n d e  L   au x surfaee s reglée s qu i  réalisen t  e n me­ j 

me temp s un e décompositio n de s surfaee s focale s d e  L  « 

A chaqu e courb e su r  l a surfac e  (Si)   don t  le s espace s 

oseulateur s P |  ,   P2  n e son t  pa s tangent a a  l a  K­quadri ­

que d e Klei n correspon d dan s l'espac e  f ^   un e congruenc e  L 

de Segr e tangent e a   L .   Le s nappe s focale s réglée s d e  L _ 

son t  tangente s au x nappe s focale s d e L .  au x courbe s qu i 

corresponden t  a  l a décompositio n e n surfaee s réglée s rel a — 

tiv e d e  L   , 

On a  détermin é le s équation s différentielle s de s sia r  ­

face s développable s de s congruence s  L ť 

L^étud e dě l a décompositio n canoniqu e condui t  au x cer ­

taine s congruence s parsbolique s dontle s nappe s focale s for ­

mě n t  le s surfaee s d e l a décompositio n mentionnée .  I I  exist e 

en généra l  un e 4­couch e de s courbe s su r  l a surfac e  (SI)   don i 

le s congruence s tangente s a  L   son t  d u typ e IV . 

Soi t  (  Sli  )  o u  (Slz  )  l a transformatio n d e Laplac e d e 

l a surfac e  (Si),  L a conditio n nécessair e e t  suffisant e pou r 

qu*un e de s nappe s focale s d e L   es t  réglé e est :  un e eertai ­

ne de s transformation s d e Laplac e es t  situé e su r  l a  K­qua ­

driqu e e t  ell e dégeněr e e n un e courb e d e l a maniěr e d e 

Laplac e s, 

La conditio n nécessair e e t  suffisant e pou r  qu e l e poin t 

(XI )  soi t  conjugu é e n meme temp a au x deu x point s   (Sl^)  e t 

(   Sl,% )  pa r  rappor t  á  l a  K­quadriqu e d e Klei n est :  L a sur ­

fac e  (SI)   réprésent e un e congruenc e  D  ,  c .  a .  d .  un e co n ­ . 

gmence  qu i  réalis e l'applieabilit é projectiv e ďe a deu x nap * 

pes focales .   ť 

Toute s le s considération s précédente s son t  effeetuée s 

en faisan t  usag e d u r e per e mx»bil e d u a  M.  E .  Cartan . 

II . 

M.  E .  Čec h a  intodui t  a u Méaoire :  Transformation s   ůé  ­ ; 

veloppable s de s congruence s de s droite s  (Čechosl.mat.žurná l 



6,  1956 ,  p.26 Ó ­  286 )  quelque s élasae s de s  transformacion s 
développable s o u e n ďautr e  terme s de s déformation s projec ­
tive s d u premié r  e t  d u second e ordre . 

Pour  abrége r  nou s voulon s s e servi r  autaxi t  qu'i l  es t 
nécessair e d e l a notatio n introduit e dan s l a Mémoir e d e M. 
E« Čech :  Déformatio n projectiv e de s congruence s W (Čechosl . 
mat.žur m  6 $  1956 ,  p *  40 1 ­  414) . 

L'étud e  dufcontac t  réalis é entr e le s variéte a d. a image ^ 

seeondaire s de s complexe s osculateur s pa r  le s  K­transforma ­
tíon s qu i  corresponden t   au x homographie s tangente s o u oseu ­
latrices ^  condui t  au x nouvelle s propriété s de s congruence s 
W  e t  a  l a déductio n d e certaine s classe s d e couple s d e con ­
gruence s W e n déformatio n projective . 

Soí t   T   un e transformatio n développabl e de s  congruence s 
L  e t   L   (supposée s W)  e t   (Jf l  )  e t  (SV  ) ,   resp .  ( 0 )  e t 

le s surface s don t  le s point s son t  de s image s seco n ­
daire s de s complexe s osculateur s de s droite s d e ce s congruen ­
ces ,  resp .  de s image s d e Klei n de s droite s d e  L   e t   L   ť 

__ *  l/homographi e  tangent e d_ e T   port e l e pia n tangen t 
í ^   e t  l'espac e  osculateu r   P ^   dan s l e pia n tangen t  P 2, 

'  e t  dan s l'espac e  osculateu r  Pf  d e  (  JI'  )  e t  otí  a 
en généra l   nil^Fj l 

I I  y  a  toujour s  oom  homographie s tangente s a   I   qu i 
transformen t   de s complexe s osculateur s  í l  e t  -TI '  le s une s 
aux autres .  Le s  K­transformation s  deft/espae é d e Klei n qu i 
corresponden t   au x homographie s tangente s mentionnée s réali ­
sen t  l e contac t  géométriqu e d u premié r  ordr e de s surface s 
(JI )  e t  (SV  )  e t  le s tangente s au x  courbe s  d u résea u conju- i 
gué d e  (il )  e t   (A .  )  (v .  l'articl e  precedent )  n e s e porten t 
pas le s une s au x autres . 

Les homographie s qu i  réalisen t  le s déformation s focale s 
(autan t  qu'elle s existent )  c .  a ,  d .  qu i  réalisen t  le s cop .  ­ ­
taet s analytique s ď u n e  de s couple s d e surface s focale s d e 
L  e t   U   ,  de s couple s d e dualisation s de s autre s surface s 

focale s e t  de s droite s d e L  e t   L   s e trouven t  dan s l'ensem­ i 
bl e de s homographie s tangente s qu i  porten t  le s complexe s  gé* 
ometrique s osculateur s l'u n a  l*autre « 



La condition nécéssairs et suffisante pour que la xt^msr 

formation développable T soit une déformation focale de la 

première (seconde) espèce est: il existe une homographie 

tangente y^uiyporte un certain complex arithmétique oscula -

teur Si de L dans un certain complex arithmétique 

osculateur m' /
2
si-/ de L' 

L'homographie tangente qui réalise la transformation 

et 1 homographie qui réalise la transformation 

(autant qu elles existent) ne coincident pas en 

général. Sié et seulement s'il existe une homographie tange»-

te qui réalise en même temps les deux transformations 

Ti et ensuite T" est une déformation pro-

jective. 

Passons à 1'examination de l'homographie osculatrice d^s 

congruences W, qui ne sont pas de Segre. 

La K-transformation H0 relative à l'homographie Ho 

osculatrice a T réalise entre les surfaces (il) et (Jl/ ) 

le contact géométrique du premier ordre et les tangentes aux 

courbes du réseau conjugué se portent l'une à l'autre. En gé-

néral sur les surfaces (il) et (il!) il existe justement une 

couche de courbes entre lesquelles la K -

transformation H* 

réalise le contact analytique du premier ordre� S i - 5 

(T 4s 0, il on a ensuite nécessairement T̂ r eon-at. et le coeffi«* 

eient de dilatation du contact géométrique de deux courbes 

quelconques 

H C et C qui possèdent dans le poit commun^ 

une tangente commune est ^ - conVt . 

Sijé et seulement si les congruences L et L' sont en dé-

formation projective singulière c. à. d. L et L sontd des 

congruences R , puis la K-transformation H 0 réalise le 

contact analytique du seconde ordre entre les surfaces (il) et (H f) et en même temps le contact analytique du premier ordre des deux transformations de Laplace ) et 
(Jlt), (il; a ) de ces surfaces. 

La condition nécessaire et suffisante pour que les con-

gruences L et L (pas de Segre) soient des congruences 0 

en déformation projective c. à. d. des congruences qui réa-

lisent l'applicabilité projective des deux nappes focales 

est: les surfaces (J\.) et ( il. A ) et en même temps les 



surfaces ( AL ^ ) et iSl'^ ) ont le 'contact analytique au 

premier ordre« 

La classe des couples de congruences T, - Ttj, t'z =
 rVtz 

(T
1
 = con4=0,4)dépend de 8 fonctions arbitraires d'une 

variable et si une de ces congruences est donnée l'autre dé-

pend d'une fonction arbitraire d'une variable. Le cas ?"= 1 

v® E. 5ech: Déformation projective des congruences W. La 

classe des congruences -/f qui ne sont pas dual is at ions 

l'une he l'autre dépend aussi de 8 fonctions arbitraires 

d'une variable et L étant donnée - L dépend dvune constante 

arbitraire. 

Les résultats qui concernent des couples des congruen-

ces en déformation projective dont au moins une est de Seg-

re nous ne voulons pas énoncer. 

A chaque courbe de la surface (il) correspond dans 

l'espace ^ une congruence H de Segre tangente à L . 

Si L et U sont deux déformations projectives puis en gé-

néral L et L' ne sont pas ni dans une transformation dé-

veloppable. Il existe une classe (dépendant d'une fonction 

arbitraire de deux variables) des couples des congruences 

*L et L' dans déformation projective non singulière dont 

les congruences de Segre tangentes à L et L et corres -

pondantes aux courbes des réseaux conjuguées sur (il ) et 

( il' ) sont des déformations projectives. Si p. ex. est 

donnée ensuite U dépend de 2 fonctions arbitraires d'une 

variable. 
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