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Commentatione s Mathematica e Universitati s  Carolina e 

1,  4  (1960 ) 

A SURPACE I N A  SPACE WIT H PROJECTIVE  C0NNEXI9 N 
Bohumi l  CENKL,  Prah a 

Let  u s conside r  a  2~dimensiona l  domai n o f  parameter s 
J i   .  T o ever y poin t   ALE  JI­ le t  ther e correspon d a  3~dirnen ­

siona l  centre­projectiv e spac e  P3 (AJŮ  wit h centr e 
A0(u­)< .  Le t  $   b e a n ar e connectin g tw o point a  u.4 , 

ALx  o f  th e domai n o f  parameter s   SL(tfeJl)  a nd le t  ther e 
be give n th e homolog y  '   Hi^u.1^)  betwee n th e loca l  spa ­
ces  P 3Í4x i )   ,   P 3(^ 1)   »  Le t  a  connexio n b e give n b y th e 
equation s  dA­ «  coí A J  t cy* •  = 0  . co ? =  JT V  du, **" 

(<t,j   ~  0f1,Z,3;  dL^^­l  e  Th e Konig' s variet y  P 3,   ueiine d 

i n thi s wa y i s  calle d a  surfac e  7Í  wtt h projectiv e conne ­

xion *  I t  i s  possibl e t o choos e th e coordinat e systé m  (reper ) 
on th e surfac e  7Í  i n suc h a  wa y tha t  th e connexio n i s gi ­
ve n b y th e equatio n 

dA^^A^d^tdvA^) dA^^A.f^A^dtcA^­^d^A^  ; 

dA^lA+jdv­A^Az+(HlUu,A3; dA^A^A^A^A ̂ ; 
«*.o *  d^i­Jr;  dir,  *>Í=0,[du.d*j4   0,  (*,k=Ot1,0  ; 

Jk  ­f e  *   ť 

w  «. ­ < ­ < ­ «; * *;  ­ * • * : ­ ̂   ­ * :  * ­*• i •  

Conside r  upo n th e surfac e 7 T a  curv e  c   whic h ha s 
contac t  o f  th^firs t  orde r  wit h th e asymptoti c   u. =  con*t  a t 
a poin t   A 0 ,  •  Conside r  th e tangent a t o th e asymptotic s 
1/­= ­   c<nwt  fro m th e points '  o n th e curv e  c   •  The y fořt i  a 

rule d surface *  The n ther e exist s suc h a  quadri c suc h tha t 
one systé m o f  it s  line š ha s a  line­contac t  o f  secon d  orde r 
wit h ou r  rule d surface 0  Thi s quadri c w e shal l  denot e b y 

•   QILC^)  (  ­p­hi  ±3 th e Smith­Meshke' a  invarian t  o f  th e con ~ 
..  tac t  o f  th e curv e  c   wit h th e asymptoti c   Ác^c&nét  ) „  i f 

we interchang e th e asymptotic s w e ge t  a  quadri c   Qvr(i>)m  I n 
;th e tw o parametri c bundl e o f  quadric s   QC^X)­^  ̂ (T>)I­XQ,4L.(Í)) 

­  2 8 ­   ;  ' 



ther e exist s fo r  A  JfaTJ a  singulá r  quadri c consistin g o f 

a tangen t  plan e o f  i e surfac e ÍT a t  th e poin t  A 0 an d a 
plan e f  .  whic h áoe s no t  contai n th e poin t  A0 (i f  Sv  ̂ 0 , 
the n th e surfac e i s no t  withou t  torsion ;  i f  X=- 0 the n bot h 
plane š pas a throug h th e poin t  A c ) .  I f  w e conside r  th e 
charaetéristic s o f  one-parametri c (  ti = am6t 0 r  arrvbt ) 
system s o f  suc h plane š  X o f  singulá r  quadric s (whic h ar e 
not  tangen t  planeš )  w e háv e fo r  fixe d a n invarian t  poin t 

P(j) i n X ,  whic h i s  thei r  poin t  o f  intersection .  Th e 
point a P(i? )  li e o n a  lin e n. whic h passe s throug h th e 
poin t  A 0 o f  th e surfac e if -  th e f i r s t  p s e u d o -
n o r m á l  o f  th e surfac e wit h projeetiv e connexion o I f  w e 
conside r  th e dualisatio n P o^  o f  th e surfac e w e háv e a 

duá l  quadri c  Q t o th e quadri c Q W,  lk-4  ̂ • « Th e quadri c 
Q consist s o f  tw o planeš ,  th e lin e o f  intersectio n o f 

whic h i s th e f i r s t  n o r m á l  it 6 .  Th e normá l 
tt 0 an d a  pseudonorma l  n. ar e generall y differen t  lineš . 

A canonica l  plan e i s  determine d b y thes e lineš .  Th e secon d 
pseudonorma l  i s  duá l  t o th e firs t  one .  Th e summi t  o f  th e 
quadri c "QC-9 ,  j ^ , i s  a  s e c o n d n o r m á l  o f 

th e surfac e 7T • 

Ther e ar e oo% osculatin g quadric s & 3 o f  th e su r  -
fac e a t  th e poin t  A a •  The n A * 0 ,  ther e exis t  exact -
l y thre e curve s passin g throug h th e poin t  A c . ó n th e sur -
fac e an d havin g contac t  o f  th e thir d orde r  wit h a  certair i  -

Q3 9  Bu t  whe n sví 0 $ ther e i s a  differentía l  equ a -
tio n o f  th e secon d orde r  f ^ ^ v + ^ i V ^ + d j í v - ' ) 3 ^ ^  -  0 9 

th e solutio n o f  whic h ar e th e curve s o f  th e surfac e 37 "  ha -
vin g contac t  o f  th e thir d orde r  wit h $ 3 a t  a  poin t  A 0 „ 
The osculatin g plane š o f  thes e curve s ar e th e tangen t  plane š 
of  a  con e o f  thir d degree .  Thi s con e ha s thre e singulá r  tan -
gent  plane š passin g throug h on e straigh t  line .  We cal l  thi s 
lin e a  n o r m á l  /n,i(§ ,1%) wit h respec t  t o G>3 

(  ^  depend s o n tw o parameter s only) .  I f 

5 3  1 + h, 3 "A^K w e obtai n th e normá l  n -  '  • 

Ámong th e c^ 3 quadric s  Q$ i t  i s  possibl e t o fin d 

-  2 9 -



«*­ ť   quadric s  bl 1  i n th e fo l   ­win g way .  Conside r  a . 

straigh t  lin e  f i   passin g thr o  ; r  tn e poin t   A e  o f  th e 

surfac e  '/ T  ,  whic h i s no t  a  :   . e o f  tangen t  plan e a t  th e 

poin t   A0  .  Le t   R 1  b e the .  >aofac' e forme d b y th e ta n ­

gent s t o th e asymptoti c curve s  i  ­  &onót  fro m th e point s 

on th e asympto t  i c curv e ,  tt=  tcr,..:  t  An d le t   R ^   b e th e 

correw.pondin g surface ,  i f  we interchang e th e asymptotics . 

Let   %  ̂ b e a  lin e o n th e surfac e  R. ,   cohtainin g th e 

poin t   A0  an d analogousl y  ť', ,   o n th e surfac e  Kz  .< , 

The surface s  R 1  ,   R 2  a ;   clearl y non­developabl e 

surfaces *  Tw o straight .  line š  t t   ,   /t t   (o r   ­ ^   ,   t  ̂ 5 

'd e termin e a  plan e  t  ̂ (o r   T   ) ť  On th e lin e  ^   (o r 

ťt. x  )  th e r e i s a  poin t   p ,   ( c : v  ř ^   )  whic h i s a  ta n ­

gent  poin t  o f  th e plan e  x ,   (o *   x ^   )  wit h th e surfac e 

Ri   (o r   Rz  5  *  Th e straigh t   i  5n e  Ł   whic h i s determi ­

:>:  d  b y th e tw o point s  R ř   ,   FJ  i s calle d th e reciproca l 

lin e t o  ji .   .  Th e quadri c  ( ^   ' ,  ť :  tha t  quadri c   G$  wit h 

respec t  t o whic h  f t   ,   Ł?  ar ­   aola r  lineš ,  Th e equatio n 

of   U. ,   i s  i n th e loca l  coordinat e systé m x°x̂ ­, x  A " = ^ 6 <  )  . 

Ainon g th e normá l  s   ni^i^,^)  w e háv e  1 % C0t0)~  n  ̂ whic h 

belong s  t o th e quadri c   0,  ̂ *  Th e normál a  TI  an d  /ni  de ­

termin e a  plane *  Th e intersectio n o f  thi s plan e wit h th e 

tangen t  plan e i s a  tangen t  t o ti "  curv e  ďdu.  ­&dir^O  passin g 

throug h th e poin t   nD  «  Th e s '  con d normá l   <rt^  i s  th e 

pola r  lin e t o  u 1  wit h respec t   . 0 Q< (r?=0, hx^­bť*­ax.*'~  0)  . 

The normá l   u 1  i s  no t  a  lin e o f  th e plan e deterrnine d b y   n 

and  ffh0  ,  Le t   $   b e a  tangen t  curv e t o th e curv e 

a<L<jL­Jrdv = 0  a t  a  poin t   A 0  an d le t   $   háv e a  contac t 

of  thir d orde r  wit h th e osculatin g quadri c   Q<i  o f  th e sur ­

fac e  JT  ,  Fro m th e point s o n th e curv e  ý  conside r  ta n ­

gent s t o th e asympto t  i c lineš ;  the­ n w e obtai n tw o system s o f 

<zo4  quadric s  íf 1  ,   G­ ^   ,  whic h háv e contac t  o f  th e 

secon d orde r  wit h on e o f  th e considere d lin e surface .  Th e 

quadri c  6 ,   ha s i n a  convenien t  coordinat e systé m th e 

equatio n  .   c  .   %  ,  .  ,, &  <»  * .  ? 

řlo w le t  u s conside r  homologie s conservin g th e surface . 
elemen t  o f  th e thir d order 0 



For  a  surfac e wit h projectiv e connexion ,  ther e ar e tw o 

kind s o f  homologie s o f  loca l  spac e ont o itself .  I n homologie s 

of  th e firs t  kind ,  th e asymptote s ar e identica l  whil e i n ho ­

mologie s o f  th e secon d kin d on e asymptot ě correspond s t o th e 

othe r  an d vic e ver š a .  I t  ca n b e shov/ n tha t  th e homolog y o f 

th e first.kin d  exist s als o i n th e čase ,  whe n o n th e surfac e 

*ST th e relatio n  4v 4­ 0  holds .  Fo r  th e existenc e o f  th e 

homolog y o f  th e secon d kind ,  however ,  th e conditio n  h  =  Q 
i s  necessar y an d sufficient .  Ther e ar e  oo *   homologie s o f 

th e secon d kind .  Among the m ar e  o©' 1  perspectiv e homol o ­

gies ,  th e summit s o f  whic h necessaril y  li e o n Darboux' s tan ­

gent  s  a t  a  considere d point . 

,   I f   h=>0  o n a  surfac e  7f  ,  the n th e singulá r 

quadri c consist s o f  tw o planeš .  One i s a  tangen t  plan e o f 

$f  a t  th e poin t   AD  an d thejothe r   T ,  i s  a  plan e contai ­

nin g th e poin t   A0  .  Ther e exist s a n infinit y o f  curve s 

(determine d b y th e equatio n  adu. ­ 4 r dv  *Q  ) ,  suc h tha t 

th e characteristic s o f  th e one­parametri c systé m o f  plane š 

T,   alon g on e curv e o f  th e systé m ar e invarian t  lineš ,  th e 

f i r s t   n o r m á l a  n°  of­th e surfac e wit h projec ­

tiv e connexio n withou t  torsion .  Th e s  e  d  o  n  d   n o r m a ! 

TL°   i s  a  pola r  lin e t o  ru  wit h respec t  t o th e mai n 

Lie' s quadrié; •   (X (0,4) « 

We shal l  cal l  "pseudogeodetics "  o n a  surfac e  7T th e 

curve s  v*  a  (­VL)  fo r  whic h  J4> (u.,v,  dwT dv)  ha s a n 

extrema l  value ,  i f   4>  i s  an'invarian t  differentia l  forn r 

on th e give n surfac e  J T  .  I f  w e tak é c/ > '= adtt  t  &dv  i t  ca n 

be show n tha t  th e necessar y an d sufficien t  conditio n fo r 

­vsťpítí' )  t o b e a  pseudogeodeti c curv e i s  tha t  th e relatio n 

&„+   &ú,*'0  shoul d hold .  I n thi s čase ,  however ,  eac h cur ­

ve whic h passe s throug h th e give n poin t  i s  a  pseudogeodeti c 

curve .  I f  w e us e th e invarian t  form s  v Zaů­dud­ir  $ 
'  r —  1  ­—­   j ­— Y  JS­^da, díT 
y^ařdu  ­\Mr  dv  ,   jj ^  aZaTKJrdxr  (   X,  ,  A 2  ar e 

arbitrar y parameters) ,  w e háv e give n th e respectiv e Eule r  ­

Lagrange' s differentia l  equation s o f  th e pseudogeodetics .  Th e 

correspondin g osculatin g plane š o f  th e pseudogeodetic s alway s 

envelo p a  con e o f  th e thir d degree .  Ther e exist s a  straigh t 

lin e whic h i s th e intersectio n o f  thre e singulá r  tangen t 



plane š t o thi s cone *  We thu s na v ť  thre e invarian t  straigh t 
line š (wit h respec t  t o invarian t  differentia l  forms )  whic h 
li e i n on e plane *  Thi s invarian t  olan e i s forme d b y line š 
(th e normals )   <n°  (X)  Í X % | ­ { V ­ > *   ť   ŘJksk.  _ 

For  value s o f  th e paramete r  A s 0 , |  ,  J   ,  We obtai n thre e 
normal s correspondin g t o ou r  thre e forms .  We háv e a  bundl e 

*t(§,A )  whic h is ř  forme d b y   mf  (A)  an d  n0  m Among th e 
normal s  *i*'Cfc )   ther e doe s no t  exis t  a  lin e suc h tha t  th e 
developabl e surface s o f  th e congruenc e o f  thes e line š i n ­
tersec t  th e eonjugat e ne t  o n  íí  0 

By Wilcsynskj/ s directri x o f  a  surfac e wit h projectiv e 
connexio n we shal l  understan d a  Í; :  aeralizatio n o f  tha t  lin e 
fro m a  projectiv e spaco ,  wher e we conside r  th e definitio n 
by mean s o f  a  lín e a r  complex .  Th e W.d o ha s th e foli o win g 
characteristi c i n a  projectiv e epace :  i f  we tak é a n arbitra ­
r y straigh t  lin e  p.  passin g throug h th e poin t   A 0  o f  a 
surfac e  'Jf  an d a  straigh t  lin e  ^   reciproca l  t o  rt  , 
we ge t  tw o lin e congruence s   T]  i  T\  i n a  corresponden ­
ee  C   ť  I f   C   i s a  developabl e correspondenc e an d i f 
th e developabl e rule d surface s o f  thes e congruence s inte r  ­
séc t  a  conjugat e ne t  o n  J T  ?  the n  p,  i s  a  W.d .  Suc h 
a straigh t  lin e o n a  surfac e wit h projectiv e connexion ,  how ­
ever ,  doe s no t  exist ,  no t  eve n who n th e surfac e i s withou t 
torsion .  I f  ?  however ^  we wan t   C  t o b e onl y a  developab ­
l e correspondence *  o ř   1 ^   >   T I   ' fc o CLrf c a  conjugat e ne t 
by thei r  developabl e rule d surfaces ,  the n we ge t  th e W.d . 
as a  solutio n o f  a  certai n systé m o f  partia l  differentia l 
equations ,  Thi s systé m ha s onl y on e solutio n i f  initla l  čou ­
di t  ion s ar e given ,  tha t  mean s i f   p.  i s  chose n a t  on e 
point .  I n thi s čase ,  however ,  W.d *  define d "i n sluc h a  wa y a ~ 
r e no t  identica l  wit h th e W.d *  studie d b y A.Švec ,  b y mean s 
of  th e definitio n b y a  linea r  complex ,  o n th e assumptio n tha t 
we choos e  ft  a t  th e particula r  poin t  a s a  W.d .  o f  Švec' s 
systém . 

Let  u s conside r  tw o surface s   7Í  ,   3?  wit h pro­ ^ 
jectiv e connexion .  Le t   íí  an d  ff  b e i n a n asymptoti c 

'   .  ;   ­  3 2 ­



correspondenc e  C   .  Le t   H   h e a  homolog y betwee n th e 
loca l  space s a t  th e considere d p r  nts .   I t  i s  possibl e t o sho w 
tha t  a  linearisin g lin e  (introdu *   s  b y E.Čech )  o f  a  tangen t 
t o a n asymptoti c  tr= r  a»wt  í s H   ­characteristi c onl y 
when  íh­íi  .  I f   ? T  i s  g ivn ,  the n  Ťf  depend s o n f  1 ­

ve function s o f  on e variable .  I n oi­de r  fo r  a  linearisin g li ­

ne o f  a  tangen t  t o a n asympto t  i c   dv­­?0  t o b e a  tangen t  t o 

one curv e o f  a  systé m  adu,­  A­dv  x  0  passin g throug h a  gi ­

ve n poin t  i t  i s  necessar y an d suíficien t  tha t  th e equatio n 

u (a /  ­  CL°O ­t a? ­  a  J­X­ft ,  ° )  +•  • & (J3 ­  $)  * 0  shoul d hold .  I f  3 T 

i s given ,  the n  7f  depend s o n f i  e  function s o f  on e vsriable . 

The spac e wit h projectiv e connexio n  (3­dimenslonal ) 
withou t  torsion ,  wher e throug h ei;c h poin t  pas s thre e sur f  a  ­
ces ,  o n whic h th e systé m o f  curv. :   ;  axLu,  ­­krdxr  ̂ 0  i s  u n ­
determine d  í  a,zzir=0)  ±s  characterize d b y th e equation s 

Uf  g s  ­  g 1  ­  P 1 ­  R *   ­  R 3  ™ 0 
Ai%"  i *   " "   « 1  ' «  ~   '   3Í5 L  " ^ 2  ' 

wher e 

(B.CENKL ,  Th e normal s o f  a  surfsc ^  i n a  spac e wit h projecti ­
ve connexion ,  sen t  t o  b e printe­." ; 
A.ŠVEC,  Su r  l a geometri e dif f  érei'­iell e ďun e  surfac e plongé e 
dans u n espac e a  troi s dimension s a  connexio n projective , 
sen t  t o befprinted) . 
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