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Commentationes Mathematicae Universit atia Carolinae 
3, 2 (1962) 

OBER EOTS NIHERUNQSMETHOBB ZUR LOSUNG GEWISSER RANIWERTAUKJA-

»SEN BER REAETQRTHEORIE 

Rostislav 2EZULAf Rrsha 

Einleitung 
Wir werden di® Mogliehkeit der Losung gewisser Randwert-

aufgaben der Reaktortheorie,' die nichtlinear v on einem P ara­
me ter abhsngenf di^ch OberfShrung auf ein unendliches homoge-
nea linearea Gleichungssyatem untersuchen. Wir werden zelgen, 
dase man, unter gewiasen Voraussetzungen, dieses homogene 
System durch Auslassen der ersten Gleichuhg auf ein unhomoge-
nes System uberfuhren und losen kann, indem man mit Hilfe der 
Reduktionsmethode die konvergente Folge der angenaherten Ei~ 
genwerte, welche der ersten Gleichung des reduzierten homogé-
nen Systems genugen, und die schwach konvergente Folge der 
angen&ierten Eigenvektoren, die dle Losung der reduzierten 
unhomogenen Systéme sind, konstrulert* Zuletzt werden dle nu-
merisehen Yorteile der von uos betrachteten Methode im Ver-
gleieÉ* mit einlgen anderen bekannten Losungsmethoden beapro-
chen* 

Die physikalisch einřachste matheraatisehe Beschreibung 
eines zylindrischen homogenen Reaktora ohne Reflektor mit 
den extrapollerten Grenzen R , í -j- und mit einem zylin-
drischen Regulierungsstab, der sich J.n einer zylindrischen 
Axialhohlung vom gleichen Hal hrne sser a bewegtj ist (mit 
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Hinsicht auf dle Anordnungšsymmetrie) durch folgendes zweidi-
mensionales Randwertproblem zuř Bestimmung des Neutronenflus-
ses ifCt^) gegeben 

&(f> -f- tff * # ' .' ' (1) 
fCR ,*).-• 9c*>.rŤ1m + (2) 

Operátor K i s t eine Naherung des schwer zxx bestimmenden 

genauen l i n e arén Operátora, dle wir [2] in der Form 

annehmen, TO o?- í * ) eine fur --^- ^ X ^ -^- stúckweise 

konstantě Funktion bedeutet: 

(5) 

Wenn wir ^. ̂  ^ ^ ^ (6) 

ae - <m** *i fť-4*, —z**.) (7) 
bezeichnen, so sieht man leicht ein, dass der Operátor K 
beschrankt ist* 
Die Methode von Fourier ermoglicht es uns [l] , leicht eine 
Folge von Funktionen Cjf^(ftfZjb ) Zu gewinnen, die fur 
jeden Wert des Parameters fJ » A der Gleichung (1) und 
den Randbedingungen (2) genugen: JL J « 
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WO . . . 

(9) 

-X flfcC? '*>' 3> í^r^ • *}u _ hir) (V H / 

9*. ̂  -
•coa oĈ  £ fur -fc - ' 2 « + -4 

(10) 

• ^ c C . i fur A= 2(n + 4) 

Definieren wir je tzt den Hilbertschen Unterraum 

• H ( - . i ' T K I _ Í"T, 2 ) der Funktionen 9>í*,«, Bá ) , wel-

che samtlich die Randbedingungen (2) erful len, ala die Ab-

achliessung der linearen Hulle des Funktionensystems (8 ) . 

Vollstandigea System der Eigenfunktionen (10) bildet eine 

orthogonale Basis diesa§ Unterraumes H . Mit Hinsicht 

aof die Randbedingung (3) kommen nur diejenigen Punktionen 

g>C/c, OL, &*) e H in Betraoht, fur welche die beiden f o l -

genden Entwicklungen nach dem Eigenfunktionensystem (10) 

im H konvergieren 

y (a.*l>Clš R) 
^ w -£ l '^ ' f c f r 

Wir setzen alao voraus, daas im Unterraum H eine Loaung 

Cf(K,%,D ) der Gleiehung (1) existiert, welche die Beding-

ungen (11), (12) erfíillt (sdfdass ^{£,£,6 ) ) eine Ersatz-
u CP 

funktion fur die Ableitung g ^ der Punktion <f 
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i s t ) « Wenn wir den Operátor . K und den Vektor y ťafz) mit-

t ě l a der Basis (10) da r s t e l l en , so fuhrt uns die Randbeding-

ung %y * K (f auf ěin unendliches homogenes l i n e a r e s Gleich-

ungasystem [ž] 

2 kA^b%) s% Gk i h ^ (13) 

wo K ^ die Matrlxelemente des Operátora K in der Basis 

(10) bedeuten. 

Durch das homogene Gleichungssystem (13) werden die E i -

genwerte des Parameters 6 * A sowie die diesen Eigenwert-

en entsprechenden Eigenfunktionen cp (&, %,• &*) € H bestimmt, 

und wir kormen ale numerisch e n a i t t e l n . 

Im řolgenden Lemma 1 werden wir zeigen, dass unter ge-

wissen Voraussetzungen aueh umgekehrt die Funktion ? € H f 

welche durch d ie Reihe (11) der Losung des unendlichen homo-

genen l i n e arén-Glelchungeeysteaw (13) zugeordnet i s t , eine 

Losung unseres Randwertproblems ( 1 ) , (2>> (3) im gewissen 

Sinne verallgemeinerU 

Lemma 1« 'Setzen.wir voaraus, dass • 

1) es e x i s t i e r t ein Wert Be e ^ A f , A ^ r f$r welchen 

das unendliehe homogene Gleichungssystem (13)' eine n i c h t t r i -

v i a l e Losung (|4 (Í>1 ), | a (B0 ) , . . . ) . b e s i t z t , 

2) fur jedeš ^ , 0 , < U I á R una. fur jedeš r e e l l e 

&a = A e < X 1 7 X A > konvergieren die Reihen (11) , (12) und 

d ie Reihe 3* - ( t 

(14) 
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(wo die Funktionen Afe Ot, &1), f^(z) durch (9) , (10) gege-

ben sind) im Mittel im Raume X1 (~ j - , f J • 

Dann g i l t : die Punkt ion 

i s t eine Losung des verallgemeinerten Randwertprobleios (17) , 

(2 ) , (15). 

Beweiat 

Laut unserer Definition des Unterraumes H(—J " J / C * ("X, 1 1 

g i l t 
. *C* f *,-**> « H (-£,-({•.)• 

Nach Voraussetzung 2 ist die Punktion ty Ot,x,B/ein Ersatz 

fur die Ableitung (in Richtung der Normále) der Punktion 

c/>6t, x1 B ) f sodass die Randbedingung (3) folgendermassen 

ersetzt werden kann 

was in der Basis (10) des Unterraumes H|--j y 7 miťdem 

linearen Gleichungssystém (13) aquivalent ist. 
Die Teilsummen der Reihe 

und infolgedessen aich die Punktion <p (&,&,& ) selbst, ge-
nugen der Randbedingung (2). Nach Voraussetzung (14) exis -
tiert eine Ersatzfunktion fur zweite* Ableitung 

Da die Teilsummen der Reihen (11) fur cp ítt, z, B*) und (14) 
- 41 -



f ur o (K, %} B*} der Gleichung (l) genugen, so muss auch die 

Ersatzřunktion fur die zweite Ableitung %ZT 

p^^-^L-fe^- £ (*,B~) US) 

e x i s t i e r e n und es "gilt die Relat ion 

welche im F a l l e , dasa die zweiten Ableitungen -7r~ , X * * 

e x i s t i e r e n , mit der Gleichung (1) aquivalent i s t . 

Mit Hinsicht auf Lemma 1 werden wir also vor d i e Auřga-

be g e s t e l l t , d ie Bedingungen zn bestimmen, un te r welchen e i -

ne 3*osung des unendlichen homogenen l i ne arén Gleichungssystems 

e x i s t i e r t , Biese Auřgabe i s t so weitgehend, dasa es a l s zweck-

massig e r s c h e i n t , unaer ursprungliches Randwertproblem ( l ) , 

( 2 ) , (3) gewissermassen zu verallgemeinern, indem man i n der 

Randbedingung (3) ans t a t t des Operátora TJ— den al lgemei-

neren Operátor H(X) jiimmt, der durch die Rela t ion 

N á ) : ^ - ** <*)-9K- (A**,*,.-*) ( i 8 ) 

d e f i n i e r t wird, wo X ^ ^ ) gegebene, s t e t i g d i f fe renz ie rbare 

Punktionen s ind , welche den Ungleichungen 
C, < zA (X)<C± CA >, 2) <w> 

genugen, scjdass der Operátor H (X) l i n e a r und beschrankt 

i s t * 

Es s e i a l so im Unterraum H (OL7&) des Hilber tschen Rau-

mes L ^ Í O / , ^ ) d ie Operátorei^leichung 

R \ x ) y « (N(X) ~ K)^ » * 
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gegeben, welche der Randbedingung (3) unseres Randwertproblens 
(1)-, (2), (3) entspricht. 

E8seiweiter CCTOJ;...-> 
A m . N t t L l . ) ^-r^A,...) 
A W U " l - > | D ( X V 0 (0i)» (oLťfc(X» ( 2 1 ) 

die Matrixdarstel lung des beschranktén Operátora R f^.) i n cier 

Basis {^n.* g«. } des Unterraumes H(a,-0-)c Lí (a-,-^) , so 

dass g i l t : c . ( ( K * > , , V,.), ( K * * , , % ) , . . - > £ / * 

d cx)^(dua),dixa),-)= aR*a)^ t , ,yU CR*a>%„.%). 

Betrachten wir das Eigenwertproblém im Hilbertschen 8aume• 

JÍ% , welches durch die Cperatoren&leichung 

gege ben wird und fur f*l(X)~ -£— mit dem unendlichen ho-

mogenen linearen Gleichungs stínem (13) zusammcnjSUlt. l)r< der 

Eigenvektor 1£ nur bis auf ein 'conctontes Koe,f:fi£iont be -

stimmt wird, so konnen wir 

yCXY- C f , f / A ) , | a U ) , . . . ) c r.0 

setzen und die e rs te Gleichung im System (22) b e i n e i t e l a s s -

en, so dass wir fur jedeš fes te A € < A 1 1 A 4 > ?)nst;rtt des 

homogenen Systems (22) das unhoínogene unendliche l inenre 

Gleichungssystem 

D a ) . * a ) . 4 - (24) 
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zur Bestimmung des Vektors , 

x a ) - f / / A ) , / i a ) , - ^ - « * t - (25) 

erhalten. Wenn dieser Vektor von A uberhaupt nicht abhang-

ig ist, und wenn ein wert A £ ̂  X, , A 2 > existiert, der 

die linfce Seite der ersten Gleichung in (.22) verschwinden 

lasst, sodass 

(26) 

gilt, dann ist der Vektor ym'(^ff *f ?***) éin Eigenvek-

tor des Operators A'(A) , der zum Eigenwert A * ^ehorig ist. 

In der Praxis kaim es vorkommen, dass der Vektor X in 

(24) nur schwach von A abhangig ist. In diesem Falle kann 

man, wie weiter gezeigt wird, mit Hilfe der Reduktionsmetho-

de und der Banachschen Iteration, eine Folge der "angenahert-

en Eigenwerte" X^ -f A * und die entsprechende Folge der da-

zugehorigen " angenaherten Eigenvektoren** 

konstruieren* 

Wir wenden uns deshalb zur Frage uber die Konvergenz der 

Reduktionsmethode zur Losung des unhomogenen Gleichungssystems 

(24), auf welches man das homogene Gleichungssystem (22) uber-

fuhren kann* Die Konvergenzfrage werden wir dabei ganz allge-

mein, ohne jegliche Hinsicht auf unser Randwertproblem (l), 

(2), (3) betrachten. 

Zuerst fuhren wir folgende Bezeichnungen ein: 
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Es sei E ^ der reelle u-dimensionale Euklidische Raunu Ea 

se i weiter im reellen Hilbertschen Folgenraume i die Opera-

torengleichung 

D x - Ar ( 2 7 ) 

^orgelegt, wo U€ gegebener linearer beschrankter 0-

perator und & * (Ai i #a> •* •/€ K^ C £ gegebenes Element ist« 

Bezeichnen wir ale (di^)9 (0£^f^) die Matrixdaratellung 

des Operátore O und 

die Projektion des Vektore $r axf E ^ • " 

Wenn wir noch die weitere Voraussetzung machen, dass die 

"abgeschnittenen" quadratischen Matrizen 

fur alle n. > N nicht singulár sind, so existiert die Folge 

der Vektoren X , die mit Hilfe der Reduktionsmethode er-

worben wurden : 

•«^-[D^r^^.<r* . f" .». /r , )«^ (28) 
Deflnieren wir 

*r=cc->c>>*>-,c^ (29) 

4 . - CA.»&.f-» ; A - . * . * > — > £ r <3o) 

so folgt aus der Relation (28) 

o.xr-^, « r - ^ . ^ (32) 
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Jetzt konnen wir schon den folgenden Satz uber die schwache 

Konvergenz der Reduktionsmethode fur die Losung des unhomoge-

xien unendlichen linearen Gieichungssystems (27) beweisen: 

Satz 1: Wenn-der-lineare beschrankte Operátor Dcíi1-^ £*) 

den folgenden dře i Bedingungen genugt 
1) fur alle u > N sind die Matrizen D***'- nlcht 

singulárf so dass die Vektoren x^=- H^ Sr^ existieren, 

2) es exist ier t ein linearer beschrankter Operátor 

Ve (lx-^l%)s der fur alle oc e lz definiert i s t und die Re--.. 

lat ion 

<C€ / * — > VCDX) - « ( 3 3) 

erfullt* 

3) es i s t fur alle n> - \ N 

so g i l t : 1) die Folge der mit Hilfm der Reduktionsmethode 

ernorbenen Vektoren o c ^ ^ H ^ ^ c / 1 konvergiert schwach gegen 

daa Hement Vir e i 1 

H * ^ - < V - - - V > (35) 

2) ďaa Element Vir ist die Losung der Gleichung 

(27) 

Bewela s 

Offensichtlich ist i ^ « £^ • 3C^}—» D^C * <&". 
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Bft g i l t sběr auch, wie wir gleich beweisen, 

D x ^ - ^ DX » Jr. ' (37) 

Man u l i t . ' b x í ' « D^x™+(l)~D^)oc£\ 
so dass řur beliebigea i£ « f̂ ,, * i j l í - - . ) e i 1 

die Gleichung 

gi l t* 

Fur die Folge der Vektoren 

g i l t offensíchtlich, ty*,..—* 'y • 

Aus der Konstruktion der Matrizen R^ sieht man leicht 

ein f dass fur jedeš *t » 4f ! , & » • • • g i l t 

(ÍD-D^)xr\ -WJ - * ' (38) 

Hieraus folgt 

Wir haben also « 

<líi»w..íD*í>,.^*í- **** O ^ Í C V * * - n>X,*>. Í39) 

Fur jedeš ^ € £* i s t die folgende Beziehung richtig 

Nach der Voraussetzung (34) aruss aber gelten 

so dass C P x £ ° , -y - y^ ) eine Nullfolge I s t . Wir haben also 

H € f = ) W CDx£\<y)» C D x . v ) - ^ . ^ ) (41) 

waa mit der Beziehung (37) aquivalent i s t , die zu beweisen 
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war. Infolge der IToraussetzung 2 des Satzea existiert ein ad-
jungierter Operátor V € ťX*~» /*) und es gilt 

folglich 

Es i s t alao aich 

Da wir 

baben, so g i l t d± • (&*« , diJL ,.** )eX (i** 1, Z,.*. ) (43) 

Fach (32) i s t fur i - 4 , ' Z , ' . . . , • *t 

a l so nach (42) auch 

bel jedem 4 *» 4, Z , - • • f was in der Matrixform ge -

schrieben í> Vir *» ^ g i b t . Damit i s t d ie gesamte Behaup-

tung des Sataa® 1 beviéeen* 

• Bemertamg I# . 

Satz 1 g i l t , vde aus seinem Bev/eise e r s i c h t l i c h i s t , 

nicht mxr fur die Operatoren E ,̂ und Vektoren í C ^ , welche 

mi t t e l s der Reduktionsmethode de f in i e r t s ind , sondern auch 

fur jede Folge der l inearen begrenzten inven t ie rbaren Opera­

toren {D^} undYektoren {x^ 1 } , {&„] , v/elche im H i l -

bertschen Raume fur den gegebenen l inearen beschrankten Ope­

r á t o r D und fur das gegebene Element «&*DoC e JL* den 
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folgenden drei Bedingungen genugens 

1) 4^ -+*-. Dx (45) 

2) fur jedeš *i>- 4flf* e x i s t i e r t die Losung 

*ÍT l m H*, A* € ^ * ' tor OXelóhung D^ * £ ' - A , (46) 

3)' fur bel iebiges . % « ( ^ t *£, , . • Oe <£xgilt f wenn wir 

'^m,* ^ i ' í l i ' " ' ^ í * " " ' € . bezéichnen, d ie Beziehung 

i^c(D-^)xr,^)=^ (47) 
Bemerkung ,2.» 

Bie Voraussetzung 1 im Satz 1 i s t s icher e r f u l l t , wenn 

^'der Operátor 0\ pos i t iv i s t , weil dann bei jedem 7i«.4 f2y3,*. . ' : 

die bekannte Grame che Determinante i s t . ,In diesem r ^ l l e i s t 

die Methode der Reduktion nur e in Š p e z i a l f a l l der Ritzschen 

Methode* Auch die Voraussetzung 2 d ieses Satzes wird offen-

s i c h t l i c h e r f u l l t se in , wenn der inverse Operátor j)~ exis~ 

t i e r t und auf e iner ubera l ld ich ten Teilmenge R^ C JL% d e f i -

n i e r t und begrenzt i s t» 

fiemerkunff 3 f 

Die Voraussetzung 2 im Satz 1 , d ie o f fens ich t l i ch fu r 

einige Operatoren D nicht e r f u l l t wird, kann man fo lgender -

massen erse tzen; 

2 a) Es e x i s t i e r t die Losung x e t** der Operát oren ~ 

gleichung Ox»/r und zu jedem ^ € <£> g ib t es e ine Losung 

Z € i 1 der Gleichung 

1 ' D * * (33 a) 

Die Behauptung wird in diesem Pa l l e offen­

s ich t l i ch ihre Gult igkeit behal ten, und fur be l ieb iges y € JI? 
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v/erden die folgenden Beziehunge^n ge l t en 

ao dass wir wieder %f£ —* X , Dx * ^ haben* 

Mit der Hilfe des Satzes 1 .v/erden wir j e t z t im řo lgen-

den Satze i n der schon ongedeuteten Weise, un te r Zuhilfenah-

me wei te rer Voraussetzungen, welche die schwache Abhangig -

ke i t des Vektor s <cCA) in (24) vom Parameter A ausdrucken, 

das Eigenv/ertproblem (22) losen» 

Satz 2» 

Es s e l im Hilbertschen Polgenraume die Operátorengleich-

ung (22) gegeben, wo die Funktionen a ^ CA )7 dlJht (A ) gege~ 

bene s t e t i g difřerenzierbare Funktionen v on A u n ď c e.<£x
y 

gegebene Vektoren s ind . 

Machen wir f olgende Voraussetzungem 

1) Ber l inea re begrenzte Operátor D CA) e r f t i l l t fur s i ­

le A € <A,, ,AAJ> die Voraussetzungen des Satzes 1 (sojdass 

die Losung x C A ) s C | CA), £ (\)r..)e£2' der Operatoren -

gleichung 

D(\)-x(X) - ^ 
fíir jedeš A e < A 0 A ^ > e x i s t i e r t (siehe Satz 3) )• 

2) Zu der Funktion 0^ CA) e x i s t i e r t im I n t e r v a l l e 

A n ^ A 4 Aj, die s t e t i g differenzierbare inverse Funktion 

I L C A ) , SO dass fur jedeš A £ < A 1 J A X > g i l t 
A (a,„ CA)) » A (48) 

3) Fur jedeš A€<A 1 Í A J L > und fíir Jí ž N e r fu l l en die 

Vektoren X ^ Y A ) « H^CAV i j^ die Bedingung 
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4) Es g i l t fur o&l® A > N 

wo die FunktionenaíA) d&s Intervall < X., , Xa ,> in sich 
abbilden* 
Dann sJtpd folgende Behauptungen richtigr 

1) Píir jedeš A > N und fur beliebigea A£ €<A1 ;A2> 

konvergieren die Banachschen Iterationen 

2) Die Zahlenfolge { A^-A£(a£ .&*>» c9 e ^ ^ ' ^ i > ) 

i s t beschrankts sodass ihr Limea inferlor 
- A * - 'J*m>.iMf \ e < X^XZ> (52) 

. exist iert* ' . . 

3) Die Folge der Vcktoren X ^ V A * ) « H 4 C \ * ) ^ ist schwach 
gegen das Element £ČX*) - V(\*) Ir konvergent: 
x^a*)-^ x a*)- \mfr- ^ a*), & a*>,...) e i* . (53, 

4) Vektor y tt*)» (1,^ (X*)7 &??), -O fi i* genugt 
der Operatorengleichung 

. A a*)-v CA.*)- * , ( 5 4 ) 

das© A * ein Eigenwert des Operators A(X) und î  CA*) ein 
zu diesem Eigenwert gehoriger £igenvektor ist. 

Beweis; 
Nach dem Satz 1 g i l t fur jedeš A e < A i ; 

imd also (x.l£\x), C ) —» Coc CA), c ) . 
Aus den Grunden der endlichen Dimension sind die Koordinaton 
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%i (A) der Vektoren X^ CA) atetig differenzierbare Funk-
tionen des Parameters A » 
Da nach Voraussetzung 2 des Satzes dle inverse Punktion A CA) 
stetig lat, so gilt 

AI(xjfVA>,c)]-> ACCxCA),c)J 
Bestimmen wir den Wert A^ € < A^A^ > eus der Bedingungr 

dass der Vektor ^ - ' f ^ ^ C A V - , f ^ č A ) , * , .•.) fur A * A ^ dle 

l inka Seite . in der ersten Gleichung des homogenen Systems-

(22) g le i ch Ktoll machtj' 
a„É*J-te,**<V> CA>N) (55) 

Dann haben wir fSr beliebig gewabltes &£ e < X , , A J t > 

Die zusammengesetzte Funktion ^ CA) « A L^ CX)J 

i a t 9 da naeh Toraussetzung 4 des Satzes 

g i l t , e in Xipsehitzscher Operátor aif dem Interva l l < A 1 í A x > í 

so dass nach dem Banachschen Fixpunktsatze die ( l e i cht bere-

chenbaren) Iterationen 

fur beliebigea, gegen einen und denselben Wert 

A^* JUm A £ e < A 1 , A a > ^&) 

kcmvergieren, und die Zahlenfolge {A^\ beschrankt i s t . 
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Es e x i s t i e r t also der Wert A*« JHmv •ín,f^€<Af1í\JL> und es 

g i l t nach dem Satz 1 

x£a*r-*x..cx*), pa*)x(A*)=> (57) 

Weiter haben vár9 irďolge der Voraussetzung 3 des Satzes9 fur 

geeignet ausgewahlte Tei l folge A ^ - Í -""> A 

= a fAfc,)+ (- e, x£*VA*)+fA*.- A*H- c, £<**>;. 

Daraus bekomiaen wir durch den Grenzůbergang Á,^ —> oo 
•0- - O, ÍA'*) + C-C, X (A*)) 

(58) 
was zusammen mit der Beziehung (57) 

$.--> + D(A*) x CA*) 
in der Matrixf orm geschrieben A (A*) • ̂  ÍA*)« -0- gibt, v;, z. b« w« 

Bemerkung 4» 
Aua dem Beweise des Satzes 2 i s t l e i ch t einzusehen, dass 

jeder Haufungs punkt der Polge {Afa,| e in Eigenwert des Sigen-

wertprobleras (22) i s t . Verhalt sich die Polge {A^} monet on, 

oder i s t das In t e rva l l < A17 A z ^ so k le in , dass es nur einen 

Eigenwert en tha l t 9 so haben wir also A - ^m A* • 

Bemerkung 5* 

Da die Matrizen J)r*° endlichdimensional sind und infolge 
der vorausgesetzten Stetigkeit der Punkt i ono n d.̂  (A) ("i,̂ ,̂..*) 
die Koordinaten der Vektoren X^ CA} stetx̂ e Funktionen von 
A sind, so gilt fur jedeš feste A > N 
%^ A*«> » x f C\J-*ffA*)lh |A^A*t*ll^)IKU^A^M^<59) 
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die Koavergenz i s t also gleichmassig in Bazug atif den IÚŮBX 

k>» Infolgedessen g i l t bel Jedem featen *fi*cQ9t 47tlf*« axaeh 

imd a l so X^CÁ^)-&?(*?)-* &f (60) 

so dass wir fSr den beliebigen Vektor l ir c x 

haben, was mit der schwachen Konvergenz 

X ^ a ^ ^ - ^ x C A * ) (61) 

aquivalent i s t . Wenn wir spazieU | t « 4, Á*j£ * ^ . ^ w&ilen, 

so erhslten wir nach (61) 

wo dia Vektoren x ^ (A.£ ) achon im Laufe das Itearationa-

prozeases (51) berechnet wurden* Im allgemeinen werden aber 

die Vektoren X^ (X ) eina besaere Annahertang rSr dan ffcto* 

tor a c W ) gefcen. 

Bemerkimg 6» 

Bel der numerischen Bereehnnng der Banachachen I terat i©-

nen (51) wird es oft vorteilhaft s e in , 

zu wahlen* Die Werte der Skalarprodukte 

(c, H* tt£)^)« fc,xfa^)), ft,^«) 8ind ^ Larďe der 
Iteration dea XK konstant, so dass wir fur Jedea A & N 

daa Oleichungasystem O ^ ^ V a c ^ ^ i ^ nur einmal, fQr 

& • A ^ 9 losen* Die inverse Punkt ion <híh) ssa dar Punkt ion 

O^ CA) kann bei der Berechnung der Iterationen (51) meh 
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entweder in Form e iner f abelle fur die Funktion a^ (X) f i n 

der wir in te rpo l ie ren k8nnenf oderf wenn wir mit geringerer 

Genauigkeit auskommen, auch graphisch gegeben werden» 

Bemerkung ?• 

Au® dem Beweisgang© dea Satses 2 i s t e r s i ch t l i ch 9 daa© 

wir d ie ?oraussetzung@n 3 und 4 folgendermassen ersetaen kon~ 

nen, ohne die Gult igkeit dee Satzea zu andem: 

3 a) Der Vektor sc.CX)*V(A)Jy l a t eine s t e t i ge Funk­

t i o n ¥on A : A ^ - ^ A — > X Í A ^ ) — » X CA) , (§4) 

méhálb fu r A^—> X* d ie folgende Beziehung g i l t r 

jím, fcffl£
}C\>>«^ 

+ Jife Cc,*íA*>~ < : 5 a * ) } - fc,ocCA*» v 

4 a) Die Funktion <j/w Í A ) « A f i č , * * W > J 

e r f u l i t fur a l l e 4t > N die Bedingung 

|^C9**^) |< * < 4 , (50 a) 
woher folgt, dass die folgenden Banachschen Iterationen kon -
verftieren* 

( A £ e < At ,AA > beliebig 
Die praktiache Berechnung der Banachschen Iterationen wird 
dadurch erheblich erschwert, da jetzt die Skalarprodukte 
(c, OC^ÍA* )) im Laufe der Iteration dea A^ nicht mehr 

konstant sind, so dasa wir fur jedeš HL«0,4,2,—das Glei-
chungsaystem QJAj^JxJ^- &+. immer von Neuem losen 
musseiio 



Im Satze 2 wird die Existenz der Losung des homogenen 
unendlichen linearen Gleichungssystems A f A ) ^ » & be ~ 
wiesen, unter der grundlegenden Voraussetzung, dass fur daa 
entsprechende unhomogene System 0(X)x~ *** die Bedin-
gungen des Satzes 1 exfullt werden, so dass dieses System 
fur Jedeš X e <Xi1X%> eine Losung x (X ) = V(X)ir hat• 
Im folgenden Satze werden wir zeigen, unter wel^chen Bedin-
gungen (die die schwache Abhangigkeit des Vektor© 
xťA)« V(X)£r vom A ausdrucken) diese grundlegende Voraus-
eetzung im Falle der Operát orengleichuag (20) in Erfullung 
geht« 

Satz 1» 
Es moge der Operátor RjfA)« N ( A ) - K € (H(a,&>)**H(a,,lr)) 

und seine Matrixdarstel lung (21) 

A U ) - l . * i O C A ) / 

in der Basis {v/^} des Unterraumes H (a,9ir)lC «6 (a^) 

die folgenden Bedingungen e r fu l len ; 
. i) %„(x)-*(tr+-e- (65) 

fúr alle <m,«*2,3,... t e < a , > > ; Ae<A.,,A4> 

2) Dwtt)»D.»+ Ot̂  
fur a l l e TV > N, A s < A , i ^ » > (67) 

wo die Matrixoperatoren E ^ vom A- nicht abhangen 

3) fu r a l l e m, > N ex i s t i e r en die inversen Operatoren 

O'on, und sind gleichmassig beschrankt 

l i r I U t». češ) 
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4) es g i l t fur a l l e A £ < A , , Xx > , n > N 

II^CA>||-|!0;;/Ié M.<A (69) 

Darin e r f u l l t der Operátor DCA) bei jedem A c <C A f , A*. > 

die Voraussetzungen des Satzes l f so dass die Vektoren 

X^ CA) fur jedeš A € < A í f AA >[/ <je r Gleichung V(X)*X0Ú*>Sr 
seíiwauh konvergieren* 

Beweias 

Es se i \Z(A)€CH(a t^)->HCa, i - ) e i n operátor , der durch 

die řolgenden Beziehungen d e ř i n i e r t i s t r 

^ ^ ^ U & i , ^ " 1 <*>*> (70 a) 

Ya)-Y4-í«-.v,«) ( 7 0 b ) 

Bezeichnen wir TCc^4^)c HGa^^Oden Unterraum der Vektoren 
Jt € H(a>^) 9 welche dte erste Koordinátě gleich Null haben* 
Is ist klar, dass T (o^A*) ein inyarianter Unterraum des Qpe~ 
i*ators R.CA) ist, sodasa ěine lineare beschrankte Er~ 
weiterung der Umkehrung [ D CA)]"* des Operators D CA) , 
der seinerseits eine auř T(^^) definierte Verengung des 0-
perators R(A) ist. auf den Unterraum TCa,-^) darstelit• Ope­
rátor DCA) ist die Matrixdarstellung des Operators D*CA) in 
der Basis { ^ } des Unterraumes H C a ^ ) . Nach den Voraus -
setzungen 2,3|4 des Satzes eind die Operatoren £U,CA) den 

umkehrbaren Matrixoperatoren D On. > N) nahé, so dass sie 

nach dem bekannten Satze [4] auch umkehrbar und die Vektoren 

gleichiaassig beschrankt sind, denn es gilt 

wo CCA) vom ti unabhangig ist, w.z.b.w. 
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Bemerkufag 8« 
Wenn die Vbraussetzungen des Satzes 3 erřullt werden, ao 

gilt ': • • 

und weiter ;'<£'+. C ^ - A * ^ ) - * ^ - 0TÍ (71) 

Nehmen váx anf dass die Abbildungen D„n , fi,^ (X ) eineindeu-

tig sind, Nach der Voraussetzung 4 konvergiert die Neumann-

sche Reihe řur den inversen Operátor fE+D^- D4^fA)) 
Wir haben also 

<-^/M^-C(V:-C«í| 4víU^- (72) 
Wenn uberdies noch tyn CA) a CA. - X0) 5^. , (73) 

und Sc<rt eine Diagonalmatrix ist, so haben wir 

*r= t l-ihx-Kf-iKL • $»3* *£ A. (74) 

Wenn II D^ • S„ H< < 4 und f A - A J < < 4 s ind, so kSnnen 

wir uns in diesei* Neumannschen Reihe auf den Glied er s t er Ord-

nung in beschrankený so dass 

*í- tí^-^-^-K-^JD^ *» (75) 
g i l t und die Voraussetzung 3 des Satzes 2 in diesem Pal le er ­

f u l l t wird. 

Die Satze 1,2 und 3 (zusammen mit dem Lemma 1) kann man 

zur Diskussion der Konvergenzfrage verschiedener praktischen 

Probléme anwenden. Im Palle unseres ursprunglichen Randwert-

problems (1) , (2 ) , (3) zeigt es s ich , dass die Matrixelemen-

te (L£h(l) nur sehr schwach vom Parameter A= B4" abhangen, 
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so dass die oben angefuhrte Methode anwendbar ist tind in [2] » 
[3] zu guten praktischen Ergebnissen fuhrte. 

Wenn der symmetrische Operátor RCB**) positiv definit 
istj, $0 kann man unser Randwertproblém auch mit Hilfe der 
Bitzschen Methode losen, indem man KCb^^XCB1)^ (je) 
setzt und den Wert B* so bestimmt, damit XÍB9 ) * "d* • 
Man kann sich aber uberzeugen, dass im Falle schwacher Ab -
hangigkeit der Matrixelemente d.. (.X) vom A die Losungs-
methode nach Satz 2 grosse numerischen Vorteile hat. Ausser*-
dem wird in dieser Methode nicht verlangt, dass der Operátor 
R C A ) positiv definit, ja sogar nicht einmal symmetrisch 
sei9 sondern es wird nnr die sehwache Abhangigkeit der Vek* 
toren X ^ tom Parsmeter A in dem 
durch die Satze 2 und 3 praziaierten Sinne vorausgesetzt. 
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