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Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae

3, 2 (1962)

BER EINE NEHERUNGSMETHODE ZUR LOSUNG GEWISSER RANDWERTAUFGA=
-BEN DER REAKTORTHEORIE

Rostislav ZEZULA, Praha

Einleit

Wir werden die Moglichkeit der Losung gewisser Randwert-
aufgaben der Reaktortheorie, die nichtlinear von einem Para-
meter sbhéngen, durch U‘berfiihrung auf ein unendliches homoge-
nea lineares Gleichungssystem untersuchen. Wir werden zeigen,
dass man, unter gewissen Vorauseétzungen, dieses homogene
System durch Auslassen der ersten Gleichung auf ein unhomoge=-
nes System tiberfiihren und 13sen kann, indem men mit Hilfe der
Reduktionsmethode d;l.e kdnvergente Folge der angenﬁherten' Ei-
genwerte, welche dér ersten Gleichung des reduzierten homoge=
nen Systems gem'igan, und di_le schwach konvergente Folge der
angendherten Eigénfektoreh; dié die LOsung der reduzierten
unhomogenen Systo_me" sind, konatruigrt. Zuletzt werden die nu-
merischen Vorte’:li‘e der von uns betrachteten Methode im Ver-
gleich mit einigen andéren bekannten LOsungsmethoden bespro-
chen, o

Die physikalisch eimfachste mathematische Beschreibung
eines zylindrischen homogenen Reaktors ohne Reflektor mit

den extrapolierten Grenzen R, ¥ -5_‘—' und mit einem zylin-

drischen Regulierungsstab, der sich in einer zylindrischen

Axielhdhlung vom gleichen Halbmesser a bewegt, ist (mit

- 37 =



Hinsicht auf die Anordnungssymmetrie) durch folgendes zweidi-
mensioneles Randwertproblem zur Béestimmung des Neutronenflus-
ses ¢ (%,2) gegeben
Ag + B¢ = ¢ (1)
. TR
?(R,x):’?("tt‘l) & - (2)

{ ag(ﬂqx)J = [MJ = K 9 (KL,Z) (3)
911. H=Q

Operator K ist eine Naherung des schwer zu bestimmenden

genauen linearen Operators, die wir [2] in der Form
Kg (a,z)= F(x ). 9 @ 2) w

annehmen, wo A (x) eine fir ‘-?— £z 5-% stlickweise

konstante Funktion bedeutét 2

Fa)=- Y (g Ertr, ne=-F, izf2m
. (5)
& >0 Zm, =+ g—
Wenn wir F = min 9 (6)
2 = mar ’B’,; (=1, 2'"“)"’0) (7)

bezeichnen, so sieht man leicht ein, dass der Operator K
beschrénkt ist. |

Die Methode von Fourier ermbglicht es uns [1] » leicht eine
Folge von Funktionen ¢ (t,2,B*) zu gewinnen, die fiir
Jjeden Wert des Paremeters B = A  der Gleichung (1) und

den Rendbedi en ((2)8 jgeniigen: k= 1,2,...
Bl)= X, ) N (x) < < R

% ("t, x, i (04, Bﬂ.) 9&. z P }zﬂls _ﬂ_ (8)
2 2
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wo

hy (n,8%)= 3, (2, . 1) Y, (B2, R)

(9)
=Y, Lt on). J, (VBF-af - R)(GC&’ k’ﬂ")
H
s Ky 2 fir kh=2n+1
gy (%) = { (10)
. i &, % fir A=2Mm+1
m=41,2,...)
Definieren wir jetzt den HiLbertschen Unterraunm
( 8 H‘)C E -— ) der Funktionen ¢k, 2, B*), wel-

che samtlich die Randbedingungen (2) erfullen, als die Ab~
schliessung der linearen Hille des Funktionensystems (8).
Vollstandiges System der Eigenfunktionen (10) bildet eine
orthogonale Basis dieses Unterraumes H . Mit Hinsicht
auf 'dié Randbedingung (3) kommen nur diejenigen Funktionen
¢(e,%,B*) e H in Betracht, fiir welche die beiden fol-
gend.en Entwicklungen nach dem Eigenfunktionens&st_em (10)
im H konvergieren

@ (x, B (a@a=izls R)
90 B)=5 5 Foatper - ) ax)
(A,$B*sA)
2 5% (A,B‘) )

Wir setzen also voraus, dass im Unterreum H eine Ldsung
9(";%;51) der Gleichung (1) existiert, welche die Beding-
ungen (11), (12) erfillt (sddass v (t,2,B") ) eine Ersatz-

funktion fir die Ableitung ‘3‘,% der Funktion g (x,z, B*)
-39 -



ist). Wenn wir den Operator K wund den Vektor ¥ (@,%) mit-
tels der Basis (10) derstellen, so fihrt uns die Randbeding-
ung Y = K ‘/ auf éin unendliches homogenes lineares Gleich-

ungssystem [2]

H o2 h, B kg ,
- 2 h{'« (ar, BZ f ; Kih fh (t = 4’2"") (13)

wo K‘.& die Matrixelemente des Operators K | in der Basis
(10) bvedeuten. '

Durch das homogene Gleichungsaystem (13) werden die Ei-
genwerte des Parameters 5" = A sgowe die diesen Eigenwert-
en entsprechenden Eigenfunktionen g (lb, z, B*) eH bestinmt,
und wir kdnnen sie numerisch ermitteln.

Im folgenden Lemma 1 werden wir zeigen, dass unter ge-
wissen Voraussetzungen auch umgekehrt die Funktion ¢ € H ,
welche durch die Reihe (11) der Losung des unendlichen homo-
genen linearen Gleichungssystems (13) zugeordnet ist, eine
LOsung unseres Randwertproblems (1), (2), (3) im gewissen
Sinne verallgemeinert.

Lemma 1. Setzen wir voraus, dass

2
1) es existiert ein Wert B, € {A,,A,> , fiir welchen

das unendliche homogene Gleichungssystem (13) eine nichttri=-
. 2
viale Losung (§, (B]), § (B,),...) besitzt,

2) fir jedes 2, a<I4I1SR yng £iir jedes reelle

Br=2elA,,A,> konvergieren die Reihen (11), (12) und
die Reihe a* 2
4 YL (n,B 2
PR N LRy
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(wo die Funktionen /hk (x, B, g, () durch (9), (10) gege=

ben sind) im Mittel im Reume £* (-g— : lz'i)

Dann gilt: die Funktion s
@ b, (n,B,)
2y _ ty, P M ol (x) e H

g(n,z, B)= 2§, (B.) Jrr gl %
ist eine Losung des verallgemeinerten Randwertproblems (.17) ’
(2}, (15),

Beweiss .

: H

Laut unserer Definition des Unterraumes H(-%,%{)Cia(‘i’,l})

gilt H

g(n,z,B" e H(-E &)

Nach Vorsussetzung 2 ist die Funktion w(n,x,B’)ein Ersatz
fOr die Ableitung (in Richtung der Normale) der Funktion

g(x, x, B*) , sodass die Randbedingung (3) folgendermassen

ersetzt werden kann
2 = ‘ ’ )
w(a,,x,B )= Ky (a,xz B* (15)

was in der Basis (10) des Unterrsumes H -%,%) nit dem

5\

linearen Gleichungssystem (13) aquivalent £st.
Die Teilsummen der Reihe - he (n. BY)

g (0,2, 8= 5 § ﬁ?ﬁ?? 9, &)
und infolgedessen auch die Funktion go(/t;z/, B*) selbst, ge-
nugen der Randbedingung (2). Nach Voraussetzung (14) exis =
tiert eine Ersa}:zfunktion fir zweite.Ableitung

'E%'f g (r,z,BY)=w .

Da die Teilsummen der Reihen (11) fir ¢ (k,z,B*) und (14)
- 41 - :



flr o (k,%,B*) der Gleichung (1) gemigen, so muss such die

. a*
Ersatzfunktion fur die zweite Ableitung .7 ¢ (n,%,B*).

o0 o9* h (’bB’)
[XCLADED Y ~X N2k T @B (16)

existieren und es 'gilt die Relation
@ (n,x,B")+p (r,x,B*)+ B9 (x,x, B*)=4, ap

oy 2
welche im Falle, dess die zweiten Ableitungen —89-;% ’ —2‘3 P

existieren, mit der Gleichung (1) &quivalent ist.

Mit Hinsicht auf Lemma 1 werden wir also vor die Aufga-

be gestellt, die Bedingungen zu bestimmen, unter welchen ei~
ne %Losung des unendlichen homogenen linearen Gleichungssystems
existiert. Diese Aufgabe ist so weltgehend, dass es als zweck=-
méssig erscheirit, unser ursprﬁngliches Randwertproblem (1),
(2), (3) gewissermassen zu versllgemeinern, indem msn in der
Randbedingung (3) enstatt des Operators -5%.. den allgemei-
neren Operstor N(A) nimmt, der durch die Relation

‘e = . = 2,.0-
N g, = % Q) g (k=1 R

definiert wird, wo %*_(A') gegebene, stetig differenzierbare

Funktionen sind, welche den Ungleichungen
C, £z (ML, (h > 2) (19)

geniigen, sddass der Operator N(A) linear und beschrankt
-ist.

Es sei also im Unterreun H (@,4) des Hilbertschen Rau-
mes L" (a., jf) die Operetorex;g/leichung
ROy = (N -K)y = &

- 42 =
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gegeben, welche der Randbedingung (3) unseres Randwertprohiems
(1), (2), (3) entspricht.

Es sei weiter

C = (7‘1:111“‘)

~ a."(MJE_-_C_"_) b= (BasPasese)
Ad2) = ( & id D) = (dyy (M) (21)

i,h=12,..
‘die Matrixdsrstellung des beschrankten Operators R(A) in der
Basis {‘l{!,,._: 9,,} des Unterraumes H@,#)c L2 (a_,fr), s0
dass gilt: e = ((K®y,,w), (K*,,y),...) e £*
b= (K, y), (Ky,,9,),...) e 42

d ()= @d;, @A), d;, ). )= ((R®* () y,,,, %), (R*Qvy,, %)
: ves) € VA :

Betrachten wir das Eigenwertproblem im Hilbertschen Raume

L2 , welches durch die Cp:?retoren,“cleichung

AN o= (a,,,m)—c) y= & (22)
gegeben wird und fur N(A)= -5%- mit dem unendlichen ho-
mogenen linesren Gleichungss;stew (13) zusammeni811t. Dn der
Eigenvektor 4 nur bis auf =in onstantes Koeffizient be -
stimmt wird, so konnen wir |

gy = (1L, A, £ (D), i

setzen und die erste Gleichung im System (22) be.iseitelass-
e.n, so dass wir fir Jedés feste A€ <A, ,A, D> mstott des

homogenen Systems (22) das unhomogene unendliche lineare

Gleichungssystem

D(A)-x (A= & (20)
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zur Bestimmung des Vektors

'-’C(A)=(f4(}‘)’ fz Q),...)een 25)

erhalten. Wenn dieser Vektor von A uberhsupt nicht abhéng=
ig ist, und wenn ein wert A¥e <A, , A,>  existiert, der

die linke Seite der ersten Gleichung in (22) verschwinden

12sst, sodass

. Yy = a, (AX)
¢ - e (A7) 11 (26)

gilt, denn ist der Vektor y= (’l,§1 , fz."”) éin Eigenvek~-
tor des Operators A (A) , der zum Eigenwert A* gehdrig ist.-
In der Praxis kenn es vorkommen, dass der Vektor o¢ in
(24) nur schwach von A abhiéngig ist. In diesem Falle kann
men, wie weiter gezeigt wird, mit Hilfe der Reduktionsmetho-
de und der Banachschen Iteration, eine Folge der "angenshert-
en Eigenwerte" Ay, — A¥* und die entsprechende Folge der da-

zugehorigen "angensherten Eigenvektoren"

Y= (4, R0, R0, EM9),8,8,- )5y AT
konstruieren.
Wir wenden uns deshalb zur Frage uUber die Konvergenz der
Reduktionsmethode zur LOsung des unhomogenen Gleichungssystems
(24), auf welches man das homogene Gleichungssystem (22) ﬁber-

fihren kenn. Die Konvergenzfrage werden wir dabei ganz allge-
mein, ohne jegliche Hinsicht auf unser Randwertproblem (1),

(2), (3) betrachten.

Zuerst flhren wir folgende Bezeichnungen ein:
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Es sei E, der reelle m-dimensionale Euklidische Raum. Es
seil weiter im reellen Hilbertschen Folgenraume I* aie Opera-

torengleichung
Dx = & (27)

vorgelegt, wo De (L* 2% gegebener linearer beschrankter O-
2
perator und br = (/541 /39.’ -eede Rp cl gegebenes Element ist.
Bezeichnen ‘wir als (d£&)=(Dl,,,3¢)die Matrixdarstellung

des Operators D wund
th‘,= (ﬁuﬂu“"ﬂ")e E""

die Projektion des Vektors & ar E.,., .

Wenn wir noch die weitere Voraussetzung machen, dass die

“abgeschnittenen" quadratischen Matrizen

P™ = (alp) (121, k £n)

fir alle n > N nicht singulér sind, so existiert die Folge
n)

der Vektoren 9  , die mit Hilfe der Reduktionsmethode er-

worben wurden

™= = (F7L 65 fV B, (28)

Defmierenwir s ) ) .
-(g“‘g b, 8,8,..0e 4 (29)

»5'.,‘(/31,/33.1"" /5,‘,6,0,...); £* (30)

D, = (.%.‘-3}--) e (L% 1%), H, = (@13 )e(l > £9(31)

-~ ™ (32)



Jetzt konnen wir schon den folgenden Satz uber die schwache

Konvergenz der Reduktionsmethode flr die Losung des unhomoge=
nen unendlichen linearen Gleichungssystems (27) beweisen:

Satz 1: Wenn der lineare beschrénkte Operator De (£%> £*)

den folgenden drei Bedingungen genigt
1) fiir alle m > N sind dle Matrizen D™’ nicht

- i ()
singular, so dass die Vektoren x = H,,, —e';b existieren,

2) es existiert ein linearer beschrankter Operator

Ve (£*—>£%)| ger fiir alle % € £* definiert ist und die Re-
lation

celt==> V(Dz)=2x (33)
erfullt.

3) es ist fir alle ™M ),N

[DF S R ' (34)

so gilt: 1) die Folge der mit Hilfe der Reduktionsmethode
») 2
erworbenen Vektoren o, = Hmlr,;be L konvergiert schwach' gegen

das Element V.U e L? |
Holr, = xl' — Vo | (35)

2) das Blement V4 ist dic LOsung der Gleichung

(27)

D(VL) =4 (36)

Beweis:
Offensichtlich ist Ay = D, - "> D = &r.



Es gilt aber auch, wie wir gleich beweisen,

Dl pac = &, (37)
Demn es ist Dac™= D oes’ + (D-Du) e,

so dass fir beliebigeé Yy = (1,, N+ e L2
die Gleichung
(0, y) = (D, y)+ ((D-DIx.", y)

gilt.

Fur die Folge der Vektoren
2
Yn = ("]1 L PR AR nwf 07 0,...) e d

gilt offensichtlich, Y, —> "4. .
Aus der Konstruktion der Matrizen D,., sieht men leicht
ein, dass fur jedes M = 4’ 2,3,... gilt

((D - Dy x » Yd = ¢ ' (38)

Hieraus folgt
Lm (D“D«»)x:‘?yn)": ‘0.'

m. -» 00
Wir haben also

tim, (DX, ya)= Lm (D a7 yn)= Dz .yl 9

m ~»oo
Far jedes 14 € L* iet dle folgende Beziehung richtig
tim 0%, y)= fom (O 7, Yo+ Y~ Y= D2y )+ Lim DLy )

n->o

Nach der Vorausaetzung (34) muss aber gelten
1D, y-y ML ND2x™ N-lly-yn I € Colly-y.l>6

~

' (40)
so dass (Dac“ »Y-Yn) eine Nullfolge ist. Wir haben also

ag e 11 =) Bm (027, 4)= (D, y)= (4, 4) (41)

was mit der Beziehung (37) aquivalent ist, die zu beweieen
- 4T =



wer. Infolge der Voreussetzung 2 des Satzes existiert ein ad=-
jungierter Operator V*e (£*— £*) und es gilt
] & ") X
yel*= (ac,:’_,y)= (V-Dxl, y)= (Dacf,_, V*¥y),

"

folglich

fim, ()= fim, (027, VY )= (Doe, Vi) = b V)= (VG

Es ist also auch
™ V.
Da Wifo 2 00 X \a * 2 '*’,_< 00
é"%f’;(‘*’p‘i) = D%, "< D -
haben, so gilt d = (d; ;.- ded* (i=1,2,...) (43)

Nach (32) ist fir 4= 4,2,.-., 7
(d;_ ,:n,f‘_"")= (xf:’v d&)'-: ﬂ‘” 7
also nach (42) auch

M— (m[“’,d-')’(vbydi)a (d,,v,b’)=ﬂ,: (44)
myoo n hd

bei jedem 4 =1,2,... , was in der Matrixform ge =
schrieben D V& = £  givt. Damit ist die gesamte Behaup-
tung des Satzes 1 bewiesen.

mexr) le

Satz 1 gilt, wie aus seinem Beweise ersichtlich ist,
nicht nur fir die Operstoren D, und Vektoren ' , welche
mittels der Reduktionsmethode definiert sind, sondern auch
fir jede Folge d.er linearen begrenzten inventierbaren Opera-
toren {0,} undvektoren {xT'} , {£.} , welche im Hil-
bertachen Raume fiir den gegebenen linearen beschrankten Ope-
rator D und fiir das gegebene Element &=Dux e £2 den

: - 48 =



folgenden drei Bedingungen genligen:
1) 4, — 4= Dx (45)
2) fir jedes m = 1,2,... existiert die Ldsung

x™=H, b, e L* der Gleichung D, = &, (46)

3) fiir beliebiges Y= (1,7, ,--)eLgilt, wenn wir
Y= My Myyere B )€ L* bezeichnen, die Beziehung
Liom, ((D=D)%7, o) = 4 (47)
Bemer: . .
Die Voraussetzung 1 im Satz 1 ist sicher erfiillt, wenn
®der Operstor D positiv ist, weil dann bei jedem m=1,2,3,...
' det D= det ()i pnt,2,0m = el ((DA,;,%#)) + &
die bekannte Greamsche Determinante ist. In diesem ~lle ist
die Methode der Reduktion nur ein Spezialfall der Ritzschen
Methode. Auch die Vofauss.etzung 2 dieses Satzes wird offen-
sichtlich erfillt sein, wenn der inverse Operator D" exis~
tiert und auf einer uberalldichten Teilmenge RD c L% geti-

niert und begrenzt ist.

Bemerkung 3,

Die Voraussetzung 2 im Satz 1, die offensichtlich fur
einige Operatoren D nicht erfillt wird, kann man folgender—
massen ersetzen: -

l 2 a) Es existiert die Losung = € £* der Operatoren -
gleichung Dx = und zu jedem 9 € A* gibt es eine Lisung
z € L*der Gleichung '

*
Yy = D'z (33 a)
Die Behauptung D2 —>Dx =4 wird in diesem Falle offen-

sichtlich ihre Gliltigkeit behalten, und fir beliebiges Y€ Ve
. ! - 49 -



werden die folgenden Beziehungen gelten
2]
(o y)= (2, D2 )= (D™ 2) > (Dac,2)= (xx, D)= (e, yy)

zo dass wir wieder xf:o—-—\ o, D=4 naven.

Mit der Hilfe des Satzes 1 werden wir ,jetz% im folgen-
den Satze in der schon nngedeuteten Weise, unter Zuhilfensh-
me weiterer Voraussetzungen, welche die schwache Abhangig -
keit des Vektors «(A) in (24) vom Parameter A ausdricken,
das Eigenwertproblem (22) losen.

Satz 2.

Es sel im Hilbertschen Folgenraume die Operatorengleich-
ung (22) gegeben, wo die Funktionen a,,(A), d;q (A) gege-‘
bene stetig differenzierbare Funkti.onen von A und-¢ e £%,
e l? gegebene Vektoren sind. -

Machen wir folgende Voraussetzungen:

1) Der lineare begrenzte Operator D (A) erfillt fur al-
le Ae<A,,A,> die Voraussetzungen des Satzes 1 (sddass
die Losung ax(M\)= (i (J\.),f‘ (A),...)e £* der Operatoren -

leich
gheteme DAY-x (A) = &

fir jedes A €<A,,A, D existiert (siehe Satz 3) ).

2) Zu der Funktion a,(A) existiert im Intervalle
}\1$.}\.$ A, die stetig differenzierbare inverse Funktion
h(A), so dess fir jedes Ae<A,,A,> gilt ’

A (a,, (A=A (48)

3) Fir jedesAe<A,,A,> und fiir R 2N erfillen die
Vektoren x:’(/\h H, O\ 4, die Bedingung

Hel (5 £°0, & £200, )= 4V e £ (49)

™= ™M .
- 50 =



4) Es gilt fur alle A& > N

k) clu)
o 0[5 LA el € max Nl ;}-a—-z-r'%,[(c, €< 50y

wo die Funktionen%_(m das Intervall < A,,A, > in sich
abbilden. '
Dann sind folgende Behauptungen richtig:

1) Fiir jedes & >N und fiir veliebiges Ay e<A,, A, >

konvergieren die Banachschen Iterationen
<o) &),

K mllea = b L AR O (g
m=0,1,2,...

2) Die Zahlenfolge '{thlx[(ocf’(?\,.),c)] € <A, 0}

A
]‘* *(51)

ist beschrankt, sodass ihr Limes inferior :
.A_*=,&'/m,1‘/ﬂ,fkh€<)\-1,ﬁ'z> (52)
existiert.

3) Die Folge der Vcktoren :I:‘(:)(J\*)-Hhaf)ﬁk ist schwach
geger. das Element =(AX)=V(A*) &  xonvergent:
£ (V)= 2 (W)= VI b= (§ (M%), §, (), .0 e L2 (53)

4) Vextor y(A%M=(1,§ (A"),§ (A"),---) € £*  geniigt
der Operatorengleichung |
80 AA*) -y (A= 4¢, (54)
Rase .7\.*. ein Eigenwert des Operators A(A) und 4y (A*) ein

zu diesem Eigenwert gehdriger Zigenvektor ist.

Beweis:

Nach dem Satz 1 gilt fir JedesA AelA ;AL D
2X= ER,EM, . A0, B, 0 ()= (E ), £,00,..0)

und also (acﬁ”(m,c)——) (e (X)), e).

Aus den Grunden der endlichen Dimension sind die Koordina_t.ﬂ:n :
- 5] =
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W 8
€7 (M) der Vektoren %j (L) stetig differenzierbere Funk-

tionen des Parameters A .

Da nach Voraussetzung 2 des Satzes die inverse Funktion A Q)
stetig ist, so gilt

M@, ) Al(x),e)]
Bestimmen wir den Wert ‘Jt,‘ e <A, > aus der Bedingung,

dass der Vektor Y= (4,&‘""(7&),.--, f"(m,& o) flr A=A, die

linke Seite in der ersten Gleichung des homogenen Systems

(22) gleich Null macht:

a,A)=0,xP0)N (& >N) (55)

Denn haben wir fir beliebig gewshltes A% € <A, , Ay D
Aps (@ (A = AL, xl (2,0
= (e, ™A+ -2 0g™))]

= A Le, Hy A8V B0+ (=22 (e,4 2]
= hLa® ] .

Die zusammengesetzte Funktion q‘”(.?\.) =A™ ()]
(wo 2% A)= (e, x® AN = (e, H A4+ ~22) (e,¢™) )

ist, da naeh Voraussetzung 4 des Satzes
d &)

dh d-lb‘m 1 ( < < 4

a ()] = - 2 Sm—z—-—zx—lc,i )J\OC

i ' [ 2 l ze<z.,a,}}—7f"1f—)l

gilt, ein Lipschitzacher Operator af dem Intervall <2A,,X, D,
so dass nach dem Banachschen Fixpunktsatze die (leicht bere=-

chenbaren) Iterationen ) .
Xm0 g = AL, Hy A MBI+ AL ) (e,9™)]
fur beliebiges 1:‘: <Ay A, > gegen einen und denselben Wert
. (mea)
A= lim XU e<A N D> (56

m oo

konvergieren, und die Zahlenfolge {A,} beschrankt ist.
- 52 -



Es existiert also der Wert A*= fm infA,e<A,2,)> und es

gilt nach dem Satz 1

2 A= 2 (A%, DAMx(A*) = & (57)

Weiter haben wir, infolge der Voreussetzung 3 des Satzes, fir

_ geeignet ausgewdhlte Teilfolge A, —> A*
*
&= a (A, )+ (e, (R, )=

= Q (Ahi)"- (- ¢, xi"“i)(.ﬂ_*)+(ﬁh¢_hx)'(_c’ Q‘h‘)) '

Deraus bekommen wir durch den Grenzubergang zk,; —> 00

= AEY+(-¢, 2 (X*))
¥ =a ! (58)

was zusammen nit der Beziehung (57)
& = -+ DA®) x (A¥)

in der Matrixform geschrieben A(A*)-y(?\*)=-9 gibt v,z Lo we

Bemer . |

Aus dem Beweise des Satzes 2 ist leicht einzusehen, dass
jeder Haufungspunkt der Folge {JL*,} ein Eigenwert des Zinen-
wertproblems (22) ist. Verhalt sich die Folge {Ag} moncton,
oder ist das Intervall< A,,A, D so klein, dass es nur einen

'Eigenwert enthalt, so haben wir also AN = tim Ap
R-> o0

Bemer o

Da die Matrizen D) endlichdimensionel sind und infolge
der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktionen d.“‘(M (1'.,&= 1,2,...)
die Koordinaten der Vektoren ocf(ix) stetige Funktionen von

A sind, so gilt fir jedes feste & > N

A2 =l )= M = (A, A% lg™U€ A, - A FM6(59)
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die Konvergenz ist also gleichméssig in Bezug auf den Index

% . Infolgedessen gilt bei jedem festen 11.:'0 4 2 «e. gmeh
im | a:‘“’m,,_,,) ePan)| =

und also e® A ) - 2 (A= B, t60)

s0 dass wir fir den beliebigen Vektor w € Lt
=X, )2 OF)wr)= (PO -2 (00, w0 G A7) 2 A w)>6

hsben, was mit der schwachen Konvergenz

(k) ® v

® A )= 2 (AF) | (61)
8quivalent ist. Wenn wir speziell fi= 1, A::’ =27, .. wahlen,

so erhslten wir nach (61)

&) o) &)
@)= =M ) — x () (62)

wo die Vektoren z:f:’(k:)) - schon im Laufe des Iterations-
prozesses (51) berechnet wurden, Im allgemeinen werden aber
. die Vektoren mr) (X*) eine bessere Anndherung fir den Vek-A
tor 2c(A*) geben.
Bemerkung 6, :
Bei der numerischen Berechnung der Banachschen Iteratie-
nen (51) wird es oft vorteilhaft sein,
AD =2 (63)
zu wehlen, Die Werte der Skslarprodukte
(€5 Hy (A B30 = (e, 22 (AL, (€,9™) sind in Laufe der
Iteration des ), konstant, so dass wir fir jedes &K > N

R

das Gleichungssystem D, (A) -2, »6‘ nur einmal, far

(o - , .
= Ay , losen. Die inverse Furktion A (A) zu der Funktion
@, (A) kenn bei der Berechnung der Iterationen (51) mach



entweder in Form einer Tabelle fiir die Funktion a, (A) , in
der wir interpolieren konnen, oder, wenn wir mit geringerer
Genauigkeit auskommen, auch graphisch gégeben werden.

Bemer e '

AuaA dem Bewelisgange des Satzes 2 ist ersichtlich, dass

wir die Vorasussetzungen 3 und 4 folgendermsssen ersetzen kon-
nen, ohne die Giltigkeit des Satzes zu andern:

3 a) Der Vektor x(A)=V(A)A  1st eine stetige Funk-
tionvon A : A,>A=> (A, )—>x(A), . (64)

weshdlb fir A, —> A* die folgende Bez:lehung gilt:
m, (e, 2 (A )= * Sy - (A%)) =
&(c,m,“ M,,‘)) dim (¢, a ))+<un (e, (2,

=(c, m(?x"‘))-rlmv (e, el ’(a,‘ )= (Ag, )+‘va (e, (R, - N+

" (o) = * .
+ If:»‘(c,xc.’a\.) x‘a (A% = (e, (A™) (58 &)

4 a) Die Funktion g* () = ﬁ[(c,x‘&)(ﬁ)ﬂ

erflillt fiir alle A > N die Bedingung
& ¢ |ca<a, (50 @)

woher folgt, dass die folgenden Banachschen Iterationen kon -

vergieren:

Ko gRO) = hlle, O = hlle HiRS 1401]> A4

(o)
(A7 e <A,,A, > beliebig
Die praktische Berechnung der Banachschen Iterationen wird
dadurch erheblich erschwert, da jetzt die Skalarprodukte

®amh)

(e, im Laufe der Iteration des A, nicht mehr

konstant sind, so dass wir fir jedes m=0,1,2 ... das Glei-
chungssystem [} ( m)xm- Py immer von Neuem 10sen '

nussen, b
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In Satze 2 wird die Existenz der LOsung des homogenen
unendlichen linearen Gleichungssystems A (A)y =9  be -
wiesen, unter der grundlegenden Voraussetzung, dass fiur das
entsprechende unhoxﬁogené System D(A)x = &  die Bedin-
gungen des Satzes 1 erfillt werden, so dass dieses System
fir jedes A € <A,,A,> eine Losung x (A)=V(@A) L hat.
Im folgenden Satze werden wir zeigen, unter wel-chen Bedin-
gungen (die die schwache Abh&ngigkeit des Vektors
2(A)=V(A) 4 vom A ausdriicken) diese grundlegende Voraus-
setzung im Falle der Operatorengleichung (20) in Erfillung
geht.

Satz 3.

Es mdge der Operator R(A)=N(A)-Ke (H(a &)>Ha, b))

und seine Matrixdarstellung (21)
a, ) -¢
AQY- (RSl
- 1 D(A)
in der Basia {w,,._} des Unterraumes H (a,&)c £*(a,4)
die folgenden Bedingungen erfillen:

1) %, (M- )+ & (65)
fir alle m=2,3,... te<a,&>; AedA, A2
1 1 A
sdgass % < T RI-TET < TA (66)
2) D, (A)= D, Do (2
fir alle m > N, AelA A, _ (67)

wo die Matrixoperatoren D, vom A nicht abhingen
3) £ir alle m > N existieren die inversen Operatoren
-4 . -
Do,‘_ und sind gleichmassig beschrankt
-4 <
o s n ) (68)
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4) es gilt fiir alle A e <A,,A,>, n> N
D, CAOM-ND g & <A (69)

Dann erfiillt der Operator D(A) bei jedem Ae < A,, A, D

die Voraussetzungen des Satzes 1, so dass die Vektoren

o gegen die Ldsungx)=V(A)Lr
X, (A) riir jedes Ae<A,, AL 2/ ger Gleichung D(A)-xQ)=4~
schwach konvergieren.
Beweis: -
Es sei V(A)e (H(@,&)>H (a,4) ein oOperator, der durch

die folgenden Beziehungen definiert ist:
. - 4 v

. = t
V- y, (8 = v ¢ ‘ (70 b)

Bezeichnen wir T(a,4&)c H(a,&)den Unterraum der Vektoren
A e H(a,&), welche die erste Koordinate gleich Null haben.
Es ist klar, dass T (@,&) ein inyarianter Unterraum des Ope—
rators R(A) ist, sodsss V(A) eine lineare beschrinkte Er-
weiterung der Umkehrung [D*(Z)}'d des Operatars D¥*(A) ,
der seinerseits eine auf T(a.,b) definierte Verengung des O-—
perators R(A) ist, auf den Unterraum T (a,&) darstellt. Ope=-
rator D(A) ist die Matrixdarstellung des Operators D*(A) in
der Basis {Y,} des Unterreumes H(a,&). Nach den Vorsus -
setzungen 2,3,4 des Satzes sind die Operatoren D,. (A) den
umkehrbaren Matrixoperatoren D‘” (m > N) nghe, so dass sie
"nach dem bekannten Satze [4] auch umkehrbar und die Vektoren

D(l)x:\CA‘) gleichmé@ssig beschrankt sind, denn es gilt
DAYl € KDY - KDZ (A <€ DI IDS I8, <
<UD 7B 4l = C (A,

wo C(A) vom m unabhaéngig ist, Wez.b.w.
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Bemerkung 8.

Wenn die Voraussetzungen des Satzes 3 erfullt werden, 8o

gilt
D, Mx&= (D, + D, M) 2 = 4,
und weiter (E +D!-D,(A))-25=p;t. 4, (71)

Nehmen wir en, dass die Abbildungen D,,,D,, (A ) eineindeun-
tig sind. Nach der Voraussetzung 4 konvergiert die Neumann-
. - A -4
sche Reihe fiir den inversen Operator (E +Dj, - D,, (1))
Wir haben also

£= 5 om0 0., (ANt 0, 4, -

k=0 (12)
Wenn iberdies noch D, (A)= (A -24,) Sp 1 (73)
WO s(m’i ._e:—-
S,,,’ ( ,e_ E ,& ?
und 5™ eine Disgonalmetrix ist, so haben wir
m < ('Y R ra-1 ¢ LY D-1 &
xl =th A=A [0, - S, 17D, 4, (74)
) =0 -
wenn [ID]]-S, << 1 und (A-A,)< <41 sind, so konnen

wir uns in diesei Neumennschen Reihe auf den Glied erster Ord-
nung in (A -A,) beschrinken, so dass

e e DA - (-2 [07- 5,10 4,

(15)
gilt und die Voraussetzung 3 des Satzes 2 in diesem Falle er—
£Ullt wird. ‘

Die Sétze 1,2 und 3 (zussmmen mit dem Lemma 1) kann man
zur Diskussion der Konvergenzfrage verschiedener prsktischen
Probleme anwenden. Im Falle unseres urspringlichen Randwert-
problems (1), (2), (3) zeigt es gich, dass die Matrixelemen-
te d,e (1) nur sehr schwach vom Parsmeter A= B% abhéngen,
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so dass die oben engefihrte Methode anwendbar ist und in [2],
[3] zu guten praktischen Ergebnissen fiihrte.

Wenn der symmetrische Operator R (B?) positiv definit
ist, so kann men unser Randwertproblem auch mit Hilfe der
Ritzschen Methode l3sen, indem man R(B)y=A(B"y (76)
setzt und den Wert B? so bestimmt, demit A (B))= 4 .

Man kann sich éber iberzeugen, dass im Falle schwacher Ab =
héngigkeit der Matrixelemente d‘.k (A) vom A die LOsungs-
methode nach Satz 2 grosse numerischen Vorteile hat. Ausser-
dem wird in dieser Methode nicht verlangt, dass der Operator
R(A) positiv definit, ja sogar nicht einmel symmetrisch
sei, sondern es wird nur die schwache Abh@ingigkeit der Vek=-
toren " (A)=H, Q) 4, vom Paremeter A in dem

durch die S3tze 2 und 3 préazisierten Sinne vorausgesetzt.
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