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Соттеп-Ьа-Ыопез Ма-ЬЬета"Ысае йпЗлгегз^ЬагМв СагоИпае 

4 , 2 (1963) 

ОВ ОДНОЙ (ОБРАТНОЙ) ЗАДАЧЕ 3 ТЕОРИЙ ОРТОГОНАЛЬНИХ ФШШЦДЙ 

А*Л* ШВЪМ№А,КАМ№ 

В»М* Гагаев (сзя»[1]) поставил следушгую задачу; 

Задана некоторая система функций комплексного перемен­

ного* Найти контур или область $ если они существуют, по ко­

торым эта система ортогональна относительно данного веса 

(проблема Щ), 

В п л и 1 - 3 нашей заметки мы приведем решение этой 

(и видоизмененой) задачи для системы многочленов, в п*4 -

для произвольной системы функций» 

! • Пусть задана система многочленов 

(1) Ўъ (%) * X «Ч ** , n~Dt Л, !,,.*, 
k*0 

и неотрицательная функция Р(в)} 0й* 9 & 1$Т такая, что 

\] 1иць (9)Ы.0 1<*оо : 
о 

Искомый контур ортогональности С будем считать спрямляе­

мой жордановой кривой. Обозначим через % **у(х) функцию, 

конформно отображающую внутренность С на круг 1% I < Л 

так, что уСсО в 0 , причем .21 /& (**) \ <. оо . 

Очевидно, для того чтобы система (1) была ортогональна 

по некоторому контуру С с весом р- (в(в)) Гу1 (х (ъ)) \ ; 

Б - дуга С , необходимо, чтобы равномерно внутри имело 

место 

«> хптытт-Ъ^1**^:* 
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где 

(3) ^(х)чциф/ ^ьСд) 1*6 + *%) <*<>} 

- функция, аналитическая внутри С м 

Мт. 1т>СхЧ}г* р., ()) -> Я- <^(*)) • 

(си. И ) . ? е С ' 

Положим 
Ск^/^^^Ср1г'(рЫз, к, 1-0,1,1,... г 

Тогда для того чтобы система (1) была ортогональна по контуру 

С с весом ^ * * ) ' У ($)\ необходимо и достаточно» 

чтобы выполнялись соотношения: 

(4) г. а%*а?*1к4 - сС^ , п-,*п - 0, 1, 2 , — * 

2» Пусть задана система (1) и контур С С С - с п р я м ­

ляемая жорданова кривая). 

Положим (и,оо ш А и найдем ^ ; (**к1= /**4,к , 

г , к « 0, ^, 2,-*-*; из условий: 

^ 2 ^ 6 0 — {«И /^ „ _ ПАП 

Для того чтобы система (1) была ортогональна по конту­

ру С с интегральным весом б* (в) ( (ГГз)- неубывающая 

функция) необходимо и достаточно, чтобы последовательность 

(^к I У К**^ - 0^ А7 2, была ненегативна на С , 

т . е . из условия 

21 ^ҐҐ+^ťT^ 
k,i*0 

вытекало условие 
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(6) Ж * „ * Л«* + "-ы ("-**• 

( C M . [ 3 J ) . 

3« Пусть опять з а д а н а система ( 1 ) . 

Вудем считать искомый контур ортогональности С 

йб-. гладким и искомый вес р(з)= \г>(^(в))\ \уг(^(&))1 $ где 

)>(х) - н е к о т о р а я аналитическая и не равная нулю вне С фун­

кция, а функция х * у (ж ) конформно отображает внеш­

ность С на \% 1 > Л • 

Для ортогональности системы ( 1 ) по некоторому А - г л а д ­

кому контуру С с весом -]г(в) необходимо, чтобы 

<7> ^ %Г73Т= у Г х ) 

равномерно вне С • 

Если 1 у Сэс) 1-• 4 п р е д с т а в л я е т ^С-гладкую кривую 

С и выполнены условия ( 5 ) , то система (1) будет ортогональ­

ной по контуру С с интегральным весом б**Гб) , $(в)-неу­

бывающая функция» 

Если I/ &*> $ (* (6))с191<^оо ^ т о система (1) о р т о г о -
0 С 

нальна по контуру и с весом 

г д е *-.* * # ..• % 

4* Пусть задана система аналитических функций 

(8) 9*, ( х } > ^ * ° ' 4> 2-,-"9 
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и неотрицательная функция р. (9), 0$ в & 1ГГ такая, 

что I / Ы 4г(6)<1в\< оо * 
о 

Будем предполагать, что система (8) замкнута в Н^ * 

Тогда, для того, чтобы эта система была ортогональна по не­

которому контуру С с весом р. (в (в))\ у*($(в)) , .5-дуга 

С , необходимо, чтобы равномерно внутри имело место 

где X **' опредеяется формулой (3), о* выбрано так, что 

2 .^ГаН**- оо * 
.*»*? 

Запишем о^ Сх) в виде: 

„ 6 0 
(10) « * < * > - йЬ С * Д > ) , - л « 0 , 4 , 2 , . . * , 

гд*г* 7\ ^*) , к ** 0, 1, 2 , . .• ; - многочлены, ортогональ­

ные по контуру С с весом /г (0 (в)) 1т'($ (&))! * 

Очевидно, для того чтобы система (2) была ортогональна 

по контуру С с весом -р* (9 (ь)) \у ($ (&)) I , необходи­

мо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения: 

(ш к С С'- <С~, Ч » - ^ */ - • 

В заключение надо отметиь, что указанные условия труд­

но проверяемые, но, по-видимому, и любые'другие будут такими 

же» 
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