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Сошшеп-Ьа-Ыопез МаЪпеша-Ысае 11п1?ег8:иа118 СагоИпае 

8 , 1 (1967) 

ПРЯМЫЕ СУММЫ ГРУПП ТИПА (Р + 

Ладислав ПРОХАЗКА (1 .̂01.1*1* V РгосНаака ),Прага 

.Настоящая работа тесно примыкает к статьям автора [ 6 ] 

и [ 5 ] . Здесь показывается, каким образом можно применить 

методы из упомянутых статей к другому классу групп. 

Всюду в дальнейшем идет речь только об абелевых группах. 

Буква ^1 представляет всегда некоторое простое число, символ 

(й, обозначает кольцо целых -л-адических чисел и & его 

аддитивную группу. Модуль (унитарный) над кольцом Щ^ будем 

просто называть 3? -модулем. Группу $? и группу с ней 

изоморфную* будем часто считать одновременно группой и ^ -

модулем; аналогично для прямой суммы групп № . Если О -

круппа без кручения и М 5 О ^ то символом <х (М) будем 

обозначать наименьшую сервантную подгруппу в & содержащую 

М . Для произвольной группы От будет & периодическая, 

часть группы От . Далее, предполагаем, что такие понятия, как 

^1 -высота элемента в группе, ^г-полная группа и /^-сервант-

ная подгруппа, определять не надо. 

Ль 
Во всей статье будем пользоваться */г -независимостью 

С1 й М> 4* с о ) множества М в группе бее кручения & % как 

это было определено в [<Ц. Подгруппу Н группы без кручения 

& будем считать ^ -независимой в & (см.15.]}, если Н не 

содержит ненулевых элементов бесконечной -^-высоты в И 9 и 

если каждое множество элементов ив Н , которое ль* -незави

симо в Н |также ^ - н е з а в и с и м о в (г , Следующая лемма опи-
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сывает другим образом л^* -независимость подгруппы Н в 

группе без кручения О # Притом, если А - произвольная, 

группа бее кручения, то /С^СА) представляет ее ^г-ранг 

(см.[8] , определение 4) , 

Лемма 1. Пусть От - группа беэ кручения и Н - ее 

подгруппа, несодержащая ненулевых элементов бесконечной 

ф, -высоты в Н . Подгруппа Н ^5° -независима в б* в точ

ности тогда, ковда выполнено следующее условие: Если К -

такая* сервантная подгруппа в Н конечного ранга, что \СЮ* 

ш 0 , то также Н^С^СЮ) « 0 . 

Доказательство. Пусть подгруппа Н {и00-независима в 6 

и пусть К - такая сервантная подгруппа в Н конечного ран

га, что Н>р,СК) » 0в Бели 9^'91г.?" V #ь "" и е к о т о Р о е макси

мальное независимое семейство элементов из К (можно предпо

лагать, что К Ф 0 ), то К -» & С^,фг1..., д%)', и, в силу 

леммы 3 иэ [ 5 ] , элементы ф^; ...^ о ^ -/г*7 -независимы в Н . 

Но тогда элементы Ц^ И %% /1}...9 /с) также р!° -независимы 

в 6 и по той же лемме 3 из [ 5 ] имеем 0** /с^ СУ^ С^,...,^))* 

.%С% СЮ) . 

Гхустъ теперь выполнено условие леммы и пусть д^; >*.; ^Ь "" 

произвольное конечное семейство элементов из Н 7 <{ъ -неза

висимое в Н . Если К в У̂  ^9г>'"; Ф& ^ > то по лемме 3 из 

[5] имеем К (К ) « 0 ; или, в силу пре)щоложения , 0 » 

т% (% ^ ^ • % (•% (94>'"1 9ь И* И т а к > элементы &,-'•> 9ь 

также <р, -независимы в (г . Следовательно, каждое Сне толь

ко конечное), в Н <р, -независимое множество из Н будет 

*ъ -независимым в С?, или, подгруппа Н р, -независима в 

О , Этим уже лемма доказана. 
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Лемма 2. Пусть Н - ^° -независимая подгруппа в 

группе без кручения О и пусть К - такая подгруппа в О*, 

4То Н в К . Если К/Н - периодическая группа, ф, -при-

марное слагаемое которой редуцировано, то подгруппа К так

же ^"-независима в 6 . 

Доказательство» Предположим, что в К имеется ненуле

вой элемент бесконечной ^г-высоты в К . Так как К/И 

периодическая, то отсюда следует существование ненулевого 

Лп € Н такого, что 4г - бесконечной 41 -высоты в К и 

уравнение ^ь X « Ль неразрешимо в Н . Но отсюда уже не

трудно вывести, что ф, -примаркое слагаемое группы К/Н 

содержит подгруппу типа ССр,**)}* это противоречит предпо

ложению. Итак, подгруппа К не содержит ненулевых элемен

тов бесконечной 4ь -высоты в К • 

Пусть 5 - такая сервантная подгруппа в К конечного 

ранга, что Н,^, С &) » 0 . Тогда Т * 5 п Н - сервантная 

подгруппа в Н . Так как группа К/Н периодическая, тс 

группы. & , Т обладают одинаковым рангом, или, &СТ) ж 

е ^ ( 5 ) . Из соотношения Т Я 5 имеем Н^(Т)ш 0 9 итак, 

в силу ф, -независимости подгруппы И в бг и в силу леммы 

1 должно быть 0 * К^ С^СТ)) ш Н^(&& ($ ') • Следуя 

опять лемму 1 , можем утверждать, что подгруппа К ^ь -

независима в & и лемма доказана. 

Лемма Э. Пусть группа без кручения О" вид* б- » 2Е Сг 
' ь- в 1 

не содержит ненулевых элементов бесконечной ^г-высоты в 5. 

Если О Ф ^ е & С I € I ) ? то множество 9̂& ; 1 С 1 ) 

т̂, -независимо в (у • 

Доказательство, достаточно покаэать, что в О ^ -неза

висимо каждое конечное множество О? . (К • • •• • 0? • Очевидно, 



MMeeM 

. $ - ^ , . . . , 9 1 * ) - . 2 * ^ ) ' 
Так как в & нет элементов бесконечной <р> -высоты, то 

1^ С^ ($ы )) * 0 ( г » V - . , *г) (см. 111], лемма 6.1), или, 

Ъ^(5)~ 0. Теперь остается применить лемму 3 из [ 5 ] и лемма пол

ностью доказана. 

Теперь докажем несколько вспомогательных утверждений о 

7^ -модулях. 

Лемма 4. Пусть группа без кручения О служит одновременно 

в* -модулем и пусть Н - ^ -подмодуль в & порожденный эле

ментами п^ (ь € I ) . Бели множество (у, •, С е I ) ^г -незави

симо в группе & , то Н « 5 ^ ^ у̂-с 7 где ^ ^ Сб е I ) 

представляет циклический ^ -подмодуль в & порожденный 

элементом ^ • 

Докааательство• Достаточно доказать, что множество С ^ ; 

С С I ) независимо над й • Пусть наоборот для. некоторых /%. 

I 1 4 € I } ъ в 1, 2,...,-1г| &4* I. для Ъ + д, ) существуют не

нулевые оС̂  ^ ^2, С*1 « 4, . . . ., /Я* ) так, что 

(1) ее, ^ + *Ь ^ + . . . + 0О„ ^ ш О . 

Так как & - группа бее кручения, то можно предполагать, что 

не все <Х̂  а ш 1,...у /гь ) делятся на <р, (в 3%, ) ; итак, 

пусть р, ^ оС * Если представим все сС^ в виде ес^ш О^- <{г /Ь > 

где 0 4 ^ < ^ и /34 е ^ С*1 « 4, 2 , . . . , /п-) > то необ

ходимо 0 < О*^ < <{1 . Отсюда и ив (1) следует 

и §то противоречит ^г-независимости множества (Щ^ ; I € I / 

в б • Итак, множество (^ ; I Е I ) должно быть независимым 

над О? 9 х лемма доказана. 
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Если (г -. группа без кручения, 1Я + М € Сг и О Ф 

Ф (̂  6 (г, то символом *&+ьФ>^) будем обозначать точную 

верхнюю грань множества всех таких целых Аь Ъ 0 для ко

торых раврешимо в 6 некоторое уравнение вида 

**х * д. + ± о. х4 , 

где >х\ б М Сг с 4,..., /П ) и сц С* * 4,... ; лг> - целые 

рациональные числа. 

Лемма 5. Пусть группа без кручения (х содержит подгруп

пу Н ? служащую одновременно свободным счетно порожденным 

&У -модулем, пусть группа О/ Н периодическая и пусть 

подгруппа Н */г -независима в От . Тогда можно определить 

умножение элементов ив (5* на числа ив & так, что & 

станет ^ -модулем и Н его й , -подмодулем, причем (г 

и Н окажутся ивоморфными как ^ -модули. 

Доказательство. Так как О - группа без кручения и для 

каждого простого числа а Ф <{Ъ подгруппа Н о -полна, то 

необходимо группа б / Н <р, -примерна. Тогда, в силу предло

жения 1.19 и в [ 4 ] , можно в б определить умножение на числа 

из Щу так, что <? станет Щ^ -модулем и Н еко $* -под

модулем. По предположению, &, -модуль Н имеет вид Н ** 

з^ЗЕ ^ ^ , ГД* си - ИЛИ натуральное число, или символ оо 9 

и # «х̂- (4 » 491}...) - циклические 5^ -модули. По лемме 

3 множество («Х^ > ^ « 4, 2. ; ... ) -р,** -независимо в Н и, 

следовательно, также в б* > так как подгруппа Н ^г^-неза

висима в 6 - Итак, каждый елемент «Х̂  обладает конечной 

1) Такое умножение существует только единственное (см.[4.1, 

§ 1 . ) 
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^1 -высотой в 6 . Теперь построим методом полной индукции 

некоторую последовательность /&'/У__?"' элементов ив & у 

эта последовательность будет иметь то же число элементов как 

последовательность Л^ * ***>'•• • 

Если М»л - //г -вырота элемента Х1 в (г ? то определим 

^ € 0- так, что ^ » /ь ' ^ • Ясно, что множество Г ^ ) 

^ -жеэависимо в & и X* 6 { *Щ } (символ {п}} будет о-

боэначать циклическую подгруппу). Пусть теперь /гъ - нату

ральное число, 1 < #Ь 6 со я пусть уже определены в 

& элементы ч^» '" , Ць%-4 > удовлетворяющие следующим у-

СЛОБИДМ: 

1) элементы ^ у - у .'У.И—/ Т1, ~ ы е а а в и с и м ы в # ; 

Положим А/Пт « (*Щ1"0? 'Ц'т,-* ) и убедимся в том, что 

^л- ^ п , * Аъч ' < Л> • В противном случае, в силу леммы 

6 иэ С б 19 существовали би си € ^ (Чж 4, ...,лг-1 ) такие, 

что (пользуемся вались» иэ [ 6 ] ) 

Иэ условие Е) имеем ._Е {х^ ] г .2_Г г ^ / , значит, 

сучвствует натуральное число Лг, такое, что " & ^ €^'Г % Х 4? 

С^ ж *,-.. ;/Я-7 /. Если умножить (2) на Л ? то нетрудно полу

чить не ко тору а формулу вида 

/5, хл +*... + Ц^х^+Ло^ ш 0 (ггшкС <П*т0)& > 

которая противоречит *̂ г -независимости в (т множества 
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П^ - элемент не (г
 9
 удовлетворлющий некоторому соотноше

нию вида» 

<
31 *> "ЧЬ, т

 Ц̂ ̂ + "' + *-*-< Чп-1 + *«, > 

где #^ - целые рациональные числа. По лемме 6 иэ С 6.1 але-

ментк Ц*!)"») 4фЬ*1 » /У |̂/ 'Я' -независимы в Сх . притом 

в силу (3) X € .2 ! {П^. | , или, *с. € X { ^ } 

С « */, х;«..?/у2, / # итак, методом полной индукции можно по

строить последовательность п^9 у^, ... элементов ие (г , 

обладающую, следующими свойствами; 

1 ) Множество (^ , ^ А ; . . • ) ^% -независимо в (? ) 

г*} ^ с ^ < ^ 3 С^= *, ->••• 5 • 

Символом От* обозначим ^ -подмодуль ^ -модулд 

б" порожденный мнохеством (^ , ' ^ ; •»• ' ,' в силу леммы 4 

будет &* -..21 Д ,̂ 1 ^ • Нашей целью теперь доказать, что 

уже О* «г (г , Притом ив 2*} следует, что Х- 6 <х* , зна

чит, %*+ -* &* Сфш'1,2,.:') , или, Н С <г* . Итак, 

группа 6 / ( х * */г -примерна* Предположим, что существует 

д. € (г - (г* . Следовательно, для. некоторого натурального 

числа -4*, будет //г 9 - е (т . Очевидно, д^ можно выбрать 

так, что О* ф Ст* но 4Ь<^ € (х . Тогда имеет место неко

торая формула вида 

(4) ^ д . - Л, ^ 4- * ^ ^ + — 4 " а И ^ > 

где оС- € (^ (г * 4, 19...,т) . Если все ^ делятся 

** -р. (ъ Рр,)9<х**<1/&4 Сг*4,2,..>,<п1,то 

*1С}, т р, ($^П^ + /1%П^1 + .'. + /К*ПФ'<П, > , 
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или, ^ « / З ^ ^ * / ^ ^ * . * . * / ^ ^ ^ С <?* ^ что противоречит 

выбору еле мен та а# Итак, для некоторого -*С имеем <р/ -/* ас^; 

пусть например ^ ^ ^ , Если каждое ос^ представим в ви

де ссцш СЬ^ + ф, /34 1 где 0 б а ^ < <р, и ^ е % 

( 4 » 4, 2, • • *э /п, ) , то необходимо будет 0 << Л-̂  < */г . в 

силу (4) имеем 

или, елементж /ф^, <ф±9 . . . , /у^ в С- */г-зависим», так 

как г̂, -рО^.Но это противоречит условию 1*), следователь

но, Сг г &*«451 <^ у,* > * « . 

s- £ $<** * Æ * ** - н • 
Так как последнее соотношение представляет изоморфизм ^ -

модулей, то лемма полностью» доказана. 

Лемма 6» Пусть группа без кручения О- содержит подгруп

пу Н , служащую одновременно свободным Щ^ -модулем, пусть 

(т/Н - счетная периодическая группа и пусть подгруппа Н 

^1° -независима в (т, Тогда опять имеет место утверждение 

леммы 5* 

.доказательство. В каждом смежном классе ив &/Н опреде

лим некоторого представителя и пусть М - множество всех 

таких-то элементов; множество М счетно. Подгруппу Н пред

ставим в виде Н а Ль $%%, «к*, • Так как группа 6/Н пе

риодическая, то в I имеется сцетное множество 1 1 такое, 

что для каждого О* 6. М существует натуральное число <& 

так, что М,<у й 2 ! $р Х^ . Положим ^ « 1 - I,, и 
л 

определим в 6 подгруппы Н ^ З ! Щь\ > ^ 1 ' " ^ &п> •** 

и на конец О- « { Н1Э М} . Прежде всего (тг{Н, М$»{(^, Н^|. 
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Далеа, имеем О,, л Н^ • (3 . так как если (^ € (т1 л Н^ 7 

то для некоторого натурального числа Ль будет Ль(^ € 

6 ̂  п Н,« 0, или, (^ * 0 - Этим мы доказали, что 

<5) 5 - ^ ; ^ , 

Так как Н » Ил 4- Н2 и подгруппа Н ^°*-независима В 

(г. то в силу леммы 1 подгруппа Н̂  также <р?°-независима 

в (г и, следовательно, в б, • Ив (5) следует (х/Н » 

в б^/Н^ ,или, к группам (^ и Н̂  можно применить лемму 5. 

Итак, б- и Н̂  изоморфны как & -модули. Если теперь на

помним, что Н^ можно считать ^ -модулем, то ив (5) уже % 

следует & -изоморфизм б* -- ^ + Н2 .5»^+ Н^в Н ? и лем

ма доказана. 

Замечание. Лемма 5 представляет частный случай леммы 6, 

так как если выполнены условия леммы 6", то группа 6/ Н 

счетна. В самом деле, пусть Н т 2Е. *%, |Х • : тогда по-

лежим Н ^ с . 1 %,*к , Н * - . 2 Е ^ ^ и (^Ш^СЦ.) 

Ы - 1,2,•-. ) . Ясно, что & / Н - и Г < б ^ , Н З / Н ) , при

чем 

{<^, Н1/Н - С6„+ Н*)/СН„ + Н* ) * 6^,/н» . 
Итак, { ^ / Н ^ должна быть -^ь-примерной группой с конеч

ным нижним слоем, как следует из леммы 3 и 13 из Г Я] • Следо

вательно, каждая ив групп { б ^ ; Н | /Н счетна, или, груп

па. 6 / Н сама счетна. 

Лемма 7. Пусть в группе без кручения О имеется под

группа Н . служащая одновременно свободным ^ -модулем, 

пусть &/ Н - периодическая группа, являющаяся расширени

ем группы с ограниченными порядками элементов при помощи 
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счетной группы, и пусть лодргугша И ^г-**-независима в & • 

Тогда опять имеет место утверждение леммы 5. 

Доказательство. Прежде всего ясно, что группа &/Н 1г-

примарна. По предположению существует подгруппа 60 в 6 

такая, что Н С <т0 С 6- 7 порядки группы &9 /И огре/-

ничены и группа &/ &9 счетна. Итак, для некоторого нату

рального числа Ль будет <р, Оь Я Н Я &0 , В силу 

1.19 на Ц] МОЖНО (% считать Щу -модулем, причем ^ -мо

дуль Н будет его й^ -подмодулем. Тогда */г С̂  , как 

подмодуль свободного !&р, -модула Н , должен быть по лемме 

15 ив [ 3 ] также свободным ^-модулем. Пользуйся теоремой 

1 из [Ц нетрудно вывесть, что свободный Зр,-модуль <р, 6е 

обладает тем же числом прямых циклических слагаемых, как сво

бодный ^-модуль Н . Итак, С2 -модуль ^ (?0 и Н, и, 

следовательно, также У^ -модули &0 и Н изоморфны. Значит, 

&о является свободным ^ -модулем. Притом по лемме 2 под

группа Сь р,* -независима в (т 9 так как порядки группы 

Ст /Н ограничены. Теперь достаточно применить к группе (т 

и ее подгруппе &0 лемму 6, и лемма полностью доказана. 

Группу без кручения Сх будем называть группой типа З*4* 

(смотри 173), если существует простое число <{г такое, что 

б- & Ф* . Далее, символом ЛИ, условимся всюду обозначать 

некоторое бесконечное кардинальное число. Теперь даем следу

ющее определение. 

Определение. Группу без кручения Сг будем называть ли> -

сепарабельной типа (Р* (соотв. {Р* ) , если каждое множест

во элементов из С мощности меньшей чем /М- содержится в 

некотором прямом слагаемом группы О являющемся прямой сум-
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мой групп, типа ЧР* (соотв. групп Щ^ )• Цеди лт> Ж Мт р 

то будем группу Сг просто назмвать сепарабальной типа (Р* 

(соотв. (Р* )• 

Бели группа 6 представима в виде прямой суммы групп 

типа (Р4" , то, очевидно, группа & 4Я -сепарабельна типа 

(?"** для любого кардинального числа ли* . Но существуют се» 

парабальные группы типа СР* 9 неавляющиеся прямой суммой 

групп типа !Р , В качестве примера можно ваять группу & * 

которая будет полкой прямой суммой счетного бесконечного 

числа групп ^ . В самом деле, для каждого простого имела 

^ * р, ямеем ^ 5 * (? . значит, 0 не содержит никакое 

прямое слагаемое изоморфное с Ж* ; но ив § 44 ив IX} 

следует, что группу 6 нельзя представить" в виде прямой 

.суммы групп 0+? . Значит, О не является прямой сум

мой групп типа Ф+ . Притом группа & сепарабельна ти«* 

па ь/1 , Чтобы убедиться в этом, достаточно доказать, что 

для ^ 6 б существуют подгруппы <Э н 6' в В такие, 

что 6г т Э 4- &', 9- * 3 > Э & $>+ м <?' & & , 

Для етой цели представим группу 6- в виде (х *^2Г Щ* *** I 

значит, 6 является группой всех формальных бесконечных сумм 

очевиднор можно ограничиться только случаем $- Ф 0 , Тогда 

имеем ^ в <-̂  ° '̂ *** Пусть л^* СЛь % о) - наивысшая 

степень от л% , на которую делятся С я ^ ) все сС, ;- итак, 
Ль 

^4 в 1х /3^, Д ^ -2 Л*^2,...)» Следовательно, существует ^ 

так, что ^ ^ $4 (ъ Фр)% или, / 3 ^ € ^ . Бел» по

ложим ъ - Д /*;/л, х , , з ш % \ 0 



(?'е *ЕГ* &•&! | т о» очевидно, будет (? ж Э 4- в' < притом 6'ШО, 

***• У 'Я <% к * * У Ч , Я, « $ <И - 3 • не 

этим уже полностью доказано, что группа О сепарабельна ти-

па % .. 

Если Сх - произвольная группа и <р, - простое число, то 

в & имеется единственная наибольшая ^ -полная подгруппа. 

Итак, следующее определение имеет смысль. Притом, символом 

ТТ будем обозначать множество всех простых (положительных) 

чисел. 

Определение. Если & - некоторая группа бев кручения и 

если символ &* (% € ТТ ) представляет наибольшую ^ -

полную подгруппу в б- , то подгруппу Ц^} \ШЧТ!ОФ* &с%) » 

будем называть *р, -компонентой группы (г • 

Лемма 8. Пусть О - группа бее кручения, сепарабельнаа 

типа (Р* . Тогда каждая <{ъ -компонента (г^ ? ^ -полна 

дяя всех простых чисел (^ & {V (% € ТТ ) ? и и*еет место 

формула 5 • ̂  <х^ . 

Доказательство. Прежде всего ясно, что если Э - под

группа в б такая, что ^ & &^ , то подгруппа ^ (^ ~ 

полна для каждого простого числа % + -/V 7 значит, О & &ср-)' 

Если а, б (г # то в силу сепарабельности группы & типа ;?* 

группа & разложима в прямую сумму вида 6 -= (^ -г- 6^ ? 

где ^ € (̂  к б | является прямой суммой групп типа Р* • 

Итак, будет <&, С { © с м ( > « ТГ ) } , иди, ^€ { в^} (р в 

* ТГ)} • Этим мы полностью доке вали, что 

(в) О * * < ^ , (р, € ТГ) } . 
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Бели ваять ф, Ф О э *о о группе (г,- можно еще предполагать, 

что 6^ » . 2 3» , где все С̂» являются группами типа 

СР4" , и слагаемое элемента о. в каждой из групп ^^ 0> т 

* 19 2,:.,/*ъ') отлично от нуля. Пусть теперь О Ф ф, в б ^ ) и 

пусть О € ТТ} ^ ф ^ , Так как 0, € 6 ^ , то 0. обладает 

в 6 бесконечной <̂  -высотой, значит, среди групп ^^ 

(1 & *С & 1Ъ ) нет группы СР* . Но это значит, что О. Я* $ 

( <С в 19 2} ...} /п)9 или, б, С ( ^ ^ * Отсюда следует, что 

в подгруппе 6ц* > обладает д, также бесконечной О -высо

той, итак, подгруппа ^л,> 2, -полна. 

Пусть ^ € ТТ и пусть 0 4- $, е { < ^ ; , ф с ТГ, %±Р'У>1' 

Как мы только что доказали, каждая из групп &(*) ^й, | - р ^ ) Я** 

полна, итак, группа {6^>; (#,4» ^ э & € ТГ ) } также -/̂  -полна. 

Значит, О. обладает в (г бесконечной /г -высотой. Если еще 

предположить, что ^ 6 6^ . ... то элемент ф. должен в (т об

ладать бесконечной ^ -высотой для каждого простого числа $,• 

+ /г. Следовательно, о -высота элемента ^ в <т бесконечна 

дл» каждого простого числа ^ € ТГ . Но таких ненулевых эле

ментов в О нет, как следует иа сепарабельности группы 6" 

типа (Р*. Итак, для каждого ./г € ТТ имеем 
есА) п <• %> (г е ъ,г Ф ^ ; ? - о . 

Отсюда и ив (6) уже получим & я 2 6 ^ , ? и лемма пол

ностью доказана» 

Лемма 9» Пусть в группе без кручения О- имеется подгруп** 

па Н , являющаяся селарабельной группой типа (Р* . Если гругь, 

па (х/Н периодическая, то (; * X ^ С Н(. } ) • 

Доказательство. В силу леммы 8 имеем Н * Е ^ср,) > 
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нтаас, если положим Ф*т{^ ( Н ^ ) С^ь € ТГ)$ , то будет 

&* * 2 ^4^Нс^) ^ • ДЛЯ каждого ^г 6 ТГ имеем Н ш 

* ^(^) "**« ЗГ^ ^<1) ' притом, по лемме 8 группа Нс^) 

^ -полна для каждого ^ 4- ^1 ж группа 21 Нс ., 

г̂ -полна. Отсюда в силу леммы 8 и8 С 72 следует, что груп

па С ̂  С НСрг} ) 4- X Нс^} ) / Н служит ^ -примерным 

слагаемым для периодической группы 6-/Н . Так как для каж

дого & € ТГ имеем 

с^'н^+^н^/н в 6-/Н , 
то должно быть 6 * / Н * От/Н , или &* ж & 9 и лемма 

доказана* 

Теперь мы уже в состоянии доказать следующие теоремы. 

Теорема X. Пусть в группе бее кручения 6 имеется под

группа Н , являющаяся прямой суммой групп типа З94*, и пусть 

6/ Н - периодическая группа, каждое примерное слагаемое ко

торой служит расширением группы с ограниченными порядками эле

ментов при помощи счетной группы* Если для каждого р, € ТГ 

ф, -компонента №(*,) 1Ъ -независима в (т ? то (г & Н . 

Доказательство* В силу леммы 8 идеем Н «• 2Г Нс^} 7 

и по лемме 9 будет 

<*> 6 - Л ** (н^)> 
итак, имеет место изоморфизм 

(8) &/Н'* 2 [ ^ ц . . , ) / н ( . . ^ . 

Ясно, что каждая группа ^ ^ Н

Г | И ) / Н ^ } ^ -примерна, 
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итак, из (8) следует, что группа & С Н(^)У / Ис^ ивоыорфиа 

р, -приыарноиу слагаемоиу группы От/ Н . Следовательно, 

У (Н( ) / Н^ - периодическая группа, служащая расшире

нием группы с ограниченными порядхани элементов при помощи 

счетной группы. Так как подгруппа Н(^ ^ -независима в (т; 

то она ^1°-независима в Ь̂  (И(^} ) . Если теперь веять не

которое прямое разложение Н в группы типа !Р*9 то легко 

видеть, что Н^) является в точности пряыой суыыой всех групп 

2 * из данного пряыого разложения. Если приыенкы лемиу 7 к 

группаи ^ (^(р,)} ж Ку*) ^ ^сц) ыожяо считать свободный 

Ф -иодулеи), то лодучиы ^ ^г-ю **' ^ О ) ^ ' Отсюда и 

ив (?) следует 

<*-*,*•<**>>*Лн*>- н ' 
и теореыа доказана. 

Теорема 2. Пусть в группе без кручения Сх иыеется под

группа И , являющаяся прямой суыыой групп типа Я . Бели 

&/Н - периодическая группа, каждойе приыарное слагаемое ко

торой служит расширением группы с ограниченкыыи порядкаыи эле

ментов при поыощи счетной редуцированной группы, то Сх ~ Н . 

Доказательство. Опять имеет место формула (8), значит, для 

каждого т% В ТТ ^ (^с^) ^ ^ Нср>) ~ 11 -прииарная группа, 

служащая расширением группы с органиченныыи порядкаыи элемен

тов при поыощи счетной редуцированной группы. Итак, каждая 

группа % (Нс^у)/ И(п) редуцирована. Далее, Н^, не 

содержит некулевых элементов бесконечной 1% -высоты в НСГ1. , 

так как Нс }' является пряыой суыыой групп !%* . Отсюда в 

силу леыыы 5 ив [5] следует, что подгруппа Н( ^г^-неаа-

висиыа в У̂  С Нс^} ) • Но если воспольеовать лемму 1, то лег-
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ко вывести, что подгруппа Нц%>) Ф*** -независима в & . Те

перь достаточно применить теорему 1* 

Замечание» Теорему 2 мы получили как следствие теоремы 1. 

Но из следующего вытекает, что теорема 1 на самом деле обще-

е чем теорема 2. Пусть в группе беа кручения <х имеется 

подгруппа Н. являющаяся прямой суммой групп $? , и пусть 

(т/Н -* -5- С (•7*'*') . Тогда существует подгруппа К в 6 

такая, что Н е К и & / К . * С (ф*00 ) . Так как 

К/Н & 6 / Н , то по лемме 5 из \Ы подгруппа Н <р,00-

независима в К и в &, и в силу леммы 2 подгруппа К <р?-

независима в & • Ив теоремы 2 следует, что К & Н * Следо

вательно, к группам О и К применима теорема 1, между тем 

как теорема 2 неприменима, так как О / К -* С СУ̂ ** ) . 

Лемма Ю» Пусть в группе без кручения СУ имеется подгруп

па Н МО -сеп араб ель нал типа: З^4" и пусть <г/Н - пе

риодическая группа мощности меньше чем М1> . Если группа 

&/Н служит расширением группы с ограниченными порядками 

элементов при помощи счетной группы, и если подгруппа Н 

лъ°-независима в б* , то (г -* Н . Точнее, существуют под

группы & в, Н0 и К , в б такие, что Сг • С& 4- К , 

Н • Н„ 4- К , Н0 & % , в, & Не и обе группы <% , Н# раз

ложимы в прямую сумму групп С ;̂ . 

Доказательство» В каждом смежном классе у, фактор-груп

пы* & * (г/ Н определим некоторый элемент /у. и пусть М -

множество всех этих элементов* Положим 5 т ^ СМ) н "Г" = 

« 5 п Н ; и^ак, Т - сервантная подгруппа в Н • Для каждо

го ^ € М^ШИМБОЛОМ /Гк. обозначим порядок элемента ^ $ 

следовательно, /)г̂ . /^ « Н Г 4^ € М ) . Легко видеть, 
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что будет в точности Т ж. ̂  Оп-^ ̂  бу. € М))
 #
 Так как 

САКСИ М <" ЛЯ*
 ?
 то имеет место некоторое прямое разложе

ние Н т Нс + К , где Н
0
 - прямая сумма групп (^ 

и
 ^у, ^ € Н0 (^ € М ) ; итак, Т -« Н

# #
 Если поло

жим бе * -С 5 , Н
в
 } , то имеем 

(9) я О --Г5,НЗ-{5,Н
#
, <?*<&.,<? . 

Пусть <%, 6 &с г\ К . Так как ^ - с »̂ ** "С ^ > К, $ ? то д^ » 

ш $ ^ Лье где 5 б 5 и *-Л̂  с Н0 . Ив соотношения 

5 / Т - 5 / ( Н п 5 ) * { Н , 5 } / Н - е / Н • 

следует существование такого натурального числа ^ГУЬ , что 

/т- 5 е Т я Нв , или, /яг р, « /ка 5 + /яг Лп0 е Н0 , итак, 

/Щ- а ^ б С Н о ^ К ) я : 0 , или, ф, т 0 » Этим мы доказали, что 

6 п К * 0 7 следовательно, в силу (9) имеем 

(10) О - 6© 4- К . 

Так как Нв Н бг ? то имеет место соотношение 

С / Н - Г С г , + К ) / С Н в + К ) ^ ( г р / Н 0 » 

значит, 0; / Н0 - периодическая группа, служащая расширением 

группы с ограниченными порядками елементов при помощи счетной 

группы. Подгруппа Н <р,°* -независима в &, Н© - прямое 

слагаемое в Н , следовательно, в силу леммы 1, подгруппа 

Н# р, -независима в (г и в (г0 . По лемме 7 имеем (т9 & 

& Н0 , ИТАК, ввиду (10) б г - 0 » + К в Г Н # 4 - К « Н . 

Этим лемма, полностью доказана» 

Следующие две теоремы обобщают теоремы 1 и 2. 

Теорема 3» Пусть в группе бее кручения Сх имеется под

группа Н, /Ж. -сепарабельиая типа (Р , и пусть 0-/Н -

Периодическая группа, каждое примерное слагаемое которой 
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мощности меньше чем ли* . Если каждое примерное слагаемое 

группы От / Н служит расширением группы с ограниченными 

порядками элементов при помощи счетной групп** и если каждая 

/г\ -компонента ^цг^) Ф* -независима в (г , то (х & Н . 

Точнее) существуют подгруппы &в 1 Ир и К в <т такие, 

что & • &в 4- К , Н • Н р + К, И, б (г,, (г, й н в и обе группы 

Стй 1 И9 разложимы в прямую сумму групп типа !Р+ • 

Доказательство» По лемме 9 будет (х » ^ ^ (-^е^у ' ; 

итак, имеет место соотношение вида (8) . В силу леммы 8 под

группа Н ( ^ ^ -полна для каждого ^ Ф ф, (% € ТГ ) , следо

вательно, периодическая группа Ь̂  С Н^) ) / Н ^ */г-примарка. 

Отсюда и из (8) вытекает, что группа * ^ ^ Н ^ « ) / Н ^ ) изо

морфна ^х -примерному слагаемому группы Ог/Н 9 или, слу

жит расширением группы с ограниченными порядками элементов 

при помощи счетной группы; притом мощность ^ ^(п)) / Н(4(1) 

меньше чем ЛИ- . По предположению подгруппа Н с ^ ^^-неза

висима в (? и, следовательно, также в ^ ^ Н ^ ) , Далее, лег

ко убедиться в том, что группа Н&ю "*й* -сепарабельна ти

па С&* • В силу леммы 10 имеем ^ ^гго ' •" *% "** ^ > 

« О , - Н ^ + *"*'» 3 * 4 Н * НГ** ^ и обе группы 6»*, Н?> 

разложимы в прямую сумму групп 0*^ . Если положим 0г9 «? 

рТЬ * > * * # * "• * * - ^ К , то эти 

группы обладают требуемыми свойствами, чем теорема доказана. 

Теорема 4» Пусть в группе без кручения С? имеется под

группа Н, ми -сепарабельная типа ^ и пусть Ог/Н 

периодическая группа, каждое примерное слагаемое которой 

мощности меньше чем лн> . Если каждое примерное слагаемое 
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группы Сг/Н служит расширением группы с ограниченными по

рядками элементов при помощи счетной редуцированной группы-

то О «-* И ; точнее, имеет место утверждение теоремы 3. 

Доказательство. Как мы уже заметили, группа И(^ М4> -се-

парабельна типа (Р^ ; итак, в Н^) нет ненулевых элемен

тов бесконечной ф, -высоты в Н^ » Теперь можно тем-же обра~ 

вом, как в доказательстве теоремы 2, убедиться в -/г^-неэе-

висимости подгруппы Н ^ в б" . Следовательно, можно при

менить теорему 3. 

В следующей части мы применим полученные результаты к 

изучению расщепляв мости некоторых смещанных групп. Но преж

де всего докажем несколько вспомогательных лемм. Притом поль

зуемся следующей записью: Бели О - группа и ^ - ее пе

риодическая часть, то символом Сг ** обозначим ^-пример

ное слагаемое группы 6+ • 

Лемма 11. Пусть в группе Ст имеется подгруппа Н вида 

Н « А 4- В , где подгруппа А %, -полна для каждого % Ф ^ь 

( ^ в ТТ ) и подгруппа В ^ -полна, и пусть (т/Н -

периодическаы группа. Если группа 0^*' редуцированна, 

то существует подгруппа А в О такая, что А С А* * 

{ А * , В ? ~ А * 4 - В и С А * + В ) / Н служит у/г -при

мерным слагаемым для группы Сг/Н . 

Доказательство. Так как подгруппа Ъ^ сервантна в 

^г -полной группе Ъ , то она также р, -полна. Но группа 

В**1' {I -примерна, следовательно, она уже полна. Из соот

ношения В, & Сг и ив редуцированости группы О/** 

следует равенство Ъ^п а 0 . Символом А* теперь обозна*-
- Н А 

чим множество всех таких О- б От | для которых ф. ф» € Л 
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для некоторого Яь ш\ 0. Итак, А* - подгруппа в О , А & 

5 А* и группа А*/ А р , -примерна. Если ф. « А* п Ъ ? 

то для некоторого М, ш 0 будет <$!*(}, е А п Ь * О , или, 

>^ди « 0. Отсюда имеем А * л В « В ^ ж 0 • еначит, 

А* л В « 0 • Этим мы доказали, что { А*, Б } т А*4- В . 

Пусть Ст^' представляет ^ -примерное слагаемое 

группы <х/Н . Так как ( А* + В ) / Н Я А* / А , то 

С А* 4- Б ) / Н _ * (?<*>. Если 9- + Н * 3 ^ , то для некоторо

го ^ 2 0 будет - / ^ . ф * Н , " Я | ^ * * л + > , где 

4> с А и ^ ^ В . Н о группа В р , -полна, следователь. 

но, Лг ж'+р'Лг' дда некоторого Яг'е В . Отсюда имеем 

р** (с^ - Яг') ш си е А , или, со* ш $, - Яг' е А* . Это 

еначит, что 9"
 в а

* • ̂  * А
ф
4 - В , итак, ф + Н € 

€ (А* + В ) / Н . Этим уже докаеано, что <****- (А* 4- В ) / Н ,н 

доказательство леммы завершено. 

Лемма. 12.. Предшествующая лемма остается справедливой, 

если условие редуцированности группы, 0^*** заменить усло

вием редуцированности трупам ^ / Н/^ • 

Доказательство. Если Ъ (соотв. Е ) обозначает макси

мальную полную подгруппу в А**' (соотв. В}** ), то О а? 

в 1) 4- Е будет максимальной полной подгруппой в Н*; . Груп-

пы А, В представим в виде А*Ар4-1), В» Ь9 4- Е , или, 

имеем 

Н ~ А 4- В - А0 4- В0 4- О ; 

притом опять группа А0 (^ -полна для каждого ^ Ф *Я" 

Со € 1Г ) и группа В̂  <р> -полна. Полная группа И слу

жит абсолютным прямым слагаемым для б- (смотри Ц) , теоре

ма 2^.2), следовательно, в б имеется подгруппа 0 # такая, 
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что Нф * А# 4- В. « 0гф к <г - (?# 4- I/ • Так 

как группа &*1*5 / Н/** редуцирована, то и будет од

новременно максимальной полной подгруппой в &1*'; итак, 

(&о\ ~ редуцированная группа. Очевидно, имеем О-/ Н * 

* (^ 4 1Л/СН.4-У) X (тф/Нф , эначмт, к группам Ов 

и Нв = А, 4- В 0 можно применит* лемму 11. Итак, суще

ствует подгруппа А* в (т0 такая, что Аф ш Аф} {А*, В # |« 

* А* 4- Ьф и группа (А* 4- Ьф ) / Н0 служит ^1-примар-

нмм слагаемым для (3; / Н е . След о ват «ль но, для некоторой 

подгруппы В* в &ф такой, что Нф Ш В* , будет 

(и) Сг./н, - м * + в.)/н. 4- В*/Н. } 

притом ^ -примерным слагаемым в В* / Нф будет нулевая 

группа. Так как О ш <гв 4- Ы к Н * Нф 4- и ? т о и 8 ( ц > 

следует разложение 

(12) &/Н - С А* 4- В. + 1 Л / Н 4 . < * В * * 1 Л / Н -

Ив соотношений 

(А? 4 В 0 4 Ш/Н * (А?4- ЪФ)/НФ,(В*4. Ш/Н & 8 * / Н 0 

и на (12)/ теперь уже следует, что группа (А* 4 Ъф 4- ^ > / Н 

служит 4% -примерным слагаемым для группы О/ Н . Итак, ес

ли положим А* • А* 4- ]) , то А в А* и {А*, Ъ} -

« А* 4 Вр + У = Л Ч В ? или, А* - искомая группа. 

Лемма 13 .̂ Пусть в группе О имеется подгруппа Н вида 

Н •» ,2Е А/̂ ., , где каждая группа А,А ) 0 -полна для всех 

?̂ ф. .«р,, (оеТП.Если группа Ог/Н периодическая и если 

группа ^ / ^ редуцирована , то существуют подгруппы 

кШ в 5 т а к и е > ч т ° Ас*> с А с % > г Р У П п а ^ ^ ^ " 

примарна (^г б ТГ ) и & -* X, А* } • 
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Доказательство» Если для лг с ТС положим Ъ,^%* 5." А,л%, 

то Н » А(^ 4- ЬСр,у и подгруппа В^> будет */г -полной. 

Ясно, что группа ^ / Н̂  изоморфна - .̂-примерному 

слагаемому группы. 6± / Н^ , итак, группа 0^*/ Нй реду

цирована. По лемме 12, существуют подгруппы А* ^ С^ъ € ТТ) 

в С такие, что А(^ * А?ю , {А*^} , В ^ ? . Л ^ , 4- вс^, ж 

группа ( А*>у 4- В^)/Н аредставляет в точности -/г-при

мерное слагаемое для &/Н . Отсюда следует, что А*^ /Ас^}& 
х <*5и + в ^ ^ / Н , или, группа Д ^ , / Ас^} ^г -примерна 

Кроме того имеем О/Н в 4А(^} (р, е ТГ { / Н , или, (г в 

яг "М* ) -̂/г в 7Г)} . Теперь докажем, что если 

(13) 9«г + 9ъ + •••-•" Ъп, т Н > 

где 9$ « А*,^ С* * 1, 2.,..., т) ж ^ + ^ для + Ф & , 

то 9ч е ^ ^ ) ^* ш ^ 2,»»*,^)»В самом деле, если положим 

9^ к 9^ *• Н 6 (? / Н ; то 9? содержится в -/г̂  -при-

марном слагаемом группы Ог/Н . В силу (13) имеем Щ^ +9ъ4'"' 

• •.+* 9.Я * 0 , значит, ^ » 0 Сг » 4, 2, ...,/)%), или, %,€ 

В Н а - 4 , 2,..*,/?г). Итак, мы имеем 9^ € Л**> Л ^ 

(Ч* « 4, 2,..., т ).Так как 9$ 6 Н ш Л0%) + в</4> > т о 9 ^ т ^ 

+ Лг4 9 где О^ € / ^ , б /\* 4 ) , и Ягг с в#^> - Одновременно 

имеем 9? 6 Л&<> в Л*4> + &с^> ; итак, о ^ * ^ • ф^ ~ 

г(ъ. + 0 , значит, мы имеем два представления элемента ф *̂ в 

группе *4^> 4- &СгЧ̂> • Отсюда следует, что 4% ж 0 и 

9з - О. # Л , ^ , Г* • 4, 2,...,/>г ) . 

Если теперь 9-* € Ая*> ^* * »̂ 2 , . . . , />г ) , где ^ 4» ^ 

Для ъ «+ ^ , и если 9 * + 0 & + " * + 9 ^ ж 0 6 ' " ' | т о п о 

доказанному должно быть (^ € Ас^^ , (г * 4 , 2,., ., лг ) , Но так 

как Н • -2Е Д ^ , , то ие равенства ^ + 9^ + ••• + 9*1, ш О 
р* - 106 -
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уже следует ф% т 0 (г * 4, 29.,., /п ) • Отсюда вытекает, 

что & «• 4А(^у С^ь € ТТ ) I Ш^^Г Ас^у , и лемма доказана. 

Лемма 14. Лусхь в группе 6 имеется под

группа И вида Н » А + <Э± 1 где А является прямой суммой 

групп $** и группа 0г% (~ Н^) ^1-примерна. Если (т/Н 

периодическая ^г -примерная группа, служащая расширением 

группы с ограниченными порядками элементов при помощи счет

ной группы, и если подгруппа И / (т^ ^ ° -независима ш&/0\} 

то От ж А0 4- 6^ и Ай & А . 

Доказательство. Так как группа б^ ^% -примерна, то в 

силу теоремы 1.20 иэ С4] можно 0^ считать 3^ -модулем; 

итак, вся группа Н может служить ^ -модулем, притом с 

(г̂  в качестве подмодуля. Далее, группа (х/ Н -/г-пример

на, следовательно, по предложению 1.19 из Г4] можно в б" о-

пределить (единственным образом) структуру &,-модул» так, 

что 'Зф, -модуль Н станет его подмодулем. Тогда фактор—мо

дуль гТ -« Н / б^ будет свободным подмодулем Яр -модуля 

О = О / & } так как Н/(3^ -= А . Кроме того, имеем 

5 / Н - * б * / Н и подгруппа Н ^г,** -независима в груп

пе без кручения & • Итак, по лемме ? модули О, Н изоморф

ны. Значит, 5 является свободным 7^ -модулем, или, (х * 

• 2 2 «X, . Если определим элементы X, е 6 так, что 

X «в х + О ( I € 1 ) , то, как легко видеть, будет 

< $ * ь а « I > }-х #* 4 ш а - ^ ^ хь + с?* 
(смотри [ 1 ] , теорема 9.2 и упражнение 15 на стр.53). Тогда 

для А# - X ^ Хс имеем б- * А0 4- <% и А. & 

ш (г / & ж $ яш Н ш Н / 6̂  я* А у значит, лемма полностью 

доказана. 
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Теорема 5» Пусть в группе <х имеется подгруппа Н ви

да Н шА 4- Н, 9 где группа А является прямой суммой групп ти

па Ф* у и пусть (х/Н -периодическая группа, каждое пример

ное слагаемое которой служит расширением группы с ограничен

ными порядками элементов при помощи счетной группы. Если каж

дая ф, -компонента группы { Н , б ^ | / б ^ ф,00 -независима 

в От / 6^ и если каждое примерное слагаемое группы 6. / Н^ 

обладает ограниченными порядками элементов, то & » А9 4- (х. и 

А. & А . 

Доказательство, Пусть К - » { Н , { ^ | * г Л 4 - % • Если для 

каждого ^ с ТТ положим К ^ « Асп) •*- (т^1** 7 где А(п) - р, -

компонента группы А и 6^ - ф, -примерное слагаемое в 0^, 

. то ло лемме 8 будет К » _ ^сп) .» притом каждая подгруп-

'—* с̂-̂ > % -полна для всех % е ТГ, ^ -# ^ . По лемме 13 

существуют подгруппы К ^ (ф> € ТГ) в б такие, что К ^ в 

6 К*,, К ^ / К ^ , ^^примарна ( > в ТГ) и <г -*^Е К(*, . 

G/K -* .Z < K£, / V ) , 
Отсюда имеем 

<__•/ К -К _ 

или, каждая группа К(*> / Кс^ изоморфна /ь -примерному 

слагаемому периодической группы &/К . Так как (х/ К & (Ф/Н)/ 

/СК/И) и кроме т о г о К / Н * { Н , ( $ ? / Н * %/СНп&^) ~ §/Нф , 

то ^-примерное слагаемое группы &/К иэоморфно фактор

группе *р> -примерного слагаемого группы (х/Н по подгруппе с 

ограниченными порядками элементов* Отсюда в силу леммы 16 из 

161 следует, что </г-примернее слагаемое группы От/ К и, 

следовательно, также группа К (* } / К(^ь) 9 служит расширени

ем г$$гппы с ограниченными порядками элеыеятов при помощи счет-
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ной группы* 

Так как &** л К^ 6 К*. (ф, € ТГ ) н { К,* С+> * ТГ >} * 

2 ! К* , то С/*1* служит периодической частью для группн 
- M * 

К^, (1% Ш ТГ);итак, если положим в*** «• .2^ С ; 1 , то будет 

^с*) + §*) /&#

 т (^ыь) + ^ ) / 6^ является, очевидно, ф. -

компонентой группы ( А 4- ^ ) / < ^ « К/<| «<Н, (^ } /<^ ^ мтак, 

по предположению, будет ^гх° -независимой подгруппой в б / & • 

Но так как < Л * > + ^ Г > ) / 6± е ( К * , 4- <*/<*)/<$ , то под

группа ( К( ^ 4- З^** ) / 6^ также ^,^-независима в (К^} + 

* \ ' ^ ^ * Теперь определим отображение у группы 

^ *<:*) + ч ^ > / ^ в группу К,*, / 6±С1%9 следующим ©бра

вом: Если ф- € ^с*> * т о п ° л ° ж и м У ^9" + %) т &+ &+ • 

Отображение у представляет иэоморфизм группы С К,* 4- 6****)/ 

/ (г на группу К ^ / 6^ такой, что 

^ С К ^ , + ^ * , ) / ^ Л - К ф 1 / ^ . 

Но этим мы до навал и, что подгруппа К^) / б/ .^^ «незави

сима в К,**, / 6+** , Группа Л ^ , , как <{ъ -компонента 

группы А , будет прямой суммой групп $* 9 итак, к группе 

К*^ и ее подгруппе К ^ а А ^ } 4- <5̂ с*> можно применить 

лемму 14, значит, К*, - А%,} 4- &/<» и А^у * А^} • 

Следовательно, для группы Ог имеем 

* ' Л <> % 5 . < А * > + <*""> % Ь ^ + <** • 
Если теперь положим Аф ш 31 ^с*> • то <т • /4 4 (т и 
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Ал ж 2Е. А0 ** «.Е А,^%

 ш А . Итак, теорема доказана* 

Теорема 6. Пусть в группе О имеется подгруппа Н ви

да Н « А 4- Н^ , где группа А является прямой суммой 

групп типа (Р+ 9 и пусть &/Н - периодическая группа, 

каждое примарное слагаемое которой служит расширением группы 

с ограниченными порядками элементов при помощи счетной реду

цированной группы. Бели каждое примарное слагаемое группы 

&. / Н. обладает ограниченными порядками элементов, то 

О т Ав4- б; , где А0 ОС А . 

.Доказательство. Если положим опять К-»{Н,б^?»А-*- (% 

ж К в К / б^ , то группа Кс-ц,) ш (А()р,)+ 6^)/(х^ служит 

^1 -компонентой для группы К 7 и, следовательно, она ^ -

полна для каждого ^ 6 ТТ ; о Ф ф, , Так как (х/ К & &/К 7 

где & в &/Сг ,и так как Н & К .то группа &/К перио

дическая. В силу леммы 13 существуют подгрупп» К( } (<р, € ТТ) 

в (т такие, что К^, 5 Кс*,. , группа К*, / К ^ 4г -

примарна и 5 « 2 К* . Отсюда следует 

5/к - йк;,)/^/-,,)^/^/^) , 

или, группа К { ^ / К^) изоморфна </г -примарному слагае

мому группы & / К . Притом имеем 

а4) © / к - сб/01)/ск/%)е1 в/к* се/ю/ск/н) 

и одновременно 

К/Н ш {Н,%]/Н * §/СНп%)~ <г/Нф , 

итак, в силу (14), >{г -примарное слагаемое группы (т/К 

изоморфно фактор-группе <р, -приварного слагаемого группы 

&/Н по подгруппе с орраниченными порядками элементов. 
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Иэ предположения теоремы вытекает, что «^-примарное сла

гаемое группы От /Н редуцировано, итак, по лемме 1* из 

[ 6 ] редуцировано ф, -примерное слагаемое группы 6/ К $ 

следовательно, редуцирована группа ^ ^ > / ^с%) # Т а к к ш С 

^ф) ^ ^Цъ) и г Р У п п а Аф) является прямой суммой групп 

7^ , то в Коро *ет ненулевых элементов бесконечной р. -

высоты, итак, по лемме 5 из 1Ь] подгруппа К с ^ ) -{г °° -

независима в К с ^ . Но тогда подгруппа К^) т а к ж е 41*-

независима в (3* } так как К . является прямым слагаемым 

в 6 (смотри лемму 1 ) . Этим мы доказали, что для каждого 

-р, В ТТ ф, -компонента группы. { Н , &± ? / (?# <р,°° -не

зависима в (г / &. и можно применить теорему 5 . Итак, до

казательство теоремы завершено. 

Теоремы 5 и 6 можно еще немножко обобщить; это мы т е 

перь сделаем. 

Лемма 1 5 . Пусть в группе & имеется подгруппа Н ви

да Н « А 4- 0\ 9 где А - 4Я -сепарабельная группа 

без кручения типа Ц^ и группа Сг (* Н^ ) ^г -примерна. 

Если & / Н - /^ -примарная группа мощности меньше чем 

40, ? служащая расширением группы с ограниченными порядками 

элементов при помощи счетной группы и если подгруппа Н / Ф 

<р,°° -независима в 5 / 5 то (г г /̂  + (^ и А0 & А . 

Доказательство. При доказателсьтве леммы можно посту

пать точно так, как при доказательстве леммы 9 в I5,1, толь

ко вместо теоремы 1 и леммы 8 из [5] надо постепенно приме

нить теорему 3 и лемму 1 4 . 

Теорема 7. Пусть в группе © имеется подгруппа Н 

вида Н -= А +• Н^ э где А - ли. -сепарабельная группа 
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бее кручения типа {Р* и От / Н «* периодическая группа, 

каждое примерное слагаеомое которой мощности меньше чем 

*И4- , Если каждое примерное слагаемое группы От / Н слу

жит расширением группы с ограниченными порядками элемен

тов при помощи счетной группы, если каждая <4г -компонента 

группы «Г И, &+ \ /& 1гт -независима в (х / &. и если по

рядки элементов каждого примерного слагаемого группы 

0"̂  / Н^ ограничены, то О -» А9 4- б^ • А9 « А . 

До касательство. Поступаем формально точно так, как при 

доказательстве теоремы 5, с той единственной разницей, что 

вместо леммы 14 применяем в заключение доказательства лем

му 15. Этим теорема доказана. 

Теорема 8. Пусть в группе О- имеется подгруппа Н 

вида Н « А 4- Н^ , где А - ля -сепарабельная группа 

бее кручения типа Р* и &/Н — периодическая группа, 

каждое примерное слагаемое которй мощности меньше чем ли* • 

Если каждое примерное слагаемое группы О / Н служит 

расширением группы с ограниченными порядками элементов при 

помощи счетной редуцированной группы иесли порядки элемен

тов каждого примерного слагаемого группы б^ / Н. огра

ничены, то О- « А9 + 6± и А9 & А . 

Доказательство. Для доказательства этой теоремы можно 

воспользоваться доказательством теоремы в с тем, что вмес

то теоремы 5 надо применить реорему 7. 

Если И - группа вида Н ~ А + Н^ , где А -3? !%* 
т 

ж Н^ -Э-= 5 1 С (<1Ъ ) % то по реореме 1 из [1%] существу
ет нерасщепляемая группа Ст , служащая расширением Н при 
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помощи С (<р< ) . Так как имеем 

С / Н " <^/СНл<% ) * { Н , < ^ | / Н & <х/Н ш С С**"), 

то группа (г /Н или конечна, или 6̂  / Н̂  * С Ср,*0) . 

Но если бы было % / Нф * С С̂ г/* ) , то 

Сбр*> 2. 6,^/Н^^СА^е^)/(А4'Нф)^(А+^)/Ня9/Н^ССфГ), 

или, А 4- С̂  «г (г ? что противоречит выбору группы О- . 

Итак, группа б^ / Н, конечна.* Это виачит, что группы, (г 

и Н удовлетворяют всем условиям теоремы 5 (соотв. теоремы 

7) с исключением р,*9 -независимости */г -компоненты группы 

{Ну б^ } / б^ в (? / б̂  . Следовательно, теорема 5 (соотв. 

теорема 7) не имеет места, если выпустить требование </г -

независимости (дли некоторого ^г € ТТ ) *р, -компоненты 

группы { Н , б^ } / б^ в группе б / б^ - Отсюда так

же следует, что в теоремах 6 и 8 нельзя выпустить требование 

редуцированности. Далее, пусть Н - группа, Н » #*" ; тог

да можно построить н©расщепляемое расширение б группы Н 

такое, что & / Н является прямой суммой счетного числа 

циклических ф, -примерных групп. Так как Н. « 0 , то 

<^» %/%*% /СНп 6±)~ {н7еф \/Н Я Ь/Н , 

или, 6^ / Н̂  ОТ 6^ является ф. -примерной группой, 

необладающей ограниченными порядками элементов (смЛ11,тео

рема 50*3)» Следовательно, ни в какой из теорем 5, 6, 7 и 8 

нельзя выпустить требование ограниченности примерных слага

емых группы б^ / Н. . 
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