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UEBER GEWISSE MINIMALE SYSTEME VON k-TUPELN

Jif{ NOVAK, Liberec

Es sei E =41,2,...,m } eine Menge von m ver-.
achisdeneti Elementen und Jb, x ngtﬁrliche Zahlen, wo-
bei m > & > A ist. Wir bilden die Menge T aller
)&-Untemex{g'en von E . Die Elemente von T nennen
wir S -Tupel. Mit XK (m, 4o, 1) bezeichnen wir ein Sys-
tem von Jt-Tupeln mit folgenden Eigenschaften: 1) Be-
liebige zwei M -Tupel des Systems haben hochstens 1
gemeinsame Elemente, 2) beliebige Ae -Untermenge von E
muss mit irgend einem A -Tupel des Systems mindestens
% + 1 gemeinsame Elemente besitzen.

Es entsteht die Frage nach der meximalen und mi-

‘nimalen Anzehl von k. -Tupeln in K (m,fe,x) und das
Problem der Konstruktion solcher extremalen Systeme. In
der vorliegenden Arbeit gebe ich einige Ergebnisse tber
die minimalen Systeme K (m,% , 4) an, wihrend die
Arbeit [1) die K (m ,fk,x) allgemein behandelt.

' Es seim = (fo-1).t+4, (0& 5 <t —-14). Mit
M(m.,»k) bezeichnen wir nach Turén [2] die ganze Zahl
(h-2)(m?-52)/2(h-1)+(3), & >2 . Dann gilt
folgender _

Satz 1. Wenn g die Angahl von & -Tupeln in
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K (m, A& ,1) bezeichnet, dann gilt folgende Abschatzung:

mv .
(1)-.:(@,1&) =dm, ), % >2 .
(g7

(1) q 2

Beweis. Zu jedem K (m &k 1) ordnen wir einen
Graphen G (m,4) mit m Knotenpunkten und gq- (f’)
Kanten zu. Den Elementen 4,2, ..., m entsprechen
die Knotenpunkte und denjenigen Paaren von Elementen, die
sich in den & -Tupeln des Systems befinden, entsprechen
die Kanten des Graphen, welcher keine Schlingen und Mehr-
fachkanten enthalt, da jedes Paar von Elementen hochstens
einmal in den _k -Tupeln des Systems vorkommt. Jedem S~
Tupel des Systems entspricht im Graphen G(rw, M) ein
vollstandiger Untergraph mit & Knote-npunkter‘z und (’2’)
Kenten. Mit G (m, %) bezeichnen wir den Komplemen-
targraphen zu G (m, A ) . Der Komplementargraph G (m, %)
kann kein vollsténdiges & -Eck enthalten. Ware es denn
8o, dann konnte man das entsprechende .k -Tupel zu
K(n,%&,1) anfigen, was der Definition von K (m«,/k;, 1)
widerspricht. Wenn der Graph G (m, ) ‘die mdglichst
grosste Anzehl von Kanten enthdlt, dann enthalt der Graph
G (m/,h) 'dio minimale Anzahl von Kanten und infolgedes-
sen das System K (m,%&,1) die minimale Ansahl von
J& -Tupeln. Der gunchto. extremale Graph G(m, k) ist
eindoutig‘durch Turén’s Theorem [2] bestimmt. Wir bezeich-
nen ihn mit g‘, (ny, A) und bekommen ihn folgendermassen:
Die Menge von m Knotenpunkten zerlegen wir in (4 ~ 1)
disjunkte Klassen, wobei sich die Angahlen der Elemente
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in einzelnen Klassen hochstens um eins unterscheiden.

Die Kanten des Graphen 'G; (n, &) verbinden je zwei

Knotenpunkte, die verschiedenen Klassen angehoren und

ihre Anzahl ist gleich M (m, % ) . Fir die minimale
Anzahl der Kanten in G (m, 4 ) bekommen wir so (?’) -
-M (m,,,k) und fiir die Anzahl von .,%—Tupeln erhal-

ten wir die Abschétzung (1).

Im Weiteren werden wir den Begriff des taktischen
Systems S (f, 4k ,m ) beniitzen. Es seien 0<pp< R<m
natiirliche Zahlen und Lk ={1,2,...,m. }? eine Menge
von m Elementen. Ein System von g -Untermengen von E
heisst ein taktisches System S (f1,4¢, m ) wenn belie-
bige g1 -Untermenge von E  genau in einer J -Unter-
menge des Systems vorkommt. Es ist klar, dass jedes tak-
tische System ein maximales K (m, &, pn-1) ist,
da belieﬁise zwei f -Tupel hochstens f - 1 Elemente
gemeinsam haben und auch die zweite Bedingung ist da er-
f£illt.

Nun kdnnen wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 2. Die minimalen Systeme K (m , fo 1) mit

genau d (m, 4 ) A -Tupeln existieren dann und nur

dann, wenn m durch f¢ - 41 teilbar ist, und wenn es

tir m, = m /(4 - 1) ein taktisches System

S (2, Ao, m, ) gibt. Es wird Jf¢ > 2 vorausgesetzt.
Beweis. Vorausgesetzt, dass K(m, %, 1) d (m, k)

Jo -Tupel enthalt. Der zugeordnete Graph G(m, &) be-

sitzt (‘f)- d(m, fe) Kanten und der komplementare Graph
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_G-(m,,k) genau M (m, k) Kanten, wie aus (1) her-
vorgeht. Nach Turén’s Theorem gibt es nur einen einzi-
gen Graphen von Ordnung m mit M (m ) Kanten ohne
vollstandige f¢ -Ecke. Es ist der friiher beschriebene
Graph 64 (m,,,h) . In unserem Falle haben wir also
g(m-,h) = —G; (m, % ) . Die Menge von Knotenpunkten
im Graphen G1 (m, fe) , der zu 51 (m,’ A) komplementar
ist, ist daher in f¢ -~ 4 daisjunkte Mengen zerlegt wor-
den. Alle Kanten des Graphen G, (m,4 ) niissen dsher
nur je zwei Knotenpunkte in derselben Klasse verbinden.
Der Graph G, (m, A& ) besteht daher aus & - 1  voll-
standigen Untergraphen, von den jeder durch vollstandi-
ge Untergraphen von Ordnung ¢ gebildet wird. Diese
letzten Untergraphen entsprechen den einzelnen ¢ -Tu-
peln des Systems K (m, ., 1) . Hieraus folgt, dass
diese % -Tupel ein taktisches System S(2,%, m,) bil-
den, wo 4 = 4,2 ..., 4 -1 . Jedem von & -1 Unter-
graphen entspricht so ein taktisches System S (2, 4o, m“.').
Wir wissen, dass 0 < I/n.‘..- m.’.’l < 4 sein muss. Es ist
aber unmdglich, dass zwei tektische Systeme S(2, Ao, m:‘.)
und S (2, &, m;) eo existieren, dass my = m; + 1.
Vorausgesetzt, dass solche zwei Systeme existieren. Eine
notwendige Bedingung fiir die Existenz des S(2, 4, m,‘)
ist, dass (m“— 1) /(% ~1) ganzzahlig sein muss, wie
wir in [3) finden. Es ist aber

(= A/ =)= m, /=AY A 2/ = A = AV oA A/ Gt
was fiir o 2 3 ein Bruch ist. Hieraus folgt, dass fiir

i#G
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w,t-mi-m-‘- m/(h=1) .

Wenn die Bedingungen des Satses erfiillt sind, dann
konnen wir -1 taktische Systeme S‘l(Z, h,m,) kon-
struieren, und gwar aus den Elementen 6&-—4)4& +1,
G-Nm +2,..., G-y +m , i=1,2,...,-1. Diese
taktischen Systeme bilden ein K (m,%k, 1),da wir kein
weiteres Jb-Thpol anfiigen konnen, wie wir leicht ein-
sehen. Wenn wir die zugehdrigen Graphen G (m,.f) und
Z?(n;,xz) betrachten, so sehen wir leicht, dass
c-(n, &) mit 54 (n, f¢) susammenfallt. Das auf
diese Weise konstruierte System K (m,fe, 1) enthdlt
demnach d (m, e ) Jje -Tupel.

Folgerung. Da die taktischen Systeme S (2, %, m)
tir fe =38,4,5 nach [3) bekannt sind, konnen wir fir
diese Werte von M die minimalen Systeme K (m,.fe, 1)
mit o (m  f) S -Tupeln konstruieren.

Literatur

{1) J. NOVAK: Beitrag zur Theorie der Kombinationen,
Ces.pro pést.mat.88(1963),129-141(tsche~
chisch).

l2] P. TURAN: On the theory of graphs, Colloquium Math.
3(1955),19-30.

[3] H. HANANI: The existence and construction of balan-

» ced block designs, Ann.Math.Statistics,32 '

(1961),361-386.

- 401 =




Vysoké Zkola strojni a
textiln{
Hélkova 6, Liberec I

Czechoslovakia

(Oblatum 5.12.1969)



		webmaster@dml.cz
	2012-04-27T19:21:04+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




