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11,3 (1970) 

ÜEBER GEWISSE MINIMALE SYSTEME VON k-TOPELN 

Jifi NOVAfC, Liberec 

Es sei E * {4,2, .*.,** \ «ine Menge von m* ver- , 

ochiedenen Elementen und 4t, H, naturliche Zahlen, wo­

bei m, > M/ > K ist* Wir bilden die Menge T aller 

M -Untermengen von £ .Die Elemente von T nennen 

wir Jh, -Tupel. Mit K Ol-, jfe,</&) bezeichnen wir ein Sys­

tem von Jt-Tupeln mit folgenden Eigenschaften: 1) Be­

liebige zwei M -Tupel des Systems naben höchstens H, 

gemeinsame Elemente, 2) beliebige M,-Untermenge von £ 

muss mit irgend einem M, -Tupel des Systems mindestens 

ft +• 4 gemeinsame Elemente besitzen« 

Es entsteht die Frage nach der maximalen und mi­

nimalen Anzahl von ̂ fc-Tupeln in K (m,7M*7H,) und das 

Problem der Konstruktion solcher extremalen Systeme. In 

der vorliegenden Arbeit gebe ich einige Ergebnisse über 

die minimalen Systeme K (/it/,Jb, 4) an, wihrend die 

Arbeit [1] die K (m,7Jk*fH,) allgemein behandelt» 

Es 8 6 i ^ * r A - ^ i ^ ; (Q* *><*Jk,~4) . Mit 

M(m,rM) bezeichnen wir nach Turin [2] die ganze Zahl 

(*.-2h(m,z~AZ)/2(Jk~<i)+(i)f Jk>2 . Bann gilt 

folgender 

Satz 1. Wenn ^ die Anzahl von Jk, -Tupeln in 
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K Ort., Jk,f 4 ) bezeichnet, dann gilt folgende Abschltzung: 

Beweis * Zu jedem K (m/fJk/7 4) ordnen wir einen 

Graphen &(m,fJk,) mit m, Knotenpunkten und £• f j> ) 

Kanten zu. Den Elementen A, 2 ,..., m, entsprechen 

die Knotenpunkte und denjenigen Paaren von Elementen, die 

sich in den Jk/ -Tupeln des Systems befinden, entsprechen 

die Kanten dea Graphen, welcher keine Schlingen und Mehr­

fachkanten enthalt, da jedes Paar von Elementen höchstens 

einmal in den ,1t,-Tupeln des Systems vorkommt« Jedem A ~ 

Tupel des Systems entspricht im Graphen & (m*9 Jk/) ein 

vollständiger Untergraph mit Jk, Knotenpunkten und ( 2. ) 

Kanten* Mit X? (m,9 Jk, ) bezeichnen wir den Komplemen-

targraphen zu G (m,9 Jk/) • Der Komplementargraph "&(m,9 Jk,) 

kann kein vollständiges Jt-Eck enthalten* Ware es denn 

so, dann konnte man das entsprechende J^-Tupel zu 

K 6a, J&t4 ) anfügen, was dw Definition von Kf/n^/fe-, 1) 

widerspricht* Wenn der Graph & (sn,Jk,) 'die möglichst 

groaste Anzahl von Kanten enthalt, dann enthalt der Qr&ph 

G* (m/^MJ) die minimale Anzahl von Kanten und infolgedes­

sen das System K (m,f Jk,9 4 ) die minimale Anzahl von 

M, -Tupeln. Der gesuchte extremale Graph ^(/n-^A) ist 

eindeutig durch Turin's Theorem [2] bestimmt* Wir bezeich­

nen ihn sit %[(m/«M) und bekommen ihn folgendermaaaen: 

Die Menge von m, Knotenpunkten zerlegen wir in (Jk, - 1 ) 

diejunkte Klassen, wobei sich die Anzahlen der Elemente 

- 398 



in einzelnen Klassen höchstens um eins unterscheiden. 

Die Kanten des Graphen Cjr (m,7 Jk) verbinden je zwei 

Knotenpunkte, die verschiedenen Klassen angehören und 

ihre Anzahl ist gleich .M (m,^ Jk) • Für die minimale 

Anzahl der Kanten in G(m, Jk) bekommen wir so (2 ̂  "" 

- $A(flV7Jk) und für die Anzahl von ,*&-Tupeln erhal­

ten wir die Abschätzung (1). 

Im Weiteren werden wir den Begriff des taktischen 

Systems S Cfi,, Jk^rrv) benutzen» Es seien 0 < fi <• Jk<£ m> 

naturliche Zahlen und E «-{4, 2,*.., m. J eine Menge 

von /n Elementen. Ein System von M, -Untermengen von £ 

heisst ein taktisches System S (^y^trv) wenn belie­

bige Jjfi -Untermenge von £ genau in einer Jk -Unter­

menge des Systems vorkommt* Es ist klar, dass jedes tak­

tische System ein maximales K (m} Ms, 41 ~ 1 ) ist, 

da beliebige zwei Jk -Tupel hSchstens 41 - \ Elemente 

gemeinsam haben und auch die zweite Bedingung ist da er­

füllt. 

Nun können wir den folgenden Satz beweisen: 

Satz 2. Die minimalen Systeme K (#v7Jk7 4 ) mit 

genau et (m, Jk ) Ms -Tupeln existieren dann und nur 

dann, wenn /n durch Jk - 4 teilbar ist, und wenn es 

für m.•*-*• m,/(M/ - 4 ) «in taktisches System 

S (29M/P ms ) gibt. Es wird Jk > 2 vorausgesetzt. 

Beweis. Vorausgesetzt, dass K(m/fJkt4) cL (mf Jk) 

M, -Tupel enthalt. Der zugeordnete Graph G(m,fJk) be­

sitzt ( 2)* cL(m,fJk) Kanten und der komplementäre Graph 
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lj(m9Jk) genau M("ifJk) Kanten, wie aus (1) her­

vorgeht. Nach Turän's Theorem gibt es nur einen einzi­

gen Graphen von Ordnung nv mit M (#i>, A) Kanten ohne 

vollständige Jk -Ecke. Es ist der früher beschriebene 

Graph ür, (n%+Jk) • In unserem Falle haben wir also 

G(n%fJk) *w GL (ms^Ms) . Die Menge von Knotenpunkten 

im Graphen G, (nvm Jk) . <*«** zu 5 (<n,* Jk) komplementär 

ist, ist daher in Jk - 4 disjunkte Mengen zerlegt wor­

den. Alle Kanten des Graphen G^ (nvfA) müssen daher 

nur je zwei Knotenpunkte in derselben Klasse verbinden. 

Der Graph G. (nv^Jk) besteht daher aus Jk - 4 voll­

ständigen Untergraphen, von den jeder durch vollständi­

ge Untergraphen von Ordnung Jt> gebildet wird. Biese 

letzten Untergraphen entsprechen dan einzelnen Jk -Tu-

peln des Systems K (/rv, A/9 4) . Hieraus folgt, dass 

diese M -Tupel ein taktisches Syetem£(2fJk?/n.) bil­

den, wo «i «r 4f 2f...7Jk - 4 . Jedem von Jk - 4 Unter­

graphen entspricht so ein taktisches System S (2fA^9/n^). 

Wir wissen, dass 0 --» \m. - m. I <£ 4 sein muss. Ig ist 

aber unmöglich, dass zwei taktische Systeme S(l9M*f *n> ) 

und S (2. Jkm m,. ) so existieren, dass try. = m-- «*• 4 • 

Vorausgesetzt, dass solche zwei Systeme existieren. Eine 

notwendige Bedingung für die Existenz des S(2, M,f m^) 

ist. dass (mt- 4) /(Jk~4) ganzzahlig sein muss, wie 

wir in [3] finden. 1s ist aber 

(m^4)/(A~4)*m^/(M~4)~ inx^4 + 4)/A-4)mUti~4)/(Jk~4)+ 4/(k-4) 
was für A 2 3 ein Bruch ist. Hierabs folgt, dass für 

* M * 

* ¥• f 
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/fUj m m,. mn%Am<n/(M-4) . 

Wann die Bedingungen des Satses erfüllt aind, dann 

können wir M - \ taktische Systeme £L(2f Mf m.) kon­

struieren, und swar aus den Elementen C£~4)/n*| +
 /f , 

Ci-'O/Hj. +£,..., (i-i)/^* mi.9 i « i9l9...,h-i . Biese 

taktischen Systems bildsn sin K(m,9Mf 1) ,öa wir kein 

wsitsrss Jfe-Tupel anfügen können, wie wir leicht ein­

sehen. Wenn wir dis zugehörigen Graphen G(nu9M) und 

5 ( / U , A ) betrachten, so sehen wir leicht, dass 

^a(nvf M) mit (̂  f/rv, M ) zusammenfallt. Das auf 

diese Weiss konstruierte System K (m,9 Mf 4) enthilt 

demnach di (nv9 M) M -Tupel. 

Folgerung. Da dis taktischen Systeme S (2fMfnv) 

für Je, »3,4, 5 nach [3] bekannt sind, können wir für 

disss Wsrte von M die minimalen Systeme K(nv9Mf i) 

mit GL (AV9M) M -Tupeln konstruieren. 
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