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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE
21,2 (1980)

ZUM FIXPUNKTVERHALTEN NICHTEXPANSIVER ABBILDUNGEN
H. MEISTER

Inhalt: Es wird das Fixpunktverhalten nichtexpansiver
Abbildungen auf unbeschr#nkten Teilmengen von Hilbertr#umen
untersucht und ein Fixpunktsatz fir nichtexpansive mengen-
wertige Abbildungen mit nicht notwendig konvexen Werten be-
wiesen. .

Schltisselwdrter: Fixpunkt, nichtexpansive Abbildung,
linearbeschr#nkt, mengenwertige Abbildung, Leray-Schauder-
Bedingung, Opial-Bedingung.

Klassifikation: 47H1Q

' Einleitung: Im ersten Teil der Arbeit wird das Fix-
punktverhalten nichtexpansiver Abbildungen auf unbeschrink-
ten Mengen untersucht, im zweiten Teil wird der Fixpunkt-
satz ftr mengenwertige Banachkontraktionen mit Leray-Schau-
der-Bedingung auf mengenwertige Abbildungen mit nicht not-
wendig konvexen Werten verallgemeinert und das Ergebnis zum
Bewe{s eines Fixpunktsatzes f{ir nichtexpansive mengenwerti-
ge Abbildungen ausgenutzt. A
Es bezeichne clX, intX bzw. OX bzw. coX Abschluss, Inneres,
Rand bzw. konvexe H{llle einer Teilmenge X eines Banachraumes

E.

Definition: Seien M, N metrische Rfume. Ein Operator

T:M—> N heisst nichtexpansiv, wenn gilt d(Tx,Ty) £d(x,y)
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'(:,y-e M).

1. Uber das Fixpunktverhalten nichtéxpansiver Abbil-
dungen suf nicht notwendig beschrénkten Mengen

1.0. Einleitung: Smart (vgl. '1131) konstruiert in ei-
nem beliebigen separablen Banachraum E mit dim E> 2 eine un-
beschriinkte sternfdrmige Menge Y mit der Eigenschaft, dass
Jjede stetige Selbstabbildung von Y einen Fixpunkt besitzt.
Andererseits setzen viele Fixpunkts#tze flir nichtexpansive
Abbildungen - etwa von Browder-Gthde-Kirk (vgl. [2],[4] bzw.
{71), Lami Dozo (vgl.[81) oder Gbhde (vgl. [ 5]) Beschrfnkt-
heit des Definitionsbereiches voraus. Es ergibt sich die
Frage, ob sich diese Bedingung abschwiichen 1%sst oder ob man
sogar v8llig auf sie verzichten kann. Ein Resultat in dieser
Richtung erzielte O, Ray (vgl. [10]): Auf geeigneten konve-
xen linearbeschriinkten Mengen X haben nichtexpansive Selbst-
nbbildungevn T die Eigenschaft inf(|x-Tx|:xcX) = O ("Fast-
fixpunkteigenschaft”). Unter Verschirfung der Voraussetzung-
en an den unterliegenden Raum wird dieses Resultat in der
vorliegenden Arbeit fUr sternfdrmige Mengen verallgemeinert
(Abschnitt 1.1). In Abschnitt 1.2 wird gezeigt, dass man
die Aussage deé Satzes von O.- Rey nicht zur Existenz eipee
Fixpunktes versch#rfen kann: Auf jeder unbeschrinkten konve-
xen Teilmenge eines Hilbertraumes l&sst sich eine nichtex-
pansive fixpunktfreie Selbstabbildung konstruieren.

Sei E ein normierter Raum, XSE. X ist 1inearbeschrank£,
wenn der Durchschnitt von X mit jeder Geraden beschriinkt
ist, und X is sternftrmig bzgl. des Sternpunktes’ x e X, wenn
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aus xe X, tel0,1] folgt tx+(1-t)x,e X. In einem Hilbert-
raum H sei fir e;...e e H lin(el...en) die lineare Hillle

von e;...e, und lin(el...en)‘\' deren orthogonales Komplement.

n
1.1. Eine Fastfixpunktaussage

Satz 1.1. Sei H ein Hilbertraum, XSH nichtleer, ab-
éeschlossen, linearbeschréinkt, sternfdrmig bzgl. x,e X, T:
:X —> X nichtexpansiv. Dann existiert fir jedes t€[0,1] ge-
nau ein x;€ X mit t(Tx,-x )=x,-x , und es gilt lim|Tx,-x,|=
=0 ftr t — 1.

Beweis: Die Abbildung x — x°+t(Tx-x°) ist eine kon-
trahierende Selbstabbildung von X, die nach dem Banach’schen
Fixpunktsatz einen eindeutigen Fixpunkt Xy besitzt; offen-
bar gilt t(Txt-x°)=xt-x°.
Sei im folgenden o.B.d.A. x°=0.

. _ N\
Es gelte O£ s< t<1, Einsetzen von Txt—'l‘xs—(xa-xt)+1‘xs-xs-
~(Tx,-x,) in die linke Seite der Ungleichung |Txt-’l‘xal £

pa Ixt-xs\ und quadrieren liefert (xg=-x,,Txg-Xg-(Tx;-x,))=
£ —%((sz-xs)—(ht-xt))as_ 0, woraus folgt

(1-t)(1-s) (xy=Xg , TXg=Xg=(Txy =Xy ) )+ s {;t (sz--xs-(Txt-xt))22

t-s “*s
Z 0,
Zusammen mit der sich aus der Definition von Xy, X5 ergeben-
den Gleichung
(1-t)(1-s) _ s(1-t — - - =Ty -
- (xy~xg)+ 'é‘-?;—" (Txg-xg-(Txy-x, ) )=Tx,~x,
erh#lt man (Tx,-x,,Tx -x -(Tx,-x,))= 0 (+).

Nach der Cauchy-Schwarz ‘schen Ungleichung folgt \sz-xs\ z
z|l Tx x|, Sei a:=limiTx,-x,| (t41).

Wir nehmen an, es ist a>0. Nach (+) gilt dann
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(Tx,~x,,TXg~X) i | Txy-x, | L=

| Txt-'xé-l'l‘xs-xsl T sz-xsi'_ Isz-xs\ !
Tx, -x Tx_-x_12 a a
t -t - 8 8 L 2m = - — )
[\Txt-xtl Tsz—st 22— = 20 =T

Da diese Ungleichung fiir beliebige s, t mit 0<£s<t<1l gilt,

existiert
Txt-x*'('v)s b>0 b Da 1t for
y:=1lim - t41). Sei b> eliebig. Dann gilt
Ty, |
hinreichend nahe bei 1 gelegene s <1 die Ungleichung
bé"f%?' a; das bedeutet nach der Definition von a und xg
aber |Txale. Wegen der Sternf¥rmigkeit von X bzgl. Null
Tx
folgt b T'ETS €X fOr hinreichend grosse s, d.h. byc X. So-
s ’
mit ist im Widerspruch zur Voraussetzung X nicht linear be-
schrénkt, d.h. a = 0,

Bemerkungen: 1. Man k¥nnte die lineare Beschrlnktheit
ersetzen durch die zun#ichst schwlcher scheinende Fofderung,
dass der Durchschnitt mit jeder Geraden, die den Sternpunkt
enth#lt, beschrénkt ist. Es folgt jedoch wegen der Sternfdr-

migkeit von X sofort die lineare Beschr#nktheit.

2.0. Ray [10] fordert in seinem Satz Konvexit#t des De-
finitionsbereiches, l4sst aber statt Hilbertr#umen reflexi-
ve Banachrfume mit schwach f'olgenstetigér Dualit&tsabbildung

Zu.

1.2. Existenz nichtexpansiver fixpunktfreier Abbildungen

lemma 1.2. Sei E ein Banachraum, X< E nichtleer, konvex.
Fir ein q<(0,1) habe jede g-kontrahierende Abbildung T:X—> X

einen Fixpunkt. Dann ist X abgeschlossen.
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Beweis: (x) Es gentigt zu zeigen, dass aus Oe c1X
folgt Oc X. Sei 04X, QecclX, y, := & a fir ein ae X(n=1,
2,...); meN erftille die Bedingung %!—.%; S:Xui03—>[0,y,]

. - ~1lxl a . X
sei definiert durch Sx:= R CETE R S ist % kontrahierend
und hat den eindeptigen Fixpunkt Null. Ausserdem wird eine

Abbildung R: [ 0,a J— X ui0} konstruiert:

Far In gelte ‘Fvn-yn’é :\1’1‘*1)’ wné X, Das ist m8glich, da
die y, Hiufungspunkte von X sind. Fir y=ty +(1-t)yp.,,

t ¢[0,1]1 sei Ry:=tRy +(1-t)Ry,,;. R ist lipschitzstetig mit
Faktor 3:

\Ivn-RYn.,,l\’—' ‘Ryn‘yn,‘ + ‘yn'yn+1‘ + “vn+1"7n+1‘ £

i i lal -

D L A AL IR oy S T LA B
R(0)=0 ist stetige Fortsetzung von R: Sei (zk)s (0,a],
lim 2z, =0 mit zk"tkyn(k)*'(l'tk)yn(k)«sl' Es gilt ‘-"'n(k) | =
lek\ ’yn(k)—’ 0. Daher folgt Rzk—-> 0 aus Rqukwn(k)*‘

i = .- i q -
*(l'tk)ayn(kﬂl' Sei T:=ReS:X v{0} — X u{O3., T ist 3 kon
trahierend und hat den eindeutigen Fixpunkt Null. Somit gilt
Oe¢ X,
(x) Die hier angegebene Fassung des Beweises stammt von T.
Jerofsky (Dresden), dem ich fUr seine nfitzlichen Hinweise

danken mSchte.
Bemerkung: Lemma 1,2 18sst Problem 3.1.5 in [12],

Lemma 1.3 (Sch¥neberg [ 12]1). Sei E ein Banachraum,
X cE nichtleer, konvex. Jede nichtexpansive Abbildung T:
:X—> X habe einen Fixpunkt. Dann ist X linear beschrinkt.

Beweis: [12], S. T1
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" Lemma 1.4: Sei H ein Hilbertraum, X<H nichtleer, ab-
geschlossen, konvex, linear beschr#nkt, unbeschr#inkt, (tn)
-eine Folge nichtnegativer reller Zahlen.

Dann exiet;ieren ein Vektor e€ X und eine Folge (ei) paar-
weise orthogonaler Vektoren aus H mit fn'.=e;i-4.élv4 e ¢ X und
leg) =ty (i=1,2,...).

Beweis: Der Fall n=l ist aus den Voraussetzungen so-
fort ablesbar. Seien e,ey...e, aus H gewshlt mit (ei,eJ-)=O
£ur i J, | el =t;. Mit Un:=(xe lin(ej...e ) ixlz (%)n) sei
f,*U € X. Es wird gezeigt, dass Xr\(fn+lin(el...en)J') unbe-

. schrinkt ist, Existiere andernfalls ein r>0 mit (X): Aus
xeXn(fn+1in(e1...en)J‘) folgt lx-fnlér. Fiir x ¢ X ist nach
dem Zerlegungssatz ftir Hilbertrfume die Darstellung x=fn+tu+
4y, ueS :=(xe lin(el...er;):lxl‘-'(%)n), tz o0, yelin(el...en)“'
m8glich, Man erh&lt wegen der Konvexit#t von X

.t 1%1": ?}T (£,~w)+ ,t—}'T(fn"'tu*'y)é X n(fn+1in(!el...gn)“')
und daraus nach (*) \y\ £ (t+1)r. Daher ist es mdglich, aus
Jjeder unbeschriinkten Folge (xk) aus X mit x =f +t,u +y,,4, 20,
uy 6 Sk eine Teilfolge auezuwahleh, fur die gilt: (tk) monoton
wachsend, unbeschrinkt, t,>0, lim w=ues,

wlim % = y (wlim bezeichne den schwachen Grenzwert; es wird

asuagenutzt, dass Kugeln im Hilbertraum schwach kompakt sind).
Sei nun b2 0 beliebig. Es gilt fur fast alle ke N

fn*"‘{);(tkuk"yk)‘ X, da £ eX, x € X und X konvex, Somit

£, +b(uty) € X wegen der schwachen Abgeachlossenheit von X.
Da b frei wihlbar ist, ist X nicht linearbeschriinkt: (k) ist
zum Widerspruch geffihrt.
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Man kenn daher e, so wihlen, dass gilt le . l=t .,
fat3e, X n(fn+1in(e1...en)‘\-). Aus der letzten Beziehung
zusammen mit der Konvexit#t von X und fnﬂlnsx leitet man

leicht ab fn,,_lm ¢ X und beendet damit den Induktions-

n+l~
schritt.
Der Beweis zum folgenden Lemma ist unmittelbar einsiche

tig und wird daher weggelassen.

lemma 1.5: Sei«H ein Hilhert”z;aum, (°i) paarweise or-
thogonale Vektoren aus H, fn:=e+i§1 e;+ Dann sind fUr xeH
8quivalent:
(1) xecleole,fy,f)...)

(ii) x=e+‘i'§‘.'1 aze;, 1 &2 ey eesZ 0,

Satz 1.6: Sei H ein Hilbertraum, X<H nichtleer, kon-
vex. Jede nichtexpansive Abbildung T:X—> X habe einen Fix-'
punkt.

Dann ist X beschrlinkt.

Beweid: Sei X unbeschrinkt. Nach den Lemmata 1.2 und
1.3 ist X abgeschlossen und linear beschr#nkt, d.h. es las-
sen sich Folgen (en) und (fn) nach Lemma 1.4 auswihlen mit
t =1 for ne N, und es gilt i:=c£io(e;f1,f2,...)s X. Sei x=
=e+,2y a;€; € Y. Durch Sx:=e+e1+£§1 a; 183 (xeX) vi_rd eine
nichtexpansive und fixpunktfreie Selbstabbildung von Y defi-
niert (Lemma 1.5), aus der man durch VerknUipfung mit ‘der
metrischen Projektion von X auf Y eine nichtexpansive fix-
punktfreie Selbstabbildung von X erhH#lt im Widerspruch zur
Voraussetzung des Satzes. Somit is X beschr#nkt.

Bemerkung: Satz 1.6 ist eine TeillBsung von Problem
3.1.6 in [ 121, wo vermutet wird, dass man in Lemma 1.3 zur

\
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Beschr#nktheit von X verschiirfen kann.

2. Ein Fixpunktsatz vom Leray-Schauder-Typ flr mengen-

wertige Banachkontraktionen

2,0. Einleitung: Die Leray-Schauder-Bedingung entstand
bei der Untersuchung kompakter Abbildungen. Das ist noch
splirbar bei den Fixpunktsftzen ftir mengenwertige Abbildum~
gen, die die Leray-Schauder-Bedingung verwenden: Banachkon-
traktionen werden i.a. als Spezialfall kondensierender Abbil-
dungen betrachtet (vgl., etwa [31,161,[11)). Das fthrt dazu,
dass nur konvexe kompakte Werte zugelassen werden kdnnen
(bzw. azyklische kompakte Werte). In der vorliegenden Ar-
beit wird die Unterordnung von Banachkontraktionen unter kon-
densierende Abbildungen nicht ausgenutzt. Dadurch kann man
beliebige abgeschlossene beschr#nkte Werte zulassen. Analoge
Sdtze wurden bereits von Nadler [9] bzw. Assad/Kirk [11 be-
wiesen, die statt der Leray-Schauder-Bedingung fordern, dass
eine Selbstabbildung vorliegt bzw. zumindest der Rand des
Definitionsbereiches in den Definitionsbereich abgebildet
wird. In Banachrfumen, die die Opial-Bedingung erfiillen,
ftihrt das Ergebnis ftr mehgenwertige Banchkontraktionen tber

 den Begriff "aemiabgeschlossen" zu einem Fixpunktsatz flr
mengenwertige nichtexpansive Abbildungen mit kompakten Wer-
ten, Damit werden Resultate z.B. von Reich [11) veral}gemei-
nert, die aus den oben beschriebenen Griinden die Konvexitit
der Werte benutzen.

Seien M, N metrische RHume. C(M) bezeichne die Menge

der nichtleeren kompakten Teilmengen von M, AB(M) die Menge
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der nichtleeren abgeschlossenen beschr#nkten Teilmengen von
M. ,
AB(M) wird durch D(H,K):=max((supd(x,H):xeK),(supd(y,K):
:ye H))(H,Ke AB(M)) mit einer Metrik versehen, d er "Haus-
dorff—Metrik". Dabei sei d(x,H):=inf(d(x,y):yeH).

Eine Abbildung T:N —> AB(M) heisst Banachkontraktion (nicht-
expansiv), wenn ftr ein k<1 (k=1) gilt D(Tx,Ty)< kd(x,y)
(x,ye N).

2.1, Ein Fixpunktsatz ftir mengenwertige Banachkontrak-

tionen

Satz 2.1: Sei E ein Banachraum, U< E nichtleer, offen,
T:cLU —> AB(E) Banachkontraktion mit:T(cfU) beschrinkt,
(LS) Es existiert ein x,¢ U, 8o dass aus t(x-s) € Tx-a folgt
t 41 fir xe¢ 3U, Dann hat T einen Fixpunkt.

Beweis: Betrachtet wird die Homotopie H(t,x):=(1-t)x +
+tTx, te¢[0,1]. Sei q die Kontraktionskonstante von T, k €
€ (q,1) mit k< 2q;
R:=sup(ix°-x\:xeT(c£U)). P bezeichne die Menge aller Paare
(Lyu) mit Lcl0,1], u:L—> cfU, ftr die gilt:
(1) u(t)e H(t,u(t)) fur teL,
(ii) u(t)eU fur teLn([0,1],

(iii) w ist auf Ln[0,1) lipschitzstetig mit Faktor 'Z%f—kﬁ‘

P ist nichtleer: ({0%,u ) eP mit u = x,. P wird mit einer

o
Halbordnung versehen: (Ll,ul) £ (1.2,u2) genau dann, wenn L, £
€ L, und u2\11=u1. Offenbar ist fUr jede Kette ((Li,ni))id
das Paar (,\J; L ,u) mit ully=u; (i€ I) eine obere Schrarke.

Nach dem Zorn ‘schen Lemma existiert also ein maximales Ele-

ment (M,w) von P.a:=sup M,
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Sei a4¢ M. (tn) sei eine Folge aus M mit lim t =a. Wegen der
Lipschitsstetigkeit von w existiert lim w(t ). Mit M:=Myia}

und w(t):={"(t) fOr teM gilt (M,%)e P:
lim w(t ) fur t=a

(i)d(H(a,w(a)), w(a))‘-d(H(a,w(a)), wity))+lw(t )-w(a)l £
£D(H(a,w(a)), H(ty ,w(t )))+a(H(t,,w(ty)),wit ))+lw(t )~
~w(a)]¢D(H(a,¥(a)), H(a,w(t ))+D((1-t )x +t Tw(t ),

(1-a)x +aTw(t,))+lw(t )-w(a)l — O fir n— o .

(ii) folgt aus (i) und (LS), (iii) ist trivial. \
Somit gilt (M,w)eP una (M,#) > (M,w) im Widerspruch zur Kon-
struktion von (M,w), d.h. ac M,

Es wird nun gezeigt, dass gilt a=1l:

Sei a<1l.r:=d(aU,w(a)); a:=min(a-l% i(l-k),l)'. Es gilt

a(H(s,w(a)),w(a))=a((1-8)x +sTw(a) ,w(a))=

=inf(lw(a)-(1-8)x -sx|:x ¢ Iw(a)) <

& inf(lw(a)-(1-a)x ~ax|+(s-a)Ix -x|:x c Tw(a)) £

£inf(lw(a)-(1-a)x -ax|:x ¢ Tw(a))+sup((s-a) | x -x |:x e Tw(a))

| 2a(H(a,w(a)),w(a))+(s-a)R4 §(1-K).

Durch Induktion wird eine Folge (yi)i=1,2... kons tru-
iert mit y,=w(a),y;,, e H(s,y;),ly;5,7-¥4% % a(H(s,y;),y;).
Seien y,...y j konstruiert (j=2), Wegen der oben bewiesenen
Ungleichung gilt |y2-yl\.é k d(H(a,w(a)),w(a))‘ k i'-(l-k)-
Weiter gilt for i=l...j-1: \y1+1-71i£= d(H(a,yl i) £
£ : D(H(s,yl),H(e,yi),H(s,yl_l))éklyi-yi_li .

Es folgt durch Aufsummieren lw(a)-y;|< I};‘,Ylyz-ylléé %,
d.h. ych nach Definition von r und k. Somit ist y;j+1 wegen
der Kontraktionsbedingung fr T komstruierbar; (y;);., 2,44
ist nach (+) Cauchyfolge. W(e):=lim y;.
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w(t) fr teM
lim Y3 fUr t=s

ﬁ:A=l u{s},vet):% . Es gilt (M,¥#)c P, denn:

(i) d(H(s,W(a))ﬁ(s))éd(H(sﬁ(s)),yj)+\yj-'i(s)\é-
£ D(H'(s,‘i(S)),H(s,yj_l))-'-lyj-v‘v(s)! £ ql F(a)-yj_ll +
+lyj-i(e)| fir jz 2, d.h. W(s)e H(s,w(s)).

(ii) Fur s<1 folgt aus (i) und (LS) w(s) e U.

(iii) Nach (+) kann man abschftzen WI(S)-'(S)\é-'i—EE\yz‘yllf
é% %, woraus flir s< 1 die geforderte Lipschitzstetig-
keit folgt.

Es ist also (M,w%)e P, (M,¥) > (M,w) im Widerspruch zur Kon-

struktign von (M,w), d.h. a=l, Damit ist der Beweis des Satz-

" es abgeschlossen.
Prof., Dr. Riedrich (Dresden) m8chte ich danken fOr wert-

volle Hinweise bei der Anfertigung dieses Beweises.

2.2. Ein Fixpunktsatz fOr mengenwertige nichtexpansive
Abbildungen

Definition: Sei E ein Banachraum. E erftllt die Opial-
Bedingung, wenn fir jede schwach konvergente Folge (xn) aus
E gilt:

Aus wlim x =x folgt limsup | x,-x < limsupixn-a\ fur six.
Definition: Sei E ein Banachraum, X< E nichtleer, A:X —>
—>C(E). A heisst demiabgeschlossen in Null, wenn aus (x )=
€ X, wlim x, =x und lim d(Ax,,0)=0 folgt x€ X und Ax=0.

Satz: (Lami Dozo [8]) Sei E ein Banachraum, der die
Opial-Bedingung erftllt, XcE nichtleer, schwach kompakt,
T:X—> C(E) nichtexpansiv. Dann ist Id-T demiabgeschlossen
in Null.

Aus diesém Satz und Satz 2.1 folgt
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Satz 2.2: Sei E ein Banachraum, der der Opial-Bedin-
gung genligt, USE nichtleer, offen, cfU schwach kompakt,
T:cfU —> C(E) nichtexpansiv mit
(LS) Es existiert ein aeU, so dass aus t(x-a)e Tx-a folgt
t4£1 fUir x € 3U, Dann hat T einen Fixpunkt.

Beweis: Nach Satz 2.1 hat die Gleichung

xpe (1- %)Txm+ %a (x)
ftir jedes me N wenigstens eine L¥sung X,- Wihlt man eine
Folge (xm) gem#iss (k) und eine schwach konvergente Teilfol-

ge (ym) von (xm) mit wlim y =y, so liefert der zitierte

Satz von Lami Dozo die Behauptung. ®

Bemerkung: Satz 2.2 ist verwandt mit einem Satz in [1],
wo gefordert wird: cfU schwach kompakt, sternf¥rmig,

T(3U)< cfU. Assad/Kirk benStigen fUr cfU keine inneren Pun-

kte,

Doz. Dr. S. Hahn (Dresden) m8chte ich sehr herzlich dan-
ken fUr die Untersttitzung bei der Anfertigung dieser Arbeit.
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