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ZUR EINDEUTIGKEITSBEDINGUNG VON NAGUMO

Roland LEMMERT

Abstract: A transformation of the independent variable is given which
transforms general Lipschitz-type conditions for the right hand side of Cau-
chy s problem in a Banach space into Nagumo s condition.

Key words: Ordinary differential equations in Banach spaces. Nagumo"s
condition.
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Verschiedentlich (vgl. Banas und Rivero [2] und die dort zitierte Lite-
ratur) wurden fur die Anfangswertaufgabe

(n x ()=f(t,x(1)), te <0,11}
X(D)=x0

Eindeutigkeitsbedingungen der Form

(2) J£Ct,x)-£(t,y)| £ a(t)|x-y|

betrachtet mit einer in (0,1} stetigen und positiven Funktion a.ln [3) wurde
(1) vermoge

t 0
3 (t)=exp( fl a(s)ds)-exp( ‘[1 a(s)ds
(4) g('z’ )=x(t)
in
(5) §(e)=glx, §(x)), te(o,r(l)]}
§(0=x

transformiert; dabei ist g durch

t
6) g (=, § )=£(t(w), § )alt(x ))ta'xp(f1 a(s)ds)
gegeben und (2) geht uber in
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¢)) Iz, §)-9lw,p)l&lf -ql/(+ 7
0

mit T, =exp( J' a(s)d9)z0. (7) ist (im ungunstigsten Fall =0, d.h.
1

0
J‘ a(s)ds= - @) die wohlbekannte Nagumobedingung.
1

Nun lasst sich die angegebene Transformation (wie in [3] angedeutet)
auch im Fall anwenden, wenn (1) in einem Banachraum E betrachtet wird.
Aufgrund der speziellen Gestalt von @ nach (6) werden samtliche uns be-
kannten Bedingungen an f, die mit Existenz, Eindeutigkeit, monotonem Ver-
halten,usw. zu tun haben, in die entsprechende Bedingung an @ unter der Na-
gumobedingung uberfuhrt. So geht etwa die Voraussetzung (3) aus [2]) in
| @(x,x)-¢@(x,y)|=0(1) fir «—> 0 lber. Hieraus erkennt man, dass (3) aus
{11 unnotig einschrankend ist; es genugt zu fordern, dass f(t,x)/a(t) eA(t)
stetig auf [0,1) fortsetzbar ist. Ubrigens wird auch Lemma 1 aus [2] durch (3),
(4) auf den Fall der Nagumobedingung reduziert.

Folgt man einer Idee von Olech [41, vgl. auch Banas [1],und setzt (be-
zuglich Theorem 3 in [21) 0.B.d.A. %q=0 und

w(t,s)=sup { m(£(1,X)):X&K(0, ), w(X)£s},
so liefern (6), (7) aus (2]

@(£(t,X)) &w(t, w(X)), te (0,11, XEK(0,%),

w(t,s)4& a(t)-s, te (0,1}, O¢s <7,
(%) }

w(t,s)=o(a(t)exp(A(t))), t— 0 glm. in s.

Aus (% ) folgt sofort (etwa vermittels Lemma 1 [2]), dass w eine (beschrank-
te) Kamkefunktion ist. Satz 3 aus [2] folgt dann aus dem dort zitierten Er-
gebnis von Szufla.
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