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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

29,2 (1988) 

СВЕРХТОВДВСТВА АССОШ1ШЮСТИ РАНГА I И ЕГО СЛЕДСТИИ 

Мовсисян Ю.М. 

Abstract: Balanced hyperidentities deductible from the hyperidentity 
of associativity of rank 1 are investigated and their characterization by 
means of the Sade equivalence is obtained. 

Key words: Hyperidentity, associativity, balanced hyperidentity, Sade 
equivalence. 

Classification: 08B05 

Сверхтоздество (ранга т ) - формула из языка 2-й ступе

ни [ 1] вида 

где X • •.
 7
 Хщ -

 все
 функциональные переменные, а -*,... 

. . . 9 э с к - все предметные переменные в словах (термах) >Х/Л , 

\Х^ . Сверхтовдества ранга I называются еще тривиальными сверх-

тоздествами. 

Обычно сверхтоздества записываются без кванторной пристав

ки» понимая их выполнимость как выполнимость соответствувдей 

формулы 2-й ступени, а именно: будем говорить, что в алгебре 

<#;Х> выполняется сверхтоздество 

% = % ? о 

если равенство (не) справедливо, когда в нем кавдая предметная 

переменная и каздая функциональная переменная заменяются соот

ветственно любым элементом из б? и любой операцией соответ

ствующей арности из Л (предполагается возможность такой за-

М6НЫ/ • __ т̂ -» 



Для сверхтовдеств справедлива "теорема о полноте" 1 2 ] » 

т.е. формальная выводимость сверхтождеств и выводимость сверх

товдеств в смысле выполнимости эквивалентны. 

В настоящей работе описываются уравновешенные сверхтовдест-

ва (определение см. ниже), являющиеся следствиями сверхтождест

ва ассоциативности ранга I: 

Х[*,Х(/,*)] = Х[Х(*,У),*]. 
Например, сверхтождество 

Х[2[2Г«,7),-1, ХМ]~Х[Х{1[*ЖуЛА/] «> 
является следствием сверхтоздества ассоциативности ранга I. 

Рассмотрим сверхтождества с бинарными функциональными пе~ 

ременными. 

Множество всех предметных (функциональных) переменных сло

ва \*у обозначим через [\К/] (соответственно, через ]^[ ), 

при этом порядок множества [\К/ ] называется длиной слова У/ и 

обозначается о(У/} . 

Сверхтоадество 

называется с о к р а т и м ы м , если 

а) ^ и \Х/
2
 содержат подслова длины 2 , состоящие из 

одинаковых предметных переменных, или 

б) ^ = Х*(Ч>*) * ^=У*К>*), 

где 

В противном сдучае сверхтоадество называется н е с о к р а 

т и м ы м . _ 366 -



Несократимое сверхтоадество Щ -= %^ называется уравно

вешенным, если [^ ] = [\к/
г
] и каадая предметная переменная по 

одному разу появляется в обоих словах, причем на одном и том же 

месте. ^(\х^)= 5(4^) называется длиной уравновешенного сверх-

тоадества ч^ =- \х^ . 

Идея уравновешенности восходит к А.И.Мальцеву СЗ - . Изу-
(и бдмзких к ним) ^

 г
 . г Сл р

 -
 рлг

, 
чению уравновешеннЩг^оадеств посвящены работы С 41 , [»?] , Е 61 .д?], 

С8 ] и др. 

Для формулировки основного результата введем одно отноше

ние эквивалентности (/ч-/ ), определенное на множестве всех 

функциональных переменных 5^ = ] * '
1
[ 1 1 ] ^ [ произволь

ного уравновешенного сверхтоадества 

^1 = ^ . (2) 

Сначала условимся в одной записи. Пусть ж и / - раз

личные предметные переменные, входящие в сверхтоадество ( 2 ). 

Очевидно, существуют подслова ^ ( ̂ *= I,..., к) слова V*/ 

и V. ( У в I,..., € ) слова ^ такие, что 

*,/*К-]
 ?
 *>/*[*{,•] ( *-Х,...,х; ;ш ! , . . . , € ). 

Среди подслов { ^ р " ? ^ * } найдется подслово -̂  минимальной 

длины. Так и среди подслов |ч^...
 ?
 ̂  I найдется подслово 

V , имеющее минимальную длину. Если теперь 

"«хг*>.,«,), ' = » , > ; ) , 
то будем писать 

Смысл этого определения легко интерпретировать на дереве
1
^, 

соответствующем сверхтоддеству ( 2 ). Тек, для сверхтоадества 

*' Точнее графе, состоящем из двух деревьев, соединенные линией 
(стволом). Точки, соответствующие предметным (функциональным) 
переменным, называются вершинами (соответственно, узлами). 
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X[Y[Z(**/),*],«]-Z[*,XK(/,*),«]] ( з ) 

имеем 

Если берем пару х и 2 » то в левой части дерева,опус

каясь от вершины к и 2 , попадаем в узел, в котором нахо

дится функциональная переменная У , а в правой части дерева, 

опускаясь по ветвям от * и г , попадем в узел ,2 . Таким 

образом: 

V
 х>2 -г 

У Ф = 3 > 2 . 

Точно так же получаются и остальные соотношения между функ

циональными переменными та множества Ф . 

Тем самым на множестве ф определено отношение В"Х©У 

тогда и только тогда, когда существует пара и^ предметных 

переменных такая, что X 4"' > У • 

Как видно из рассмотренного примера, в общем случае это от

ношение не является эквивалентностью. Продолжим & до отноше-
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ния эквивалентности (
/^/
 ). 

Х ^ У тогда и только тогда, когда Х<==Р • • • < = ^ Г 

для любых Х7\& Ф . 

Отношение эквивалентности ( ̂  ) назовем отношением экви

валентности Сада, соответствующее сверхтовдеству ( 2 ). 

Интересующее нас свойство сверхтоадества ( 2 ) оказывает

ся зависит от следующих обстоятельств. 

а). Соответствующее отношение эквивалентности Сада - триви

ально, т.е. оно разбивает ф на одноэлементные классы экви

валентности. 

б). Соответствующее отношение эквивалентности Сада - не

тривиально. 

Рассмотрим примеру. Для сверхтоадества ( I ) имеем: 

%.-№№> 
а в случае сверхтоадества ( 3 ): 

Однако, в случае б) порядок фактор-множества /у^\ может 

быть и больше I • Например: 

х[.гКг[УГл»),«]],у]-=.2[«,хМ/,УМ/]]. (4) 

Как видно из дерева, соответствующего сверхтоадеству ( 4 ) 
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X <==$> -Е и не существует пара предметных перешнных * , ̂  

таких» что 

2 < й ^ Г или У*=*Е, 

Таким образом 

X <ţ=ţ=$> Y или Ï 4 = = ў X 

%Г\{x,z},W}. 
ТЕОРЕМА. Уравновешенное сверхтоадество ( 2 ) является 

следствием тривиального сверхтоадества ассоциативности тогда и 

только тогда, когда соответствувдее сверхтождеству ( 2 ) отноше

ние эквивалентности Сада - тривиально. 

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Предполагая тривиальность отношения эквива

лентности Седа, соответствующее уравновешенному сверхтоздеству 

( 2 ), докажем выводимость сверхтоадества ( 2 ) из тривиального 

сверхтоадества ассоциативности 
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Х[*ДГ/,2)]==Х[ХГ*./Н. 
Для этого покажем выполнимость уравновешенного сверхтоадества 

( 2 ) с тривиальным отношением эквивалентности Сада в любой 

алгебре <#;Х > с ассоциативными операциями (т.е. с полу-

групповыми операциями) и воспользуемся "теоремой о полноте" для 

сверхтоадеств. 

Напомним, что ранг (* сверхтоадества ( 2 ) - порядок 

множества функциональных переменных Ф = ] ^ [ и ] % [ . 

1. Пусть ранг (* рассматриваемого сверхтоадества равен I. 

Тогда утверждение очевидно. 

2. Предположим теперь, что ранг /° рассматриваемого 

сверхтоадества (2 ) больше I , т.е. /° > I • Доказатель

ство будем вести методом индукции по длине с/ сверхтоадества 

( 2 ) . Путем непосредственной проверки можно убедиться, что 

длина о/ уравновешенного сверхтоадества ( 2 ) с тривиаль

ным отношением эквивалентности Сада» при Р > I , удовлетво

ряет нерввенст:ау а ^ 5 . 

Для с/ = 5 доказываемое утверждение верно, так как су

ществует всего 6 таких неэквивалентных сверхтождеств: 

х[хШ*А*1~]/]-хЫ*Жк')],хм], 
Х[Х[УЬГ(/,2)],«]/]= Х[У[УС*Д*] ,ХМ], 

Х[Х[*,У[УГ/, -), -]]/]= хЫПЫМ],*]], 

Х№,У[/,УС-,«)]], V] = х[«,х[г[уа»Н,*]], 
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х[хс*,/) л[гг*,~)/]]=хык г[»,гм,] 7 

х [*(*,/), г [«, г М ] = х [ * , 4 л Г[УС-,-О, V] ]^ 

и все они выполняются в любой алгебре < #; -̂  > с ассоциативны

ми операциями. Например, для первого из них имеем: 

[[[(х©у)ф2]©и]Оу]^[[*©(у©в)]0(и©у)] 

где © , © - ассоциативные операции, определенные на 

одном и том же множестве и 

Поэтому предположим, что утверждение верно для любой дли

ны о1 < П* . 

Если и,=Х(и1>иг) - подслово слова ^ , то X назы

вается первой функциональной переменной для и . в частности» 

можно говорить о первой функциональной переменной слова \Х/ . 

Пусть ф - множество всех функциональных переменных урав

новешенного сверхтоадества ( 2 ) и С ^ ) - соответствующее 

отношение эквивалентности Сада. Обозначим через К & Ф тот 

класс эквивалентных функциональных переменных» который содержит 

первую функциональную переменную из \& , а следовательно» и 

первую функциональную переменную в слове \&я . По условию» 

подмножество К & Ф одноэлементно. Цусть / С ~ { Х | . 

Без ущерба общности можно предполагать» что если ил и 

V* - псщслова соответственно из ^ и ̂  , я [^] » [м,] , 

то функциональные переменные из Ц, и ч/ не эквивалентны 

функциональным переменным из Ф » встречающимся вне этих под-

слов. Тогда» если в некотором узле деревьев ^ » ̂  имеет

ся функциональное переменное X » то в любом узле» находящем

ся ниже этого узла» также будем иметь функциональное переменное 
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4) 

5) 

т .e . 

Случай I). В слове ^ имеется подслово и ь определяе

мое узлом X , в которое входят все предметные переменные из 

[ XV; ] от *- до / . Пусть в дереве слова */% , опускаясь 

по ветвям от * и У , попадаем в узел 2 

Узел 2 определяет подслово и такое, что 

Следовательно, функциональные переменные из
 и 

эквивалентны функциональным переменным из ф 

вне поделов и 9 и . Противоречив показывает, что случай I) 

не может иметь место. 

не могут быть 

, находящимся 

Аналогично рассматривается случай 2) . 

Случай 3) . Имеем У <^=ъ X , т.е. У следо-

*»/. 
2 » т.е. X ^ 2 , следо

вательно, У — X . 

Случай 4) . йюем X 

вательно, Х ^ ^ ; далее у р ^ > 2 # т.е. У ~ 2 — X 

следовательно и У — X 
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Случай 5) . Имеем У **'%- X » следовательно У - ^ Х и 

Таким образом, слово \Х/.. можно представить в виде: 

^ = ^ , ' ^ - С О г ? ( 5 ) 

где ( * ) — X » а { ^ о ^ } - - - ? ^ } - множество подслов из 

\Х/, » уже не содержащих функционально! переменной X , кро

ме того» в правой части равенства ( 5 ) имеется некоторая 

расстановка скобок. 

Аналогично: 

* 4 - < • « ; • • • * > ; , • 

где (') — А' „ а { Ч ; ^ ; - ; ^ } - множество подслов 

из ^ , также не содержащих функциональной переменной X . 

Подслова од^ обладают следующим свойством: 

если к,у ^ [Ч] и 
х
>/ 

у«^4я; 
то У ^ X , а если к$ [сог] 9 уе [соу] § * ^ У .тогда 

для некоторой функциональной переменной .2 • Это свойство 

вытекает из способа построения подслов оог . Аналогичным свой

ством обладают подслова и)^ . 

Докажем, что либо [*>«•] Л [*>,'] ~ $ • тб° ^°Л ^ [ ^ ' ] • 

Пусть [ь>4-] П [со/] -=?-= $ , х е[о) с .] п [со^ ] # и существует 

предметная переменная у в с*К , не принадлежащем 4.)/ (или, 

наоборот). Тогда: 

У<й>Х, 
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где У т^ X . Получаем противоречие: У ^ Х 9 н о УФК** 

~ I* ) ~ класс эквивалентности X . 

Таким образом, меаду множествами {и)1><А)

гу ? ^х} и 

1^1 > ^г >" '> **/ } можно установить биективное соответствие 

со̂ . <—> Со/ такое, что [ ^ 1 — С 6 0 / ] • Следовательно, сверх-

тоадества 

о),-со/, 
( 6 > 

являются уравновешенными сверхтоадествами. 

Бели % -^ л- , то сверхтоадество ( 2 )• очеввдно, имеем 

ранг р « I . Поэтому *1< &- И сверхтоадества ( 6 ) име

ют длину меньшую, чем и
 9
 и удовлетворяют условию тривиальнос

ти отношения эквивалентности Сада, так как исходное сверхтож

дество ( 2 ) удовлетворяет этому условию. Теперь, либо по 

пункту I , либо по предположению индукции все эти сверхтоадест

ва выполняются в любой алгебре < й * И > с ассоциативными опе

рациями. Следовательно, и сверхтоадество ( 2 ) 

*>,•*>*•• ^ г = < < *•< 

выполняется в таких алгебрах. 

НЕОБХОДИМОСТЬ. Предположим» что некоторое уравновешенное 

сверхтоадество 

. ̂ -*4 (?) 

с нетривиальным отношением эквивалентности Сада является следст

вием сверхтоадества ассоциативности ранга I • Тогда такое 

сверхтоадество должно выполняться в любой алгебре <#;2Г> с 
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ассоциативными операциями. Пусть Л состоит из неизоморфных 

групповых операций. 

Обозначим через К тот класс эквивалентных функциональных 

переменных, который содержит хотя бы два различных функциональ

ных переменных X , У . Подставляя в сверхтоадестве ( 7 ) 

вместо X , У соответственно произвольные операции 

А^7А. ^ Л 9 а остальным функциональным переменным давая 

некоторые фиксированные значения из X." , получаем уравно

вешенное тождество. При этом класс К принимает значение 

По теореме Сада I Ц %5"\ все операции из К изотопны 

одной и той же операции (с,у , т.е. 

A,.=.QTc , A~QT\ 
^ 

Отсюда, по транзитивности изотопии, выводим изотопию операций 

с ^ 

Однако, если две группы изотопны, то по теореме Алберта они бу

дут и изоморфными. Противоречие! 

Теорема доказана. 
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