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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА С ПАРАМЕТРАМИ 
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

СВЕРХНЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА 

Т. СТ. НИКОЛОВА, Д. Д. Б А Й Н О В 

(Поступило в редакцию 29-го марта 1976 г.) 

Рассмотрим следующую краевую задачу 

(1) х(0 = АХ + В[1 + /[I, х(1), х(хх(% 4(0, х(хх(()), х(хх(% Я, р]9 0 = * = Г 

(2) х(0) = хо, х(0) = х'о 

(3) х(Т) = хт, х(Т) = х'т. 

Здесь г — скалярный аргумент, х = (хх, ...,хп) — искомая вектор-функция, 
/ — заданная вектор-функция, А и В — постоянные обратимые матрицы раз
мерностями п х и, Я и ц — векторные параметры; преобразованный аргумент 
т*(г) имеет вид 

т^г) = т(г,х(0,*(0^(0). 

Отметим, что в связи с большим теоретическим и практическим значением 
краевых задач для дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом 
с параметрами, эти задачи стали предметом изучения многими авторами 
([1]-[8] и другие). 

Будем предполагать, что краевая задача (1), (2), (3) рассматривается при 
выполнении следующих условий, обозначенных через (Д): 

Д1. Функции/^, и, V, и1,и1^2, Я, ц) и х((9 и9 щ, и2) определены соответственно 
в областях 

Ох = [0, Г] х 6Х х (?! х 02 х Ог х (?3 х К0 х Кг 

Ох = [О, Т] х Ох х 02 х 03, 
где 

<?,= {Ст|С| ^&}, / = 1,2,3 (& « сап* > 0) 
Д0 = {Я : | Я | = д}9 К% = {II : 11| | § в ' } (*>, <?' » соп81 > 0) 

(|. | - некоторая норма в соответствующем конечномерном пространстве). 
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Д2. Существует неотрицательная интегрируемая на отрезке [О, Т] функция 
Р(1) такая, что 

Р0 = вир Р(*)й8ъ1 
.е[0, Г] 

Г 

\x'0\+\F(t)dtšg2; 

0 
T t 

ЯÍH' l*ol + | x i l ľ + F(s)ds d í ^ g l . 
0 0 

ДЗ. В области бу функция /((, и, V, и^9V^,V2, Я, р) удовлетсворяет условию 
Липшица по всем аргументам кроме Я и р с константой ^ и неравенству 

\А\^ + \В\^' + 8ир \/(*9и9р,и1^иь2,.Л9'1л)\й 
(и, У, И1, У1,1?2. А, / 1 ) 6 0 ! X С?! х С 2 х (? 2 х Оз х Ко х 1?1 

Д4. В области (7Т функция т(19 и, и1, и2) удовлетворяет условию Липшица 
по всем аргументам с константой М и неравенствам 

О = т*(0

 = Т. 

Пусть С [О, Т] — пространство непрерывных «-мерных функций г : [О, Т] -> 
-> Кп (Я — вещественная ось) с метрикой порожденной нормой: 

|| 2 || = 81ф | 2(1) | 
*е [О, Г] 

и пусть ^ — множество всех функций г е С" [О, Г], удовлетворяющих условиям 

(4) И О | = ЯО, >Н0,Г1 

(5) | 2(0 - 2(Г) | = К\ I - 7 |; /, /6 [О, Т] 

Решением задачи (1), (2) будем называть такую два раза дифференцируемую 
на интервале [0, 31 функцию х(()9 удовлетворяющую уравнению (1) и условию 
(2), вторая производная которой принадлежит ^. 

Теорема 1. Пусть выполнены условия (Д) и неравенства 

(6) Щ + К | + Р0Т + Р0 + М(\ х'0 | + ,Р 0Г+ Р0 + К) 

(1 + | х'0 | + Р0Т + Р0 + К)] ^ К 

(7) ц = ьГг2 + 2Т + 1 + М(\х'0 | + Р0Т + Р0 + К)(~- + Г + Л1 < 1. 

Тогда задача (1), (2) имеет единственное решение. 
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Доказательство. Пусть оператор Я действует в й по формуле 

Яг(0 = АХ + В» + /[*, х(1\ х(т«% ></), у(г«% 2(т*«>), Д, /|], 
где 

г 

КО = *0 + I Ф) <Ь, 
(8) 

x(t) = x0 + x0t + z(u) áu ds 
o o 

Задача (1), (2) эквивалентна операторному уравнению Пх = г. 
Покажем, что П^ а ^. Действительно, из ДЗ следует, что функция Пх 

удовлетворяет условию (4) при г е ^. 
Используя (8), Д4 и ДЗ получаем последовательно 

(9) \х(1)-х(1)\й(\х'0\ + Г0Т)\(-1\; 

\№-ЛО\йГо\1-1\; 
| т«м _ т*<п \ ̂  м(1 + \х'0\ + Р0Т + Р0 + К)\* - (\; 

| Пг(1) - Пг(() \ ^ Ь[1 + {х^] + Г0Т + Р0 + М 

(| х'0 | + Р0Т + Г0 + К)(\ + | х'0 | + Р0Т + Р0 + К)]. | I - 1\ . 

Дальше из условия (6) следует, что выполнено и условие (5). Следовательно 

па <= п. 
Покажем еще, что П — сжимающий оператор на множестве Я. Действи

тельно, пусть г, г 6(2 я пусть х и у соответствуют 2 по формулам (8). Тогда 
из (8), Д4 и Д34 следует 

\у(1)-у(0\йТ\\2-2\\; 

\х(1)-х(1)\й?т\\2-2\\; 

\г*"-хк"\йм(^- + Т + \\\\2-2\\; 

\П2(1)-Г12(1)\й 

й ^\т2 + 2Т + 1+ М(\х'0 \+Р0Т + Р0 + К)(~ + Т + 1V] || 2 - 2 ||, 

т. е. 

|| Пх - П2 || й Ч || 2 - 2 || . • 

Согласно (7) # < 1. 
Все условия принципа Банаха о неподвижной точке оператора П выполнены. 

Следовательно для каждой пары (А, р)еК0 х Кх существует единственная 
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неподвижная точка оператора Я, т. е. единственное решение задачи (1), (2). 
Решение задачи (1), (2), соответствующее пары (Я, д), будем обозначать через 
х(*>, Я, /л) (соответственно первую и вторую производную решения будем 
обозначать через х(г, Я, ц) и х(.>, Я, ц). 

Теорема 2. Пусть: 

1. Выполнены условия теоремы 1. 
2. Существующее решение х(/, А, /*) задачи (1), (2) удовлетворяет условиям 

| х(>, А, /г) - х(/, А, Д) | ^ 5Х | А - А | + д2 \ [л - Д | ; 

(Ю) | Х ( Г , А , / О ~ Х О , А , Д ) | ^ Й ; | А - А | + ^ | ^ ~ Д | . ; 

| х(/, А, ^) - х(>, 1 , й | ^ ^ | А - А | + г ; | / | - Д | . 

3. 

тах | 2 Г - 2 | Л" 1 | Г| х г | + | х0 | + Т | х0 | + ^-Р0 - Ц- \ А | Л , 

(11) Г " 1 | Д " 1 | . [| х'т\ + | х0 | + 2ГУ0 - Т| Б | в ' ]1 ^ = т т {в, (?'}. 

4. В области Су функция /(I, и, V, и<, 1>., о2, Л, /г) удовлетворяет условию 
Липшица по к и ц с константой ^. 

5. 

р = тах {| А~1 | [| 5 | + Ц2*5. + 2<5; + д'[ + 2 + 2д2 + 2д'2 + Ь"2 + 

+ М(\ х'0 | + Р0Т +Р0+ К) 0 . + д\ + д'[ + Ь2 + Ь'2 + 5"2))}, 

| В~1 | [| А | + ^(2д^ + 1Ь\ +61+2 + 2б2 + 2д'2 + 6'2 + 

+ М(\ х'0 | + Г0Т + Р0 + К)(Ь, + д[ + д'[ + д2 + д'2 + 51))]} < 1. 

Тогда существует единственное решение краевой задачи (1), (2), (3). 

Доказательство. Краевая задача (1), (2), (3) эквивалентна системе 

г 

Я = 2Т~2А~1 \хт - х0 - Тх'0 - ~Вц - Г(Т - 5)/[5, х(8, Я, и), х(т*('-А'м), Я, ц), 

о 

х(5, Я, /«), х(г*'х'»\ Я, II), х(г«''х'»\ Я, /.), Я, /.] а Д , 

Г 

ц = Т-1В-Ах'т-х'0- ТАк - [/[*, х(., Я, ,ч), х(тж(«'А"'), Я, /.), 

*(.,Я,,.), х(т*(''А'">,Я,м), *(тх ( ' 'х 'ц\ к,ц),к,/.]ёД. 
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Докажем однозначную разрешимость системы (13). 
Вводим обозначения 

W 

V. 
T(w) = 

T2 

2Т~2А-'1хт - л 0 - Тх'0 -~-Вц- 1 (Г - з)/1з,х(з,Х,ц),х(хх(!-^\Х,ц), 

*(з, X, ц), *(-*<'•*•*>, Я, и), *(-»<*• *•">, X, /<), Я, /|] о**! 

Г - ' Д - ' ^ - х'0 - ТАХ - )/[1,х(1,Х,ц),х(хх(,-х"'\Х,ц),*(1,А,ц), 

^•^Ъ&х^'^Ъ&ЪА&Х 

и норму || IV ||! = тах (| Я |, | /< |). Обозначаем через \У множество векторов 

XV = I | ( | Я | < е, | /< | < ^'), для которых выполнено || м? | , ^ у. 

Система (13) эквивалентна операторному уравнению 

(14) ц; = Ди>) . 

Пусть и> е РР. Тогда из ДЗ и (11) следует 

|| Г(У») ||. = тах | 2Г- 2 /Г'Гх г - х0 - Тх'0 -1^-Вц-](Т- з)/(з,х(з,Х,ц), 

х(т"<* *•*>, Я, /г), *(-, Я, ц), *(-*'•*•">, X, /х), *(-*'•*•">, X, /*), Я, /<)ё̂ П I, 

| Т-'В-1\х'т - х0 - ТАХ - ]/(1,х(1,Х,(1),х(хх(,'х->'\Х,11),*(1,Х,ц), 
О 

*(тх(,-х'"\ X, д), х(т*<''Л-">, Я, /|), Я, /*)<!.] | | ^ 

^ т а х | 2 Г - 2 М - 1 | ^ | , х г | + | х 0 | + Г | х 0 | + Т1р0 _ ^ _ М | Л , 

Г" 1 I В"1 | [| х г | + | х0 | + Т*о -Т\В\ е ' ] | <; у, 

т. е. Г\У<=\У. 

Если * = М е » ' и Я > = ( ) е й ' , согласно Д4, (10), ДЗ, условия (4) теоремы 

2, (5) и (9), после некоторых выкладок, получаем 

I *Х(',Я"° - -М'ЛГ*) I = М[(<5. + 5[ + Й'О | Я - Я | + (62 + б'2 + ф | ц - Д | ] ; 
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|| T(w) - l(w) |U š maxÍ2T- 2 \A~l \l~\BWfi, - fi2\ + 

+ L J(T-s)( |x(s,A,/i)-x(s,A,^) | + \X(TX(*-*-»\A,H)-X(TXM>*\IJI)\ + 
O 

+ I x(s, A, JI) - x(s, A,č) | + | X ( T * ( ^ " \ A,H) - x(rxM-'"\ A, /.) | + 
+ | X(T* ( ' 'A '*\ A, /I) - X ( T * ( S ' " \ A, ^) + | A - A | + | n - Ji |) ds], 

T-1|fí"1|[rMIU-A|+Lj(|x(s,A,íi)-x(s,A,íí)| + 
O 

+ I x(^'-x-"\ A, JI) - x ^ ' 3 ^ , A, £) I + I x(s, A, /i) - x(s, A, £) | + 
+ | ^ f ^ " ) , x, n) - X(TX(Í '1,W, A, JI) I + | X(T*(S'A'"\ A, /i) - X(TX(S'*'"\ A, Ji) | + 

-A tQdslj + | A - A | + | л - J u | ) d s ^ p | | w - w | 

По условию (12) ,р < 1. Следовательно Г — оператор сжатия на множестве IV. 
Согласно принципа сжатых отображений операторное уравнение (14) имеет 

единственное решение. 
Теорема 2 доказана. 
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