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ORDNUNG GEREGELTE SCHWINGUNGEN

VON MATERIELLEN PUNKTEN

SYLVA SANTAVA, Brno
(Received October 6, 1980).

I. EINLEITUNG

In der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen im reellen Gebiet
gehoéren die linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung zu den am héufigsten
studierten Objekten. Das Interesse fiir dieses Gebiet hangt zweifellos damit zu-
sammen, dass Erfolge in Lésungen von physikalischen und technischen Problemen
oft tiefliegende Kenntnisse von Eigenschaften jener Differentialgleichungen be-
anspruchen. So wird z. B. in der Literatur angefiihrt, dass allein die Hill’sche
Gleichung Hunderte von Anwendungen in der Mechanik, Astronomie und in
verschiedenen Gebieten der technischen Wissenschaften zuldsst. Ferner ist das
Interesse an den linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung in der inneren Schén-
heit ihrer Theorie zu suchen. Es ist dies eine an Begriffen, Methoden und Resultaten
reiche Theorie, die grosstenteils anschauliche Deutungen zuldsst und mit anderen
mathematischen Gebieten, insbesondere der Differentialgeometrie, Algebra und
der Funktionalanalysis eng zusammenhingt. Ausserdem stellt sie die Grundlagen
zur Erforschung von globalen Eigenschaften der linearen Differentialgleichungen
héheren Ordnungen dar.

Meine Mitteilung betrifft ein in dem von Prof. O. Bortivka in Brno gefiihrten
Seminar iiber Differentialgleichungen gesteelites Problem.

2. EINFUHRENDES ZU DER FRAGESTELLUNG

Wir wollen uns mit geradlinigen durch zwei lineare oszillatorische Differential-
gleichungen 2. Ordnung vom Jacobischen Typus

0)) Y =0y, Y =0y,
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geregelten Schwingungen von materiellen Punkten befassen. Wir setzen die Stetig-
keit der Funktionen Q,, Q, in dem Intervall j = (— o0, c0) voraus.

Im einfachsten Fall geht es um eine geradlinige durch zwei lineare
Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten negativen Koeffizienten
—ky, —ky(ky, ky > 0)

(#)] Y= =ky, Yy = —ky

geregelte Bewegung. Die Gleichungen (2) wollen wir mit (—k;) (i = 1, 2) be-
zeichnen.

Die durch die Gleichung (—k;) geregelte Bewegung eines materiellen Punktes P;
ist eine einfache harmonische Bewegung. In diesem Fall schwingt der Punkt P; um
eine Stelle 0 herum und zwar nach der Formel

3) yt) = a;sin Jk(t — x);

x ist ein (fest gewahlter) Augenblick, in dem P; durch 0 hindurchgeht, a; die Ampli-
tude der Schwingung und y,(z) der (positiv oder negativ zunehmende) Abstand
des Punktes P; von 0 zur Zeit ¢, also die Elongation von P; zur Zeit t.

Die zwischen a; und der Geschwindigkeit von P; zur Zeit x bestehende Be-
ziehung ist
C)) Y'(x) = a; ki,

Es seien 4;, — A, die extremen Lagen von P;, so dass die Elongation den Wert a;

bezw. —a; hat. Die erwdhnten Lagen erreicht P; zu den Zeiten ¢, = x + 4 —— 5 Jk
wobei A (= +1, +3, ...) eine ungerade Zahl ist. Die Bezeichnung wollen wir so
wihlen, dass 4; wird zur Zeit ¢, und — A4; zur Zeit t_, bezw. t; erreicht.

Die zur Zeit x beginnende Schwingung von P; ist der Weg 04, + 4,0 und dauert

von x bis x + ——; die folgende zur Zeit x + T beginnende Schwmgung ist
i i

der Weg 0 — 4; + —A4,0 und dauert bis x + \/k

Schwingung von P; setzt sich aus den zwei erwiahnten Schwingungen zusammen

. Die volle zur Zeit x beginnende

und dauert von x bis x + 27: , also im ganzen —2—— Zeiteinheiten.
i i

Die Bewegung von P; ist mit % periodisch; folglich ist die Lage von P; zu
Zeiten, die sich um ganzzahlige Vielfache der Periode unterscheiden, stets dieselbe.

Die oben angefiihrten Sachen sind klassisch und allgemein bekannt. Ein neues
Element im Umkreis dieser Betrachtung stellt die Frage dar, was geschiet, wenn
die geradlinige Schwingung eines materiellen Punktes P durch beide Gleichungen (2)
geregelt wird; und zwar so, dass wiahrend einer Schwingung die eine und wihrend
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der folgenden Schwingung die andere Differentialgleichung (2) die Regelung der
Bewegung iibernimmt. Eine solche Bewegung wollen wir kombiniert nennen und
mit (1,2) oder (2,1) bezeichnen, jenachdem ob die zur Zeit x beginnende Schwingung

durch die Gleichung (—k,) und folglich die zur Zeit x + —\?/—7;(—_— beginnende Schwin-
i
gung durch die Gleichung (—k,) geregelt wird, oder umgekehrt.

Wir wollen also annehmen, dass der Punkt P um seine Anfangslage 0 in der
kombinierten Bewegung (1,2) herumschwingt.

Dann wird die Bewegung von P in dem Zeitintervall l:x, x + —%] durch die
i
Gleichung (—k,) geregelt. Die Bewegung von P erfolgt nach der Formel (3), in der
wir i = 1 setzen.

Zur Zeit x + ———, in der die erste Schwmgung endet, haben wir
1

® yl(x+7’;<:)=o; s+ ) = -
1 1

In diesem Augenblick fingt die durch die Gleichung (—k,) geregelte zweite
Schwingung an. Die Anfangswerte der Elongation und der Geschwindigkeit
von P sind (5). Die Bewegung in der zweiten Schwingung erfolgt nach der

— anstatt von x schreibt:
1

‘ ky . — —
yy(t) = —a, /Tc:—sm\/kz(t -x - \/7;(_), ayJk; = —a, Jk,

1

Formel (3), in der man i = 2 und x +

T
und dauert von x + —— bis x + — + ———.

\/ ki \/ ks

Man sieht, dass die Dauer der Schwingung des Punktes P in der kombinierten

Bewegung 1:( + ~1—) Zeiteinheiten betridgt und zwar unabhéingig von der

Vi VK
Wahl von x.
Tauscht man die Rollen von (—k,), (—k,) um, so sicht man, dass die Dauer
der vollen Schwingung des Punktes P in der kombinierten Bewegung (2, 1) eben-

falls n( \/ + —\/—1—) betrigt, und von der Wahl x nicht abhingt.
2 1
Das Resultat lautet: Volle Schwingungen des Punktes P in der kombinierten
Bewegung (1, 2) und (2, 1) haben bei jeder Wahl des Beginns der Bewegung dieselbe
Dauer. Anders ausgedriickt: Die kombinierten Bewegungen (1, 2) und (2, 1) sind
isochron. '
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Nun sind wir in der Lage unser Problem, dessen Lésung wir hier geben wollen,
zu formulieren. Es geht um eine Erweiterung der obigen Betrachtung auf den Fall,
in dem die kombinierten durch zwei allgemeine lineare Differentialgleichungen
2. Ordnung (1) geregelten Bewegungen eines materiellen Punktes untersucht
werden.

3. FORMULATION DES PROBLEMS

Die Gleichung (1) wollen wir mit (Q)) (i = 1, 2) bezeichnen. Zunichst sei daran
erinnert, dass das Integral y; von (Q;) mit den Anfangswerten

yilx) =0,  yix) = ¢
durch die Formel

©) i) = ¢;  sin[a(®) — a(x)]

Voex) Ve
gegeben ist. Dabei bedeutet «(?) eine geliebige z. B. wachsende Phase von (Q)).

Nach unserer Voraussetzung ist die Differentialgleichung (Q;) oszillatorisch.
Folglich ist « nach beiden Seiten unbeschriangt und der Graph von y; dhnelt einer
misslungenen Sinusoide.

Dieser Graph unterscheidet sich von einer Sinusoide insbesondere dadurch, dass
es zwischen zwei benachbarten Schnittpunkten mit der r-Achse lokale Extreme

(tey),

geben kann und dass sein Verlauf im Allgemeinen nicht periodisch ist.

Ferner sei der Begriff von Zentraldispersionen (1. Art) der Differentialgleichung
(Q)) von O. Boriivka angefiihrt.

Die v-te Zentraldispersion der Differentialgleichung (Q;) (v =0, +1, +2, ...)
ist so definiert: Es sei t€j und z; ein an der Stelle ¢ verschwindendes Integral
von (Q,). Sodann ist ¢{"(f) die | v |-te links oder rechts von ¢ liegende Nullstelle
von z,; jenachdem ob v < 0 oder v > 0 ist; fiir v = 0 setzen wir ¢{®)(t) = t. Insbe-
sondere wird die Funktion ¢{!’ die Fundamentaldispersion von (Q;) genannt und
kiirzer mit ¢, bezeichnet. Die Funktion ¢{”(v # 0) entsteht durch |v |-fache
Iteration von ¢@; oder @{~ ") jenachdem ob v > 0 oder v < 0 ist;

() = 0:0: .. o1) fir v> 0,

— —
v
o) = ¢! V™V . o™ (1) fir v < 0.

Ivl

Man sieht, dass die aus allen Zentraldispersionen von (Q;) bestehende Menge
eine zyklische Gruppe mit dem Generator ¢, darstellt; diese Gruppe heisst das
Zentrum von (Q;). Die Zentraldispersionen bilden natiirlich eine unendliche
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wachsende Folge von Funktionen: -
e @70 < @0 < () < D) ... (tey).

Nun wollen wir die von den Differentialgleichungen (Q,), (Q,) geregelte kombi-
nierte Bewegung (1, 2) oder (2, 1) eines materiellen Punktes P verfolgen. Wir
nehmen an, dass sich der Punkt P zur Zeit x in seiner Anfangslage befindet.

In dem fall (1, 2) dauert die erste Schwingung von P vom Augenblick x bis
@4(x,), die zweite von @,(x) bis ¢,¢,(x); folglich dauert die erste volle Schwin-
gung von x bis @,¢,(x). Die zweite volle Schwingung des Punktes P dauert von
©,91(x) bis 0,0,0,9,(x), usw.

Im Fall (2, 1) dauert die erste Schwingung von P vom Augenblick x bis ¢,(x),
die zweite von @,(x) bis @,¢,(x); folglich dauert die erste volle Schwingung von x
bis ¢,@,(x). Die zweite volle Schwingung des Punktes P von ¢,¢,(x) bis
?1920192(x), usw.

Man sieht, dass die zur Zeit x beginnenden durch die Differentialgleichungen
(Q)), (Q,) geregelten kombinierten Bewegungen (1, 2) und (2, 1) sind genau dann
isochron, wenn

) ©201(x) = @,10,(x)
ist.

Das Resultat unserer Betrachtungen ist folgendes:

Geradlinige durch die Differentialgleichungen (Q,), (Q,) geregelte kombinierte
‘Bewegungen eines materiellen Punktes sind bei jeder Wahl des Beginns beider
Bewegungen dann und nur dann isochron, wenn die Fundamentaldispersionen
-der Differentialgleichungen (Q,), (Q,) miteinander vertauschbar sind.

Es sei bemerkt, dass diese Bedingung mit der Vertaschbarkeit der Zentren der
Differentialgleichungen (Q,), (Q,) dquivalent ist.

Unser Problem lautet:

Es sind alle Paare von Differentialgleichungen (Q,), (@,), deren Fundamental-
-dispersionen miteinander vertauschbar sind, zu bestimmen und ihre Eigenschaften
:sind zu beschreiben.

4. DIE LOSUNG

Zur Lésung unseres Problems bendtigen wir einige Kenntnisse aus der Disper-
‘sionstheorie der linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung. Es handelt sich um
-oszillatorische Differentialgleichungen (Q).im Intervall j = (— o0, ).

Unter einer Phasenfunktion versteht man eine im Intervall j definierte Funktion «
mit den folgenden Eigenschaften: « is von beiden Seiten unbeschrinkt, gehort
.der Klasse C? an und ihre erste Ableitung ist stets von Null verschieden. Z. B. sind
«die Phasen und Zentraldispersionen jeder Differentialgleichung (@) Phasenfunk-
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tionen. Es gilt: Jede Phasenfunktion ist eine Phase einer Differentialgleichung (Q).
Ferner ist jede wachsende Phasenfunktion mit der Eigenschaft ¢(¢) > t (1 €) die
Fundamentaldispersion einer Differentialgleichung (Q).

Fiir jede Phase o und die Fundamentaldispersion ¢ jeder Differentialgleichung
(Q) besteht die sogenannte Abelsche Relation:

ap(t) = a(t) + nsgn o

Aus ihr folgt fiir jede Phase « von (Q) (' > 0) und bei der Bezeichnung c(t) =
=1+ 7

®) ap(t) = cut),  o(t) = a'ca(t) (t€));

a~! bezeichnet natiirlich die zu « inverse Funktion.
Eine Phasenfunktion A heisst elementar, wenn sie die folgende Eigenschaft
besitzt:
h(t + n) = h(t) + mwsgn h’ (t€j).

Man sieht, dass jede wachsende elementare Funktion 4 (A’ > 0) mit der Funktion ¢
vertauschbar ist:

©9) he(t) = ch(t)  (te)).

Die Losung unseres Problems gibt nun der folgende Satz: Es seien (Q,), (Q5)
beliebige Differentialgleichungen und o, , o, ihre wachsende Phasen. Die Fundamental-
dispersionen von (Q,), (Q,) sind genau dann miteinander vertauschbat, wenn die
Fundamentaldispersion der Differentialgleichung (Q) mit der Phase A = aja; '
elementer ist.

Beweis. Es sei ¢; die Fundamentaldispersion von (Q,) (i = 1,2) und @ die
der Differentialgleichung (Q).

Nach (8) haben wir fiir ¢ € j (im Folgenden wird zur Vereinfachung der Schreib-
weise das Zeichen (¢) oft unterlassen)

(10) ¢y = a; ‘cay, ¢, =0 'ca,
und ferner
(1) & =A'cAd = oy caja; .

a) Es sei 910, = ¢,0,.
Nach (10) und (11) haben wir

ay teaga; tea, = a; eayag ey
[ — m— —
a; P o, ®

oder
ay ‘Pea, = a; leda,
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und daraus folgt
(12) dc(r) = cP(1).

Man sieht, dass die Fundamentaldispersion @ von (Q) elementar ist.
b) Es sei &c = cP.
Nach (11) und (12) haben wir

-1 - - -1
o0y CoLylty e = coLa0y Yooyt
e s o [

@1 9205 0,0, @
oder
- -1
AP 1Prx, V= 00,0403
und folglich auch

0105(t) = @,04(1).

Man sieht, dass die Fundamentaldispersionen von (Q,), (Q;) miteinender ver-
tauschbar sind.

5. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Der obige Satz ist der Ausgangspunkt zu Betrachtungen iiber Eigenschaften
von Paaren oszillatorischen Differentialgleichungen deren Fundamentaldisper-
sionen miteinander vertauschbar sind. Wir wollen uns hier in dieser Hinsicht auf
einige Bemerkungen beschrianken.

Zwischen den. Phasen a,, o,, 4 besteht die Beziehung o(¥) = Aua,(¢) und aus
ihr folgt

(13 0,(1) = Qx(1) + [1 + Qo (N a'*(r)  (z€)).

Da die Fundamentaldispersion & von (Q) elementar ist, so ist (Q) in der Klasse
der Differentialgleichungen mit elementaren Fundamentaldispersionen enthalten
(Klasse ). E. Barvinek hat alle Differentialgleichungen (Q) mit vorgegebener
Fundamentaldispersion @ konstruirt ([2]). Die Eigenschaften der Differential-
gleichungen der Klasse &/ wurden von O. Bortivka beschrieben ([3]). '

Der obige Satz enthilt insbesondere die Lésung des folgenden Problems: Es
sei eine Differentialgleichung (Q,) gegeben. Man hat alle Differentialgleichungen
(Q,) zu bestimmen, deren Fundamentaldispersionen mit der Fundamentaldispersion
von (Q,) vertauschbar sind. R

Die Losung: Jede Differentialgleichung (Q,) ist durch die Formel (13) bestimmt;
o, bedeutet eine beliebig gewahlte Phase von(Q,) und Q den Koeffizientan einer
Differentialgleichung aus 7.

Natiirlich bestimmt die Formel (13) auch alle Paare von Differentialgleichungen
(Q,), (Q,) die bei Regelung der kombinierten Bewegungen von materiellen Puakten
stets isochrone Schwingungen bewirken.
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