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LA THEORIE DES FONCTIONS INDEXEES
EN RECURSIVITE
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Abstract. On présente dans ce travail une axiomatisation de la récursivité en utilisant la notion
de catégorie indexée. Le lemme de Yoneda est 4 la base de cette axiomatisation, car il permet
d’assurer I’existence de semi-fonctions récursives universelles.
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MS Classification. 03 D 75.

INTRODUCTION

Depuis plusieurs années s’est développée une théorie de la récursivité, exposée en
particulier dans (3), (4) et (5). A la base de cette axiomatisation se trouvent. les
fonctions universelles, la propriété dite du S—m—n et le point fixe.

Dans le texte qui suit, on étudie de maniére algébrique cette théorie de la récursivité
en utilisant les fonctions indéxées. Cette derniére notion s’est développée avec la
théorie des topos et plus généralement avec les catégories indéxées (7). On est parvenu
dans ce travail a formaliser de maniére algébrique et trés générale les trois concepts
fondamentaux de la récursivité: fonctions universelles, propriété du S—m—n. et
point fixe.

On retrouve ainsi les propriétés essentielles de la récursivité, en particulier le
théoréme de récursion, la définition par cas et la récurrence simple. Certaines pro-
priétés sur la normalité sont abordées.

PRELIMINAIRES

D’une maniére générale, une fonction indexée est une famille de fonctions (f);
d’une famille d’ensembles (4;); vers une famille d’ensembles (B;);, ou pour chaque
iel, f; est une fonction de A4; dans B;. A I'aide de cette définition, on peut évidem-
ment batir d’autres concepts: composition de fonctions indexées, ensemble des
fonctions indexées de (4,); vers (B));, ... Au lieu de décrire en termes ensemblistes

191



R. MIJOULE

ces diverses notions, qui deviendraient assez compliquées en notation, il suffit de se
servir de la théorie des catégories indexées (7).

Avant de donner quelques définitions indispensables sur cette théorie, on peut
indiquer les motivations qui nous aménent aux fonctions récursives.

Soit f': N - N une semi-fonction récursive. Si e désigne un indexe pour f, on
a ¢(e, x) = f(x) pour x € N?, ol ¢ est une fonction universelle & p + 1 places. Il est
alors possible de voir ¢ comme une fonction indexée par N de (NP)y vers (V)y.
Nous reviendrons plus en détail sur cet exemple dans la suite du texte. Si E est une
catégorie A limites finies, une catégorie E-indexée A est la donnée, pour chaque
objet I de E, d’une catégorie A’, et pour tout morphisme J —> I de E, d’un foncteur

a* : AT - A’, appelé substitution le long de a. Ces données doivent &tre fonctorielles,
i.e. vérifier les égalités suivantes:

I)*=17,  (B.o)*=a*.p*

En particulier, E devient elle-méme une catégorie E-indexée E, en posant E! = E/I
et a* étant le changement de base le long de a. Pour tout objet K de E, on a une caté-
gorie E-indexée discréte [K], ot [K]* = Homg(I, K) et oi les substitutions le long
de o sont les compositions avec a.

Un foncteur E-indexé de A vers B est la donnée, pour chaque objet I de E, d’un
foncteur FT de A’ vers B’, ces foncteurs F! devant commuter avec les substitutions.

Si 1 est objet final d’une catégorie E, pour tout objet I de cette catégorie on désigne
par I 'unique fléche de I vers 1. Si A est une catégorie E-indexée, on obtient en
particulier le foncteur substitution 7* de A' vers A’.

Soient f et g deux fleches de méme source D et de buts respectifs 4 et B dans une
catégorie o le produit 4B est défini. On désigne par (f, g) la fléche de D vers 4 x Bqui
s’en déduit universellement.

FONCTIONS CALCULABLES ET SEMI-CALCULABLES

Pour la suite du texte, on se fixe une catégorie E a limites finies, munie d’un objet @
sans aucune structure pour I'instant, et d’une fleche @ —> @ qui classifie les fleches
partielles de codomaine w. Soit S une sous-catégorie de E a produits finis. On suppose
que @ —> & est élément de S.

Soit A un objet de S. Pour chaque objet I de S, on note S(4, )" la catégorie
discréte ayant pour objets les fliches de I*4 vers I*@ dans S/I, ou I* est le foncteur
de substitution de S = S/} dans S/I associ€ 4 la flscche I: I - 1 dans S. Si J =1
est dans S, le foncteur a* se restreint en un foncteur de S(4, ®)' dans S(4, ®)’, que
I’'on note encore a*. On obtient de cette maniére une catégorie S-indexée S(A4, @).
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Les éléments de S(A4, ®)! sont donc les triangles commutatifs o p et ¢ sont
respectivement les projections de Ix 4 vers I et IX vers I. Or, se donner de tels
triangles dans S est équivalent a se donner des fléches de S, de Ix 4 vers o, et donc
a se donner des fléches partielles de I X A vers w. On peut donc voir les éléments de
S(A, @)' comme des fléches partielles dans S de Ix 4 vers w.

A £ » IxXW®
I
Avec ces données, on fait les hypothéses suivantes: pour tout objet 4 de S, 4 # 1,
on se donne un foncteur S-indexé U, :[w] — S(4, @) et un foncteur S-indexé
S4 :S(4, @) - [w] tels que le composé U, . S, soit le foncteur identité sur S(4, ).
La donnée du foncteur U, est équivalente, par Yoneda, a la donnée d’un élément X,

de S(4, ®)°, appelé élément génénque Il posséde la propriété suivante: pour tout
objet I de S et toute fléche 7 2 o dans S, on a U o(h) = h*(X)

w
w Ua ~y W
Cwl > S(A,®)
h* h*
I.
1:v UA & oI
Cwl > S(Arﬂ*’)

Soit X, cet élément générique de S(4, ®)”, ou p, désigne la premitre projection
de @ x @ vers w. Posons alors ¢4 : X 4 > ox &> @, ol p, désigne la seconde
projection de w X @ vers @.

La donnée de S, permet alors d’avoir
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Proposition 1. Pour tout élément 1x A s & dans S, il existe I-> w dans S tel que
o4. (h, 1,) = f. C’est-a-dire que le diagramme ci-dessous est commutatif

Prenons par exemple E = Ens la catégorie des ensembles, S la catégorie des
fonctions récursives partielles de N? dans N. Chaque objet 4 de S est donc ici de la
forme N? pour p € N. Il est 4 noter que dans ce cas précis ® = Net o = N U {u},
ou u est un élément indéterminé ajouté 3 V. De sorte que la donnée d’une fonction

partielle de N? dans N est équivalente 4 la donnée d’une fonction totale de N?
dans N u {u}.

¢A
g w xA ol
0 Xx A > WX 4
3

lx P1 (hrlp) £
’ l
W

IxA

(X

{

€2

Un élément de S(N?, N U {u})™ est un triangle commutatif
et par conséquent, f est une fonction indexée (f)as OU f; : N? = N v {u} est définie
par:

Si(x) = p,(f(k, X)) pour x € NP.

qump : —» N9x (NU {u})

\/

La fonction ¢"? : Nx NP —» N u {u} vérifiant les propriétés énoncées dans la
proposition 1 est donc une fonction récursive partielle umverselle qui énumeére les
fonctions récursives partielles & p places (8).

Revenons 3 présent au cas général.
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Définition 1. On appelle fonction S-semi-calculable tout élément de S de but @,
et fonction S-calculable tout élément de S de but .

Par convention, pour un élément 1 > wde S, on posera e € w. Pour deux fonctions
Joo. . .. .
S de S, si f= g on écrira souvent f(x) = g(x) pour x € A. Cette convention

g
d’écriture permet de bien voir le lien avec la théorie des fonctions récursives.

Théoréme 2. Pour tout objet A de S, ¢ est une fonction S-semicalculable universelle
qui énumeére les fonctions S-semi-calculables de A dans o.

Preuve. Si 'on applique la proposition 1 pour / = w, on montre 'universalité
de ¢4. Si I’on applique la proposition 1 pour I = 1, on montre que ¢* énumére les
fonctions S-semi-calculables de 4 dans @.

En utilisant ce résultat, si e € w, on notera parfois @2 ou {e}* la fonction S-semi-
calculable de 4 dans @ égale & 9. (e, 1,).

Lemme. Soit h :  — @ une fonction S-semi-calculable. Pour chaque objet A de S,
il existe un élément e € w tel que

04 (¢°(e, ), ¥) = @*(h(x),y)  pour xewetye A.

Preuve. Si k est S-semi-calculable, par composftion on déduit que ¢* . (h, 1,) est
S-semi-calculable de w X 4 dans @. Comme ¢4 est universelle, il existe @ : w0 —»
S-calculable telle que 4(O(x), y) = ¢4(h(x),y), pour xew et y € 4.

Comme ¢ énumére les fonctions S-semi-calculables de w dans , il existe e Ew
tel que ¢“(e, x) = O(x) pour x € w. On obtient donc le résultat.

On remarque que I’on a en particulier, pour y € 4,

o*(9°(es €), y) = ¢*(h(e), y).

Avec un bon choix de # on a alors

Théoréme 3 (de récursion). Soit f:wX A — @ une fonction S-semi-calculable. Il
existe e € w tel que {e}4(y) = f(e,y) pour y € A.

Preuve. Par I'universalité de ¢4, il existe h:w — w S-calculable telle que
@*(h(x), y) = f(x, y) pour x € w et y € 4. Soit g le composé suivant:

v . -
W _Aw > WXW ¢ > W »

g est S-semi-calculable et d’aprés la remarque du lemme, il existe ne w tel que
@*(¢(n, n), ) = ¢*(g(n), ) pour ye 4.

On obtient alors 4(¢®(n, n), y) = @4(h(¢°(n, n)), y).

11 suffit donc de poser e = ¢“(n, n).
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On a vu plus haut que nos hypothéses de départ s’appliquent bien a I’étude des
fonctions récursives partielles. On obtient de cette maniére une formulation ab-
straite de la récursivité. En effet, si ’on prend toujours E = Ens, mais maintenant S
la catégorie des types au dessus de N, la calculabilité au sens de Kleene (2) vérifie
<4galement les hypothéses du départ.

De manitre plus générale, on retrouve également les définitions données par
Friedman dans (4).

Définition 2. Soient A, A,,..., A, des objets de S. Soit G' une application de
Pensemble produit des fonctions S-semi-calculables de A; dans @ vers 'ensemble des
Jonctions S-semi-calculables de A dans @. Qn dit que G’ est représentable s’il existe une
Sonction S-calculable f: 0" — w telle que

G'({e}*s ..., {&}*) = {f(eys --.ne)}*  pour tout ey, ..., e, dans o.

Cette notion, classique en récursivité, va étre trés simplifiée grace aux catégories
indexées. C’est 12 que I'on commence 2 voir I'intérét des définitions exposées plus haut.

Théoréme 4. Si G est un foncteur S-indexé de S(A4,, d)X ... X S(A,, @) vers S(4, ),
alors G est représentable.

Preuve. On remarque tout d’abord que [w"] = [@]". D’autre part, si G’ est
représentable par f, le diagramme ci-dessous est commutatif

el 2 rrei™lt - S(Al,m)lx...xs(An,m)l
H
1
re1t | - G
Y
1 v .
[w] - sa,H?
)
Ua

©ou H est le foncteur S-indexé U, X ... X U, et [ f]estle foncteur S-indexe composition
le long de f.

Reprenons alors les hypothéses du théoréme, et soit G un foncteur S-indexé.
Soit F {e foncteur S-indexé de [w"] dans [w] défini par

F=SA.G-H-
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11 existe donc f': w" — w dans S tel que [ f] = F. 1l suffit de prendre f = F*"(1,,).
On a doncen I[f]' = S} .G'. H'.

Dot UL.[f]' = UL.SL.G'. H' = G' . H'.
Donc G! est représentable par f.

Corollaire. Si G est un foncteur S-indexé de S(A, @) dans S(A, @), il existe une
fonction S-semi-calculable f de A vers & telle que G*(f) = f.

Preuve. D’aprés le théoréme ci-dessus, G' est représentable par g: w — .
Donc G'({e}*) = {g(e)}* pour e € w. D’aprés le théoréme 3, il existe e’ € w tel que
{g(e)}* = {e'}*. 1l suffit donc de prendre f = {e'}4.

On retrouve donc ici le théoréme du point fixe.

SOUS-OBJETS CALCULABLES ET SEMI-CALCULABLES

Soit 4 un objet de S et A’ un sous-objet de A. A’ est objet de E mais non nécessaire-
ment de S.

Définition 3. On dit que A’ est un sous-objet S-semi-calculable de A s’il existe une
Sfonction S-semi-calculable f: A — @ telle que le carré ci-dessous soit un produit

JSibré

A' - -
Y v

v v

A =W

Dans ce cas on pose A’ = dom f.

Proposition 5. Les objets semi-calculables sont stables par changement de base dans S.

Preuve. Il suffit simplement de considérer les diagrammes ci-dessous formés de
produits fibrés

Soit P4 le domaine de ¢, Dans (6) on démontre le résultat suivant:

Théoréme 6. P4 est un sous-objet S-semi-calculable universel de w X 4 qui énumére
les sous-objets S-semi-calculables de A4.

On se donne A présent un élément particulier de w que I’on notera o.
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Définition 4. On dit que A’ est un sous-objet S-calculable de A 5’il existe une fonctiorr
S-calculable f : A — w telle que le carré ci-dessous soit un produit fibré

A" > A == W
Y v \
n
v h 4 £ ¥
B » 2 —> ®
Al > 1
Y
0
v . v
A = W

Proposition 7. Les objets S-calculables sont stables par changement de base dans S.
Preuve. Il suffit de considérer les diagrammes ci-dessous formés de produits
fibrés

A" , > A > 1
{
Y v
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STRUCTURES RECURSIVES

I1 n’a été donné, pour I'instant, aucune condition sur w. On va dans ce paragraphe
£tendre les résultats déja obtenus en enrichissant la structure sur w.

Considérons le foncteur E-indexé diagonal 4 :E — EXE. Soit (1, w) objet de
(ExE)'. On suppose désormais que 4 admet un adjoint 4 gauche en (1, w) et que la
valeur de cet adjoint en (I, w) est w (cf. (7)). On en déduit donc I’existence, dans E,
de deux fléches notées o et s de 1 vers w et w vers w respectivement. On impose alors
que o et s soient dans S, et que la condition d’adjonction se restreigne a S par:
pour tout objet I de S et tout objet « de S/I, on a la bijection suivante

I*w - o dans S/I
I*(1, ) » Al dans S/Ix S/I

En particulier, le diagramme ci-dessous est une somme dans S stable par produits
finis
w

1 w

Définition 5. On appelle structure récursive tout quintuplet (E,S,w, U,,S,) ou
.U, et S, sont définis comme dans le premier paragraphe pour chaque objet A # 1de S.
On verra plus loin qu’il y a stabilité de ces structures par localisation en .

Proposition 8. 1/ existe une fonction S-calculable o : ® X w X w —  telle que

a(a, x, y) = [

x si a=0,
y si a=*0.

Preuve. On utilise 'universalité de la somme avec les projections p, :wXw = ®
‘et p3 WX wX® — w. On retrouve ainsi toutes les notions usuelles de récursivité.
La fonction « trouvée ici est I'une des données de base dans (4).

Proposition 9. 1l existe un foncteur S-indexé C, de S(A,®)xS(4,®) dans
S(wxA,w) tel queenlonait: sih:A— ®etg:A— asont S-semi-calculables, et
i f = Ci(h, g) alors

_ h(y) si a=0, .
f(a,y)—[g(y) si a#0, ol acw et y€ A.
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Preuve. Pour tout / objet de S, soient h; et h, des fonctions S-semi-calculables
de Ix A dans @. On en déduit donc deux fonction S-calculables @, et ©, de I dans w,
telles que UX(©,) = h, et UX(O,) = h,..

Soit @, le composé de 1,X O, et de p,; c’est une fleche de S de w X1 vers .

Comme o X1 = (1 _H_ w)xI =~ I || (wx1I),on en déduit une fonction S-calculable
O:oXI- o

Posons alors Ci(hy, hy) = US™1(O).

On obtient de cette maniére un foncteur de S(4, @) X S(4, w)' dans S(wx 4, @)
pour tout objet 7 de S. Montrons que ces foncteurs commutent avec les substitutions.
Pour celd, on décompose CJ en foncteurs qui eux commutent aux substitutions.

Si I’on reprend la construction faite ci-dessus, on s’apergoit que C% est le composé
des foncteurs suivants: on prend en premier S4xS% de S(4, ®)'xS(4, ®)' dans
[0] % [@]" puis [@] x 0* de [@]' x[w]" vers [@]" x ([@]®)" o [w]® est la catégorie
S-indexée par ([@]®) = [@]®*".

Puis on va de ([w]®)" dans (S(4, ©)°)" par le foncteur (S3)". En remarquant que
(S(4, ®)°) = S(wx 4, ®)!, on obtient ainsi notre foncteur S-indexé C,,.

On en déduit alors la récurrence sur . On obtient en particulier que [w] vérifie les
propriétés d’'un NNO dans un topos. Plus précisément on a:

Théoréme 10. Soit & :S(A4, ®) —» S(4, ®) un foncteur S-indexé et g :[1] —»
— S(4, @) S-indexé. 1l existe un foncteur S-indexé y :[w] — S(4, ®) tel que les
diagrammes cidessous commutent

[s]
Cwl » ol
Co1l
11 v v
:g v
] + .
S(a,®) > S(A,®)

Preuve. Notons encore g la fonction S-semi-calculable de 4 dans o associée au
foncteur g; on a en fait g = g'(1,).

Comme & est S-indexé, P! est représentable, d’aprés le théoréme 4, par une
fonction S-calculable @ : w — .

On construit un foncteur S-indexé H de S(w X 4, @) dans S(w X 4, @) de la maniére
suivante;: pour I objet de S, soit k un élément de S(w X 4, @)'. Par 'universalité de ¢4,
on obtient k, : IX® — w S-calculable.
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Comme g : 4 — @ est S-semi-calculable, g a un indexe e.
En considérant I—> 1-5> w et I X & <> w—>  on obtient une fonction S-calculable
k, : IX® - o telle que les diagrammes ci-dessous commutent

k

Posons finalement HY(k) = ¢4. (k,, 1,).

Il est clair que I'on définit ainsi un foncteur S-indexé H de S(wx 4, ®) dans
S(wX A, @). Par le théoréme du point fixe, il existe / S-semi-calculable de ®x A4
dans @ telle que H'(f) = f. Donc f '€ S(4, ®)° et par Yoneda, on en déduit I’existence
d’un foncteur S-indexé y : [w] — S(4, ®). '

Montrons a présent que les diagrammes commutent: posons f; = S,(f) et
considérons les diagrammes ci-dessous:

commew=1|| w,onaf,.o=eetfz.5=0.f.

On a donc H(f) = ¢4(f2, 1) =1.

De f;.0=e, on déduit que @*(6s1,) = 0*(f;.0, 1,) = 0*(f3,10)- (0, A)
dolt g =1. (0, 1,) = 0*(f): ot 0* S(4> D) - S(4, &)

Comme ¥ . [0] = 0*f, on en dédqit que y.[o] =g.
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On remarque a présent que ¥ . [s] = s*f, ol s* : S(4, @)* - S(4, ®)°. D’autre
part,
®.y =o°(f)=Ug.[0]". SUf)
=Uy. [@]w()fl)
= U0 .1)
= Uq(f2.9)
= Ug(/2)- (s, L)
=s*(f)
Finalement & .y = ¥ . [s].

On remarque que ’on obtient ainsi la définition par récurrence. Si g: 4 - @
est S-semi-calculable et si h:wxX A — o est S-semi-calculable, alors la fonction f
définie par:

' _1&(y) si n=0,

f(n,y) = [h(n, fi—1,y) si n#o, PO newet yed
est S-semi-calculable de w x 4 — @. En effet, posons @ = S (h), puis @ : S(4, @) —
i')[ou]gﬂ[oo]U—">S(A, ) @ est un foncteur S-indexé, et en utilisant le théoréme
cci-dessus, on obtient la fonction f cherchée.

En particulier, prenons g = 1, : 0w = w et

1 XS D2 . . .
h:oXow— 0oxo—>o, on obtient ainsit + : WX W - @
vérifiant les conditions usuelles.

On peut remarquer ’analogie entre le diagramme du théoréme 10 et celui décrit
dans (9) p. 326. Les motivations sont différentes ainsi que les démonstrations. Dans (9)
Rosebrugh part d’une catégorie S-indexée quelconque A et utilise dans ses démonstra-
tions le fait que S soit un topos et que w soit un NNO dans S. Ici, la catégorie S(A4, @)
est plus particuliére, mais S n’a que des produits finis et w n’est méme pas un NNO
dans S. Le théoréme 3 (de récursion) est a la base de la démonstration du théoréme 10.

PROPRIETES DE STABILITE DES OBJETS S-CALCULABLES
ET S-SEMI-CALCULABLES

Pour chaque objet 4 de S, on construit une catégorie S-indexée S(4, @), en
considérant pour S(4,®)' I'ensemble ordonné des fonctions S-semi-calculables
de I'x A vers . L’ensemble des objets de S(A4, w)' est donc S(4, w)'.

Pour toute flache a :J — I de S, a* de S(4, ®)' dans S(4, ®)’ s’étend en un
foncteur, noté encore a*, de S(4, ®)' dans S (4, ®)’. Les propriétés obtenues jus-
qu’a présent pour S(4, w) s’étendent évidemment a S(4, @).
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D’autre part, si K est un objet de S, on pose d¢ = (Ix, Ig) la fleche diagonale
de K. Si K est un sous-objet S-calculable de K x K, on note V la fonction S-calculable
de KX K vers o telle que le carré ci-dessous soit un produit fibré

K > 1
0
Ag
Y
v T
K xK = ()

Dans le cas ol K = w, on ne mettra pas d’indice 4 4 et V.
On suppose désormais que w est un sous-objet S-calculable de w X .

Lemme 1. Soient f, g : A= K des fléches de S. Si Vy existe, alors le noyau de fet g
est un sous-objet S-calculable de A.

Preuve. Considérons le diagramme ci-dessous
ot i est le produit fibré de (f, g) et 4 dans E.

h
> K —= ]

Y

£ 0

i AK
g
v V v
A »K xK > W
(£,9) VK

Notons p, et p, les deux projections de Kx K dans K.

De py.dx.h=p,.(f,g) et de p,.dg.h=p,.(f,8).i, on déduit que f.i =
= g .1. Il est alors facile de vérifier que / est le noyau de fet g.
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Avec les produits fibrés ainsi obtenus, on obtient que le noyau de f et g est un
sous-objet S-calculable de A.

Lemme 2. Soient f, et f, deux fonctions S-semi-calculables de A dans @, et notons
A, = dom f;, A, =dom f,. Alors A, N A, est le produit fibré de (n,n) et (4; .
Jis 4% S2)-

Preuve. Tous les carrés ci-dessous sont des produits fibrés

A
Ay - = ) X W

Y /

2 n (n,n)

g
X
el

Théoréme 11. Si A, et A, sont des sous-objets S-semi-calculables de A alors A; N A,
est un sous-objet S-semi-calculable de A.

Preuve. En utilisant le lemme 2, on s’apergoit que A, N A, est le domaine de
+ . (f1,/2)-

En remarquant que le carré ci-dessous est un produit fibré,

1 > 1
(0,0) 0
Y v

w X0 pr =

on en déduit

Corollaire. Les sous-objets S-calculables de A sont stables par intersection finie.
On peut reformaliser le théoréme 11 en disant que le foncteur S-indexé diagonal
4 :S(4, ®) - S(4, ®)xS(4, ®) admet un adjoint A droite noté N.

204



LA THEORIE DES FONCTIONS INDEXEES EN RECURSIVITE

Soit B un objet de S. On définit une catégorie E-indexée Sub (B) en considérant
pour Sub (B)! ’ensemble ordonné des sous-objets de I*B dans E/I. Si ’on suppose
que Sub (B) est petite, on note sub (B) 'objet de ses objets et €5 — sub (B)X B
I’élément générique. On en déduit alors une bijection entre les morphismes de E de /

vers sub (B) et les sous-objets de IX B, telle que le carré ci-dessous soit un produit
fibré

EB > —s= sub(B) x B

A A

B' > > IxB

Définition 6. Soit B objet de S. On dira que B est S-fini si
(i) sub (B) est un objet de S
(ii) €p est un sous-objet S-calculable de sub (B)x B
(iil) si B’ est un sous-objet S-semi-calculable de Ix B, alors Punique f de I dans
sub (B) est élément de S.
(iv) Pégalité sur sub (B) est S-calculable. On notera dans ce cas Ey la fonction

S-calculable de sub (B)X sub (B) dans w telle que le carré ci-dessous soit un produit
fibré

sub (B) > 1

Asub (B) o
v Eg v
sub (B) x sub (B) > W

On remarque que cette définition coincide avec celle donnée dans (3).

Proposition 12. Soient A et I des objets de S, et supposons que I est S-fini. Alors
S(A, @) est & I-produit; c’est-d-dire que le foncteur S-indexé diagonal 4; : S(A4, ®) —
— S(4, o)! posséde un adjoint a droite I1;.
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Preuve. Soit f: /X A - @ une fonction S-semi-calculable de domaine B — IX A.
B étant S-semi-calculable, il existe & : 4 — sub (1) élément de S tel que le carré
ci-dessous soit un produit fibré

GI > = T xsub(I)
\ \
(1I,h)
B > — I X A

Notons I : 1 - sub (I) I'élément de S associé 2 1.

D’aprés le lemme 1 du théoréme 11, le noyau de het g, o g: 4A—>1 25 sub ),
est un sous-objet S-semi-calculable de 4. Notons k la fonction S-semi-calculable
dont le domaine est ce noyau. Il est alors facile de vérifier que k = [ f.

I

On retrouve ici le résultat classique avec la normalité: si P(x, y) est semi-calculable
alors VYxP(x, y) est semi-calculable.
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