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Casopls pro péstovini matematiky, ro. 91 (1966), Praha

BEMERKUNG ZU EINER ARBEIT VON VIKTOR KLEE

JoseF KAUCKY, Bratislava

(Eingegangen am 5. Mirz 1965)

1

~ In vielen Arbeiten aus verschiedensten Gebieten der Mathematik und der ver-
‘wandten Wissenschaften befinden sich oft Ausdriicke, die binomische Koeffizienten
-enthalten. Es besteht dann gewohnlich die Aufgabe, diese Ausdriicke zu vereinfachen.

Eine Art der Vereinfachung solcher Ausdriicke geschieht mit Hilfe verschiedener
kombinatorischer Wendungen, die aus Grundeigenschaften binomischer Koeffizien-
‘ten hervorgehen. Siehe z.B. meinen Artikel iiber die Banachsche Aufgabe aus der
Wahrscheinlichkeitsrechnung [1].

Diese Art der Umgestaltung dhnlicher Ausdriicke ist machnmal miihevoll und lang-
wierig. Es gibt aber viele Ausdriicke, deren Werte sogleich oder nach kleinen Modifi-
zierungen bekannte und oft beniitzte kombinatorische Formeln ergeben, deren Her-
leitung selbst einfach, kurz und elementar ist.

In diesem Artikel mochte ich an zwei Beispielen die Vorziige der Benutzung kombi-
natorischer Formeln zeigen. Im 3. Absatz werden zwei Beziehungen bewiesen, welche
auf einem ldngeren Wege V. KLEE in seiner Arbeit [2] abgeleitet hat, und im 4. Absatz
wird dhnlicherweise die kombinatorische Identitit bewiesen, die ebenfalls auf eine
langwierige Art von J. METELKA in dem Aufsatz [3] abgeleitet wurde.

Im 2. Absatz sind kombinatorische Formeln angefiihrt, die bei den erwidhnten
Beweisen benutzt wurden.

2

a) Das Symbol (2), wo x eine beliebige komplexe, k dagegen eine reelle ganze

Zahl bedeutet, definieren wir folgendermassen:

lo<i>=0,k<0’ 20(;)____1, 3o(x)=X(X—-1).(x—k+.1)’ k> 0.

k k!
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Es gilt die Beziehung

© | (2)+(kil>=(iii)

b) Zwei kombinatorische Formeln:

I. Ist x eine beliebige komplexe Zahl und sind m und n beliebige nichtnegative
ganze Zahlen, so ist

0) )G

Bemerkung. Spezielle Fille der Gleichung (1) befinden sich z.B. in [4] und [5]
(8. 252, Formel (27)), wo sie aber auf eine andere Art bewiesen wurden.

Beweis. Die Behauptung ist richtig fiir n = 0. Wir setzen nun voraus, dass die
Gleichung (1) fiir ein bestimmtes n richtig ist, und werden daraus die Richtigkeit der
‘Gleichung

) 2020

folgern.
Es ist aber anhand (0) und der Voraussetzung

e T AV £ 2 A NSy ) x — i
X i (O B G B [
i=0 i m i=1 i—1 m
HEr ) (2B L)
i=0 i m m—n/) i<o i m
_(x—n\ _(x—-1-n\ (x-n-1
m-—n m-—n m—-n-1)’
so dass die Relation (1) wirklich auch fiir (n + 1) richtig ist und infolgedessen allge-

mein gilt.

II. Sind m und n beliebige nichtnegative ganze Zahlen, so ist

S -( )
(Siehe [5], S. 255, Formel (28a)).
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3

V. Klee hat in der schon zitierten Abhandlung [2] folgende zwei Sitze bewiesen:
1. Fiir alle nxchtneganve ganze Zahlen i und j gilt

® 2O - (L)
2. Fiir 0 < j < k ist

@ s=2§jpn(%_e_gak—ac:i>=m

i=2k—2j

Wir werden zeigen, dass diese Relationen einfach aus der Identitdt (1) hervorgehen.
Setzen wir ndmlich in der Gleichung (1) (n — i) anstatt i ein und legen dann in der
so entstandenen Gleichung n =j, m =k, x = 2j, so erhalten wir gerade die
erwiinschte Relation (3).
Um nun die Beziehung (4) zu beweisen, teilen wir zuerst die Summe auf der linken
Seite in zwei Teile

N R TN ) B A D 1

Durch die Substitution 2k — j — i = I haben wir weiter

Jj . i _ _
s=(pelen -0 (N (* 2 g e (D ()
i=o l k-1 k
und mit Benutzung von (1) und (0) erhalt man schliesslich
k—j—1 k—j
(cap (Y- (-2 -1y
k—j—1 k—j
S (cap k(Y (- - 1) g
k—j-1) \k=—j-1
Damit ist auch die Relation (4) bewiesen.
J. Metelka hat in seiner auch schon zitierten Arbeit [3] die Identitét

¥ S ()50

bewiesen. Hierbei bedeutet r eine beliebige natiirliche Zahl und N eine geniigend
grosse natiirliche Zahl.
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Offenbar konnen wir diese Gleichung in folgender Form

Fer ()0

schreiben und diese Beziehung geht direkt aus der Gleichung (2) hervor, wenn wir
dort r anstatt n und (2r — 1) anstatt m einsetzen.
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Vytah
POZNAMKA K JEDNE PRACI V. KLEE-A

Joser KAucky, Bratislava

V ¢&ldnku se ukazuje, Ze identity (3) a (4), které dokdzal V. Klee v préci [2] a vztah
(6), ktery odvodil J. Metelka v pojedndni [3], jsou jednoduchymi désledky zndmych
a b&n& uZivanych kombinatorickych vzorci (1) a (2).

Pe3rome

3AMEYAHUE K OOHOM CTATHLE B. KJIA

VIOCE® KAYLIKU (Josef Kaucky), Bparuciasa

B craTbe nokasano, yro toxaectsa (3) u (4), aoxaszannsie B. Kim B paGore [2],
u cooTHowenue (5), noiydennoe M. Mereinkoi B pa6ote [3], sBnsroTca mpocTeiMu
ClIeICTBHSIMH M3BECTHBIX H 4aCTO HCIOJIb3YeMBIX KoMOHHaTOPHBIX hopmyi (1) u (2).
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