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Casopis pro péstoviani matematiky, ro€. 85 (1960), Praha

REFERATY

K JEDNOMU MINIMALNIMU PROBLEMU O. BORUVKY

(Vlastni referét K. Curiza o predngice proslovené v ,,Diskusich o novych pracich brnén-
skych matematiki‘‘ dne 4. 5. 1959 v Brné)

Necht (V, E) je koneény, neorientovany a souvisly graf (bez smyéek), kde V p¥ip. E
znaéi mnozinu viech jeho uzlt pip. hran (dva uzly mohou byt spojeny vice nei jednou
hranou). Necht ¢ je kladn4, redlnd funkee definovand na mno%ind E, tzv. ohodnocent grafu
(V, E). Rikejme, e ¢ je ostré ohodnocent, jestlize plati ¢(h’) = g(h”) =k’ = h”, kde
W, eE.

Ost¥e ohodnocenym grafem (V, E) se zabyval O. BorOvka (O jistém problému minimél-
nim, Préce mor. p¥r. spol. v Brnd, IIT (1926), spis 3, 1—22), ktery podal konstrukei tzv.
jeho minimdlni kostry (tj. takového jeho souvislého subgrafu (V, A), Ze vyraz T o(h) je

hed

minimélni, odkud jiz plyne, Ze (V, 4) musi byt kostrou). Dal$i konstrukce minimdlni
kostry podal V. JARNIK (O jistém problému minimélnim, Prdce mor. p¥ir. spol. v Brnsg,
VI (1930), spis 4 (567—63) a J. B. KRUSKAL (On the shortest spanning subtree of a graph,
Proc. Amer. Math. Soc. 7 (1956), 48— 50).

Obecn$ (nikoli nutné ost¥e) ohodnocenym grafem (V, E) se zabyval A. Korzia, v jedné
své dosud nepublikovang prici. Jeho konstrukee minimélni kostry v tomto obecndjifm
piipadé odpovidd jedné z konstrukei Kruskalovych. '

Zatim co v ostfe ohodnoceném grafu existuje prévé jedna jeho minimdlni kostra, méZe,
v obecné ohodnoceném grafu existovat vice minimélnich koster. A. Kotzig nasel nutnou
a postadujici podminku, kdy existuje pravé jedna minimélni kostra. Tuto podminku lze
formulovat takto: je-li (V, 4) minimélni kostra grafu (V, E) s ohodnocenim ¢ a je-li
heE — A, pak pro libovolnou hranu %’ ¢ 4 lezici na kruznici, kterd vznikla pridénfm
hrany h k mnoZiné hran 4, plati p(A’) < @(h).

Tuto podminku lze dostat jako zvld8tn{ ptipad zobecn&ného Kotzigova problému jedno-
znadénosti, kdyZ misto koster uvazujeme tzv. k-kostry.

Nazvéme jadrem grafu (V, ) takovy jeho subgraf, ktery mé stejny stupen souvislosti
(Zusammenhangszahl) jako (V, E) a pii tom kazdé jeho hrana lezi alespoil na jedné kruz-
nici, pokud (V, E) neni stromem. Jéddrem stromu rozumé&jme napi. prédzdnou mnozZinu.
Pak kazdy graf (V, E) mé prévé jedno jéddro a jednu vétu D. KoN16A (Theorie der endli-
chen und unendlichen Graphen, 1936, véta 16 na str. 54) 1ze doplnit takto:

Véta 1. Ubrdnim hrany koneéného neorientovaného grafu se swizi jeho. stuperi souvislosts
{0 jednitku) prdvé tehdy, kdy% ubirand hrana patFi jeho jddru a naopak pfiddnim hrany se
stupeti takového grafu zvyst pravé tehdy, kdyz ji pfiddvdme k nékteré jeho souvislé komponenté
(v Konigovskijch grafech neexistugs toti% isolované uzly).

Nazvéme déle k-kostrou grafu (V, F) takovy jeho subgraf, jehoZ stupeni souvislosti je &
a p¥i tom p¥iddnim libovolné dal$f hrany se jeho stupen souvislosti zvysi. Jde zfejms o for-
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méln{ zobecnéni Konigovy. definice kostry (L. ¢. str. 56) a O-kostra je obydejnd kostra.
O k-kostréch lze odvodit fadu vét up].ne analogwkjrch vétém o kostrdch. Zejména plath:

Véta 2. Subgraf (V', E') je k-kostrou soumslého, konedného grafu (V, E) prdvé tehdy, kdy%
1) (V', E’) je sowvisly, 2) V' = v, 3) (V’, B’) md stuper souvislosti k.

Vzhledem k zobecnéné Kotzxgové otdzce jednoznadénosti jsou uZitedné nédsledujic{ lens-
mata: .

Lemma 1. Necht (V, 4) je k-kostra konedného a souvislého grafu (V, E) a necht K‘A’ znali
mnoinu viech hran jddra.grafu (V, A U {h}), kdyZh ¢ B — A. Potom platt: 1) (V, A U {3
kdeh, e E — A, je (k + 1)-kostra grafu (V, E), 2) b, EKW cAu {h}: 3) (V, [4 U {~y}] —
— {hy}) je k-kostra grafu (V, E) pro kafdow h, € K"l".

Lemma 2, Necht (V, 4) a (V, B) jsou k-kostry koneéného a souvislého grafu (V, E) a neché

A =+ B. Pak existuje takové prosté zobrazeni f mnoimy B—4= {hl, by - --s By} mw mno-
#inu 4 — B, Ze f(h,) ¢ K& pro kadé i = L 2,. ‘

Zavedeme-li pfirozenym zplisobem péjem mxmmé,lni Ic-kostry, pak z obou lemm@ﬂ
plyne

Véta 3. Necht ¢ je ohodnocent konetného a souvislého grafu (V E) a nechkt (V, A) je jeho
minimdlnt k-kostra. Pak (V, A) je jedinou jeho minimdini k-kostrow prdvé tehdy, kdyZ pla{‘

L. heE—A, WeK@®, W +h=gh) > ph).

Prok = 0 je K zfejm$ krunicf a uvedend podminka je podminkou Kotzigovou.

0. Bortivka se omezil na pifpad ostrého ohodnoceni proto, Zé v praxi (kdyz glo o mxm
mélni elektrovodné sit8) lze téchto specléhxich podminek vzdy doséhnout. Intuitivné je
totiz z¥ejmé, %e zménime-li dané obecné ohodnoceni dostateénd mélo tak, aby vzniklo
ohodnocenf ostré, Ze to nebude mift vliv na hledanou minimélnf kostru co do jej{ minima-
lity. D4 se skutednd dokézat, Ze tato mtulce je spravné

Predeviim totiz ke kasdému ohodnocent @ grafu (V, E) emstu]e takové redlné éts!o
8, > 0, Ze plati

@) © A,BCH, Db D ol)=>e,< | oh) — > ph) |
. heA heB heA heB

Déle existuje ke kazdému ¢, takové ostré ohodnocen{ !/Ja, daného grafu; Ze
(3) zwy,(h) < eq,

Potom vsak H = @ + y,.Je podle (2) & (3) ziejm$ ostrym ohodnocenfm daného grafu
a nazyvejme je dovolmou perf/urbcm daného ohodnocent ¢. Pak plati .

Véta {. Necht' @ je ohodnocewi Fonetného a sourislého grafu. Potom minimdint kostra dc-
ného grafu vzhledem k néjaké dovolené perturbaci H Jje mintmdlnt kostrou také vzhledem k ¢
a naopak kazdd mzmmalni Fkostra vzhledem k ¢ je mzmmalni kostrou vzhledem k vhodné dom-
lené perturbact I, ‘

Z této véty ihned plyne, Ze pri hledéni mmlmé,lmeh koster obecné-ohodnoceného grafu .
1ze zésadn8 vystadit s konstrukcemi tykajicimi se graft ost¥e ohodnocenych.

.Karel Culik, Brno
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