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&asopis pro p&stovini matematiky, ro&. ” (1967), Praha

AUTOMATY BEZ VNITRTNI PAMETI

Jikf HoRes§, Brno
(Doslo dne 17. ledna 1966)

UvaZme klasicky model automatu s vn&jsi paméti a se vstupem (Turingiv stroj
se vstupem). Zafizeni sestdvd z konetného automatu A, pdsky P rozdé€lené na pole

A

p H

Obr. 1.

a hlavy H zprostfedkujici interakci &dsti A a P, Tato interakce a tim i-&innost celého
zafizeni je popsdna mnoZinou vztahi, z nichZ kaZdy je tvaru

(1) ijpsr - s;q;M >

kde x; oznaluje n€jaky prvek ze vstupni abecedy X = (x4, ..., X;), 4, a g3 Prvky
z mnoZiny vnitfnich stavii Q = (g, ..., g,) konedného automatu A, s, a s, symboly
z pracovni abecedy S = (s, ..., s,) a M jeden ze tfi symbold R, L, N, uddvajicich
zménu polohy hlavy H (po fad&: posuv vpravo, posuv vlevo, Z4dny posuv). Omezi-
me-li éinnost celého zafizeni tak, aby bylo zajiiténo, Ze bude vyuZit jen omezeny kus
pdsky T délky ¢ (viz obr. 1), pak ho miizeme interpretovat jako novy kone&ny auto-
mat D s celkovym poétem vnit¥nich stavii 7 spliiujicim vztah

(2) Asn.t.m'

Vznikd pak pfirozend otdzka, jak lze obrdcené dany konedny automat D realizovat
ve formé spojeni koneéného automatu A s pdskou P, t. zn. jak lze roz§tépit automat
na vnitfni a vn¥j¥i &dst. Je patrné, Ze (2) uddvé nutnou podminku pro moznost takové
realizace. Tato podminka vSak neni zdaleka postadujici, coZ je ddno tim, Ze z libo-
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volného z t . m* stavll pdsky P (pfihliZime i k poloze H) lze po aplikaci libovolného
vstupniho symbolu (tj.: v jednom taktu) dosghnout pouze jednoho z 3m stavi (které
jsou v jistém smyslu blizké vychozimu). S druhé strany je vidét, Ze formulovand
otdzka md dv& trividlni FeSeni, nejsme-li nijak omezeni pfi vyb&ru ¢isel m, n, t:
jednak sta¥i poloZit n = #i, m = t = 1 (uvaZovat pdsku je v tomto pfipadé oviem
zbytetné), jednak stadf volit m =n’, n =t =1 (pFesn&jsi formulace této \ivahy se
objevi ve v&t& 6 niZe). Prévé tento druhy p¥ipad — kdy automat je realizovdn vyhrad-
n& vn&j§i paméti — je motivaci Gvah rozvijenych ddle. I kdyZ na obecnou otdzku
rozkladu kone&ného automatu na vnitfni a vn&j§i &dst navazuje fada zajimavych
problémi, v této préici se omezime jen na studium systémi, u nichZ A je jednostavovy
automat (tj. automat bez paméti: vekerd pam&f je vng&jii). Uvedeme n€které charak-
terizace mnoZin reprezentovatelnych riznymi typy takovych zafizeni, sestavime
jistou jejich hierarchii a upozornime na souvislosti s pfiklady mnoZin, uvddénych
v literatufe.

Automatem A typu i (i = 1, 2, 3) bez vnitFni paméti (v daldim téZ struén& automa-
tem, pfip. automatem typu i) nad abecedou X = (xy, ..., X;) s pracovni abecedou
S = (sy, ..., ) nazveme zafizeni sestdvajici z pdsky rozdglené na pole (viz obr. 2)

Obr. 2.

a hlavy (na obr. zndzorn&na Sipkou), jehoZ &innost je ddna vztahy tvaru:

3 pro i=1) x;- M
@) pro i=2) x5 ->M
5) pro i=3) x5 ->sM,

pfi¢em¥ mnoZina t¥chto definujicich vztahii obsahuje pro kazdé j, 1 < j =<k,
a(vpfipad€i = 2,3)kaZdér,1 £ r < m, vidy prdvé jeden vztah s levou stranou x;s,
(pHp. x; pro i = 1). M nabyvd hodnot R, L, N, uddvajicich b&Znym zpiisobem pohyb
hlavy. _

Automat typu 1 pracuje tedy tak, Ze se jeho hlava v zdvislosti na vstupnim signdlu
pohybuje doprava, doleva & zistdvd na mist® (nedte, netiskne), hlava automatu
typu 2 se pohybuje v zdvislosti na vstupu a na pozorovaném symbolu (&te, netiskne),
hlava automatu typu 3 v zdvislosti na vstupu a pozorovaném symbolu provede
ptepis symbolu na pdsce a p¥isluiny pohyb (&te, tiskne). Odiivodn&ni ndzvu (automaty
bez vnitFni paméti) plyne okamZit¥ ze srovndni (1) a (3)—(5), motivace definice je
ddna jednak Gvodnimi divahami &ldnku, jednak tivahami, podobnymi tém, které jsou
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pro analogické pfipady popsdny v literatufe (srv. napf. [3], [6]). Poznamenejme
jest&, Ze maji-li byt automaty bez vnitini pamé&ti modelem pro redlnd zatizeni (mani-
pulace s vn&j$i paméti), pak pfipad i = 2 odpovidd pouZiti d&rné pdsky (neni moZno
libovolng pfepisovat — viz je§té pozndmku 1 za vétou 6: automaty typu 3'), pfipad
i = 3 odpovidd uZiti pdsky magnetické.

Automat typu i reprezentuje jev U(U = X*), existuje-li po&4tedni konfigurace
(tj. potdtetni zdpis na pésce takovy, Ze s vyjimkou kone&ného po&tu poli je na viech
zapsdn symbol s; odpovidajici prdzdnému znaku a po&dte¥ni poloha hlavy na pdsce)
a takovd podmnoZina S* mnoZiny S, %e u € U prdvé kdyZ po aplikaci vstupniho
slova u se automat dostane do konfigurace, v niZ hlava je nad polem, na némZ je
zapsdn néktery ze symboli mnoZiny S* (takové symboly nazyvdme vyznalené).
Jev U nad abecedou X je i-reprezentovatelny, existuje-li automat typu i nad abece-
dou X s vhodnou pracovni abecedou S, ktery ho reprezentuje. Pfirozenost té&chto
definic vyplyvé ze srovndni analogickych definic pro kone&né automaty (reprezentu-
jici reguldrni jevy).

Ukolem prvnich 3esti v&t je podat jisté charakterizace i-reprezentovatelnych jevii
a zejména pak popsat jejich vzdjemné vztahy jakoZ i vztahy k jevium reguldrnim.

Véta 1. Jev U nad abecedou X je 1-reprezentovatelny prdvé kdyZ plati: existuje
rozklad mnoZiny X na (navzdjem disjunktni) mnoZiny X,, X,, X, tak, ¥e ue U
prdvé kdy? rozdfl |uy,| — |ux,| je roven nékterému celému &fslu z vhodné jejich
mnoZiny, kterd je bud konecnd nebo md konecny dopinék. |ux‘| pi’ltom oznacuje
pocet prokit mnoZiny X, obsaZenych ve slové u (i = 1, 2).

Diikaz. Necht automat A typu 1 reprezentuje jev U. Cinnost automatu je d4na
vztahy (3). Definujeme hledany rozklad podminkami:

(6) x;j—» R pro x;eX,, x;»L pro x;eX,, x;= N pro x;eX,.

Odislujeme celymi &isly po fad& jednotlivd pole pdsky tak, Ze pole, nad nimZ je hlava,
v po&dtetni konfiguraci vystupuje jako nulté, a utvofme mnoZinu C = (¢, c,, ...)
viech celych ¢&isel, kterd oznaduji pole, na nichZ je zapsdn né&jaky vyznadeny symbol.
C je bud koneénd (je-li symbol s, nevyznadeny) hebo md kone&ny dopln&k (v opaéném
piipadg). Je-li nyni ddno vstupni slovo u € X, pak po jeho aplikaci se posune hlava
pravé o |ux,| — |ux,| poli vpravo a octne se tedy nad n&jakym vyznadenym polem
pravé kdyZ tento rozdil pat¥i do C. Pfi ditkazu obrdceného tvrzeni vychdzime od dané
mnoziny C, konstruujeme podle ni po¢dteéni konfiguraci a definujeme &innost auto-
matu A typu 1 vztahy (6), kde X; jsou nyni ddna (i = 1, 2, 3). Detaily této &dsti
diikazu pfenechdvdme Ctendfi.

Oznagme pismenem U mnoZinu viech reguldrnich jevii, pismeny %, (i = 1, 2, 3)
mnoZinu viech i-reprezentovatelnych jevii. Vzdjemné vztahy té&chto mnoZin budeme
zachycovat graficky. Pfitom budeme mit vZdy na mysli jevy nad toutéZ pevn& danou
abecedou X = (x,,..., %), k = 2.
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Véta 2. Vzdjemny vztah mezi mnoZinou vSech reguldrnich jevii a jevii 1-reprezen-
tovatelnych je ddn na obr. 3.

Diikaz. Je tfeba ukdzat existenci jevit U,, U,, U;. Za jev U, vezmeme mnoZinu
viech slov u spliivjicich vztah |uy | = |ux,|, kde X;, X, tvoti libovolny rozklad
mnoZiny X takovy, Ze X, * 0 + X,. Jak je zndmo, U, ¢ A, podle véty 1 viak
U, e U,. Existence U, bude dokdzdna (v siln&jsi form&) ve v&t& 5. Do A n A, patti
m. j. trividlni jevy: U; = @ resp. Uy = X*; sta¥l poloZit x; - N pro viechna j,

1<j<k a vyznalit resp. nevyznalit symbol,
nad nimZ se nachdzi hlava na zag&dtku.
Abychom ziskali &dsteCnou charakterizaci jevil
Q 2-reprezentovatelnych, zavedeme nyni tuto definici:
kone&ny Mooreliv automat (obvyklého typu, tj.
zadany vztahy x;q, - g;) nazveme uspoFddanym,
Ize-li jeho stavy ocislovat pfirozenymi &isly
1,2,...,n tak, Ze pro kazdy symbol x; vstupni
abecedy je
Obr. 3. (7) X4, > g5
kder—1g7F<r+1proviechnar,1 <r <n(pror=1klademe r — 1 = 1,
pro r = n klademe r + 1 = n).

Véta 3. Je-li koneény automat A o n stavech uspoiddany, existuje automat A
typu 2 reprezentujici tenty¥ jev. A lze pfi tom volit tak, aby u¥ival pouze koneiné
édsti pdsky délky n a aby jeho pracovni abeceda neméla vic jak min (n, 2.3%)
symboli. ’

Dikaz. Zvolme n sousednich poli pdsky, oislujme je po fadé& &isly 1,2,...,n
Mrl

a zapi¥me na r-té pole vektor | : |sestaveny z pravych stran vztahii (7), definujicich
’ Mrk

kone¢ny automat A, v nichZ misto ¢; piSeme: pro¥f =r + 1 M,; =R, pro+ =

=r—1 M,; = Lapro7 =r M,; = N. KaZdy z vektorl je navic opatfen indexem

a = 0¢& a = 1 podle toho, zda r-ty stav g, kone&ného automatu A je &i neni vyzna-

%n. Takto utvofenych vektorf je nejvySe 2.3* navzdjem riiznych; nechtf tvoii pra-

covni abecedu konstruovaného automatu A, v niZ jsou prdvé ty symboly, opatfené

indexem 0. Cinnost automatu A definujeme vztahy

Mrl
i > M,
Mrk a

pro 1 S j S k. Tento automat typu 2 spliiuje poZadavky vty a jeho konstrukci
kond jeji dlkaz.

196



Jak ukazuje pfiklad koneéného automatu z obr. 4a, existuji koneéné automaty,
které nejsou uspofddané a pfesto jevy jimi reprezentované jsou 2-reprezentovatelné:
fadu koneénych automatil 1ze totiZ uspofddat, tj. nalézt k nim uspofddany konecny
automat, reprezentujici tyz jev (obr.4b; po&dtednimi stavy jsou na obr.4 vZdy stavy g,
vyznadené stavy jsou vysrafovény).

Obr. 4b.

Ponévadz tfida automatii typu 2 obsahuje tfidu automati typu 1, nelze podle véty 2
vétu 3 obrdtit. Omezime-li se v§ak na automaty typu 2 reprezentujici reguldrni jevy,
obrdcené tvrzeni plati:

Véta 4. Reprezentuje-li automat A typu 2 reguldrni jev R, Ize tento jev reprezento-
vat také vhodnym uspofddanym konecnym automatem.
Diikaz. Uvedeme nejprve ndsledujici:

Lemma. Jev reprezentovany automatem typu 2 ufivajicim pouze omezené Cdsti
pdsky délky n lze reprezentovat vhodnym usporddanym konecnym automatem
o0 nejvySe n stavech.

Diikaz lemmatu je jednoduchy a pfenechdvdme ho Stendfi. Ditkaz véty probihd
nyni takto: necht T ozna&uje tu &ist pdsky automatu A, mimo niZ jsou zapsdny jiz
pouze symboly s, (obr. 5).

ad ! b
S|S|S: S{S|SfS

Obr. 5.
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JestliZe nyni mezi vztahy (4), definujicimi A neni dvojice
(8) x;8y >R, x35, > L

pak jakmile A sejde s T o vic neZ jedno pole, jiZ se nad T nevrati (zistdvd stdt nebo
se vzdaluje), takZe pozoruje jiZ jen symbol s,. ZapiSeme-li tedy na politka « a B
novy symbol § (ktery neni symbolem pracovni abecedy automatu A), vyzna&ime-li
resp. nevyzna¢ime-li ho podle toho, je-li &i neni-li vyznadeny symbol s, a pfiddme-li
ke vztahiim definujicim &innost A daliich k vztahi

) x;5— N proviechnaj, 1<j<k,

pak ziskdme automat A typu 2 nad rozsifenou abecedou {s;, ..., s,, 5}, ktery repre-
zentuje tentyZ jev jako automat A a splituje navic poZadavky lemmatu. Nechf tedy

(8) plan pro vhodnd j, j. Pfedpoklddejme, Ze existuje vstupni slovo u, po jehoZ aplika-
" ci pfejde automat A z politedni konfigurace do takové, v ni¥ jeho hlava sejde
s &4sti T; bez Gjmy na obecnosti miiZeme pfedpoklddat, Ze sejde vpravo, takZe se
dostane na pole oznacené pismenem y. Kdyby takové slovo u neexistovalo, dostaneme
opét pfipad zahrnuty v lemmatu. Bud ddle v slovo nejkrat§i délky takové, po jehoz
aplikaci se hlava dostane z pole y nad n&jaky vyznadeny (nevyznadeny) symbol v T,
pti &emZ pfedpokldddme, Ze s; je nevyznadeny (vyznaleny). Jestlize slovo o této
vlastnosti neexistuje, pfepiSeme s; na y na § a pouZijeme stejného obratu jako v pfi-
padg popsaném vztahem (9). Dostaneme tak op&t p¥ipad spadajici pod lemma. Zbyv4
tedy vysetfit p¥ipad, kdy obé slova u, v existuji. UvaZme nyni jevy R; = {ux}x;v l t=
20}, R, = {ux}x;vl t >t 2 0}. Z jejich definice a z (8) vyplyvd, Ze R, = R
zatimco R, N R = @ (upozoriiujeme, Ze v bylo slovo nejmen3i délky popsané vlast-
nosti), kdyZ pfedpokldddme, Ze s, je symbol nevyznadeny; v opainém ptipadg dost4-
vdme obrdcen& R, n R = @, R, = R. Av3ak vztahy

(10) RycR, R,AR=0 nebo R,c R, R,AR=0

ukazuji, Ze prdv& uvedeny pfipad nemiZe viibec nastat: Zddny jev R s vlastnostmi (10)
nemiZe byt reguldrni. Pfedpoklddejme naopak, Z¢ n&jaky koneiny automat A
reprezentuje jev R. Vzhledem k omezenému poétu stavii se A dostane do téhoZ

stavu po aplikaci slov ux}“, uxj pro vhodné d, d > 0, takZe musi pfejit do téhoZ

stavu i po aplikaci ux}“x'v i po aplikaci uxjx v. Avsak prvni slovo ndlezi do R,,

kdeZto druhé do R,, &imZ dostdvdme spor s (10) Tim je dikaz véty ukoncen.

Véta 5. Vzdjemny vztah mezi mnofinou vSech reguldrnich jevii, jevii 1-reprezento-
vatelnych a jevii 2-reprezentovatelnych je ddn na obr. 6.

Dikaz. Inkluze W, < A, je trividlni. Za pFiklad jevu U, vezm&me jev reprezento-
vany kon. automatem A, z obr. 7a (poddt. stav q;). Podle véty 4 stadi ukdzat, Ze
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tento kon. automat nelze uspofddat. Pfedpoklddejme opak (viz obr. 7b). Zvolme
v uspof. kon. automatu A, nevyznaleny stav q,. Pon&vadZ v A, je x;q; = q,,
kde g, je vyzna¥eny, nelze v A, poloZit x;q, — q, ale x;q; = g, kde g, novy stav.

Obr. 6. Obr. 7a.

O
O
@
©

Obr. 7b.

Dile nelze v A, poloZit ani x;q, — 4 (ze stejného divodu jako prve) ani x;q, — q;,
poné&vadZ pak by kon. automat A, reprezentoval jev, do n&hoZ by patfilo slovo x3,
které nepatii do jevu, reprezentovaného A,. Je tedy tfeba v A, poloZit x,9, — g3,
kde g, * 43 ¥ q,. Ze zcela analogickych pfiin nelze pfipustit ddle ani x;q; — g,
ani x;q; — q3 a obecné ani x;q, — ¢,_, ani x;q, = q,, ¢imZ dostdvdme spor s kone<-
nosti automatu A,. Jakd pfiklad jevu U nad abecedou A = (x, y) (obecny pfipad
se dd vySetfit analogicky — podobn& v dalich pfikladech) miZe slouZit jev reprezen-
tovany koneénym automatem z obr. 4. Podle véty 3 je U e A,, podle definice je
U, € A a koneéné z véty 1 usoudime na to, Ze U; ¢ A: skuteén& podle této véty lze
o pfislusnosti slova u k mnoZin€ reprezentované automatem typu 1 rozhodnout
vyhradn& na z4kladg znalosti po&tu jednotlivych symbolfi vstupni abecedy ve slové u.
Na druhé strang je vidét pfimo z obr. 4, Ze x2x'y € U4(t 2 1), zatimco slova o stejném
poétu symbold x, y tvaru yx**2 do U, nepatfi. Kone&n& definujeme jev U,. Automat
typu 2, ktery jej reprezentuje, md dvouprvkovou pracovni abecedu sestdvajici se

z nevyznaéného symbolu a, a vy-
znaleného s,, poddteéni konfiguraci 1
dle obr. i t hy: '
podle obr. 8 a ¢innost danou vztahy . S, 3, S, 5. S,|S,

xs, >R, r=12, ys; »L,
ys, = N . ~ Obr. 8.

Snadno se pfesvéd&ime, Ze slova tvaru x*y* (¢t = 1) patfi do U,, zatimco slova tvaru
x'y"" ani slova tvaru yxy*~* (¢ > ¢’ 2 1) tam nepatfi. Z prvnich dvou skute&nosti
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vyplyvd, Ze U, nemiiZe byt reprezentovdno konednym automatem, z prvni a posledni
podle véty 1 opét, Ze U, ¢ UA,.

Viimn&me si kone€né automati typu 3; jde v podstaté o Turingovy stroje s jedinym
vnitfnim stavem, o nichZ je zndmo [5], Ze nejsou ekvivalentni oby&ejnym Turingo-
vym strojim. Na druhé stran& tvrzeni [5], Ze takovéto Turingovy stroje vy&isluji
pouze periédické posloupnosti, nds nesmi svést k domnénce, Ze jsou schopny repre-
zentovat jen nejjednodus¥i jevy. To plyne jiZ z inkluze A, = A, a véta 5; v dikaze
ndsledujici v&ty ukdZeme, Ze je to dokonce jiZ dost silny prostfedek reprezentace
jevl; 3-reprezentovatelné jsou nejen viechny reguldrni jevy, ale i takové klasické
pfiklady nereguldrnich jevi, jako je jev ,,byti étvercem* [2].

Véta 6. Vzdjemny vztah mezi mnoZinou vsech reguldrnich jevi, jevii 2-reprez.
a jevil 3-reprezentovatelnych je ddn na obr. 9.

Dikaz. Inkluze A, < A, je trividlni. Inkluzi A < A,
dokdZeme také velmi jednoduSe. Necht je ddn kon. auto-

.o mat A s mnoZinou stavii @ = (q,, ..., g,) a &innosti danou

vztahy
(11) xq,->q (j=12..k).
a.-u Sestrojme automat A typu 3 nad toutéZ abecedou s pracovni
3 s abecedou S = (sy, ..., s,,) a ¢innosti danou vztahy:
Obr. 9. x> SN (j=1,2,..,k),

kde j, r, ¥ (a vztahy mezi nimi) jsou tytéZ jako v (11). Automat A tedy pottebuje
pro svou prdci jen jediné pole pasky a na to si zaznamendvd stavy simulovaného
kone&ného automatu A (symbolem s, znati stav ¢,). Vyznatime-li v A s, prave tehdy,
je-li v A vyznalen stav g, a zapiSeme-li do pozorovaného pole pdsky na zaldtku
symbol s, odpovidajici podte¢nimu stavu g, kon. automatu A, reprezentuje ziejmé A
tyZ jev jako A. Pfejdéme nyni ke konstrukci jevu Ug. Sestrojime nejprve nad abece-
dou X = (x, y) posloupnost

(12) XYYXYYYYXYYYYYY% ...

takovou, 7¢ symbol x se objevi pravé& na 1, 4,9, 16, ..., n?, ...-tém mist&. Jev Ug
definujeme jako mnoZinu viech (kone&nych) po&dte€nich usekd této posloupnosti:
Ug = {x, xy, xyy, xyyx, Xyyxy, } Abychom dokdzali U, € A5, sestrojime nad X
automat typu 3 s pracovni abecedou S = (sy, 3, 83, 54, 5) s jedinym nevyznaenym
symbolem ss, 8 poddteéni konfiguraci podle obr. 8 a &innosti danou vztahy:

xs; »ssN pro i=1,3,4,5; ys;—>ssN pro j=2,5
xs, = §$,R .ysy = 3N

ys3 = s4L

yss4 = 3R



Oveéfeni skutednosti, Ze hlava se nachdzi nad vyznagenymi stavy pravé potud, pokud
se vstupni posloupnost neodchyluje od (12) (na zdkladg toho, Ze hlava zachdzi stdle
hloubéji vpravo vracejic se vZidy nad vychozi pole a na zdkladé vzorce pro soudet
aritmetické fady) pfenechdvdme &tendfi. Vztah Ug ¢ U je dobfe zndmy z literatury.
Zbyvd tedy dokdzat Ug ¢ U,. Pfedpoklddejme opak. Necht tedy automat A typu 2
reprezentuje Ug; T nechtf oznaduje tu &dst pdsky, mimo niZ jsou jiZ zapsdny pouze
symboly s, (obr. 5). Pon&vadZ rozdil (n + 1)> — n? — 1 = 2n odpovidajici po&tu
symbold y mezin-tyma (n + 1)-tym symbolem x v posloupnosti (12) lze udélat libo-
volng velkym, musi se hlava automatu A pro vhodné u € Ug vzddlit od T (libovoln&
daleko, tedy:) aspoti o 2 pole (jinak bychom dostali spor se vztahem (2)). Po aplikaci
tohoto slova na pocédteéni konfiguraci se tedy dostane hlava na misto, na némZ,
jakoZ i na sousednich polich je zapsdn symbol s,. Proto nemiize A odlisit slova ux, uy,
tj. do jevu, ktery je jim reprezentovdn bud obé patii & ob& nepatfi; tim dostdvdme
spor s definici Ug.

Pozndmka 1. Vedle automatii uvedenych typii by mohlo mit z hlediska interpreta-
ce dobry smysl zavést i automaty typu 3’, s funkci pfechodu tvaru (srv. s (5)): x;s, —
— s;M, kde s; je n&ktery ze stavil, jeZ je ve smyslu n&jakého zadaného (&dsteného)
uspofdddni mnoZiny S pracovnich symbolil za symbolem s, (odtud plyne m. j., Ze na
daném poli je mozno provést jen kone&n& mnoho pfepisit). Takovyto model by posti-
hoval jisté mezi¢ldnky mezi automaty typu 2 a 3 a byl by zejména vhodny k vyjddfeni
manipulace s dérnou pdskou (srv. s moZnosti dodérovat n&které znaky a obtiZnosti
‘zalepit’ jiné; v tomto pfipad€ je velmi snadné definovat zcela.prifozené &dsteéné
uspofdddni symbolt sestdvajicich u k-stopé d&rné pdsky z posloupnosti k nul a jed-
notek).

Pozndmka 2. Simulovdni koneného automatu A ze vztahu (11) automatem A
pouzivajicim jediného pole pdsky ddvd moZnost dal3i interpretace zavedenych pojmi.
UvaZme model z obr. 1, kde A je jednostavovy automat (bez paméti), zatimco jed-
notlivd pole pdsky P interpretujeme jako kone&né automaty, z nichZ v daném &aso-
vém okamziku prdvé jeden pfijim4 vstupni signdly a m&ni své vnitini stavy (tj. zdpisy
na pfisluiném poli pdsky P) dokud — v zdvislosti na vstupnim signdlu a vnitfnim sta-
vu pracujiciho kone¢ného automatu — neni Fizeni pfeddno n&kterému sousednimu
kone&nému automatu.

Za 1i¢elem sledovdni stdle ,,dokonalejSich** prostfedkii se omezime ddle jen na auto-
maty typu 3 a zminime se stru¢né o situaci, kdy automat md k dispozici vice pdsek
(také by bylo moZno uvaZovat p¥ipad vice hlav na jedné pdsce, ktery zahrnuje v jistém
smyslu pfedchdzejici, viz [1]). Oba ptipady lze obecn& popsat vztahy, jeZ jsou zobec-
n&nim vztah (1); pro struénost uvaZujeme pouze ptipad dvou hlav:

(13) X4 ,5,15,2 = Si1Sr2d7M1 M2

kde s,1(571) j& symbol &teny (psany) hlavou &. 1, 5,5(s7;) symbol &teny (psany) hlavou
&. 2 a M,(M;) uddv pohyb hlavy &. 1 (2). Prejdeme-li k automatu bez vnitfni pam&ti
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(4. vySkrtneme-li v (13) symboly stavit g,, 45), dohodneme se, Ze slovo u patfi do
jevu jim reprezentovaného pravé kdyZ po aplikaci tohoto slova se aspoii jedna z hlav
nachdzi nad vyznadenym symbolem (jsou moZné rizné modifikace této definice).
DokdZeme niZe, Z¢ v uvedeném smyslu mohou automaty s dvéma pdskami vic neZ
automaty s jednou pdskou.

Oznaéme pismenem 2 mnoZinu viech jevil reprezentovanych (v redlném <ase)
automatem s jednou pdskou (tj. Turingovym strojem se vstupem podle (1)) a ddle
symbolem A2 mnoZinu jevii reprezentovatelnych automaty typu 3 se dvéma pdskami.

Véta 7. Vzdjemny vztah mezi mnoZinou vSech 3-reprezentovatelnych jevii, jevii

reprez. automaty se vstupem a s vnitini paméti a jevi reprez. automaty typu 3
s dvéma pdskami je ddn na obr. 10.

Obr. 10.

Dukaz. Je trividlng A; = A. Metodou prvni &dsti ditkazu véty 6 a porovndnim
vztaht (13) (s vySkrtnutymi symboly q,, g; a2 M, = N) se vztahy (1) nahlédneme, Ze
jedna z pdsek automatu A piisluejiciho jevu z 2% muiZe simulovat koneény automat,
tak¥e A bez vnitfni paméti s dvéma pdskami miZe simulovat automaty s jednou
péskou s vnitfni paméti, tj. & < A3. Za hledany jev U, vezmeme ten, 0 n¥mz je v [4]
dokdzdno, Ze neni reprezentovatelny na jedné pdsce ani ,,kompletnim** Turingovym
strojem (ve smyslu naSich dosavadnich definic, tj. v redlném &ase); snadno se ukéZe,
¥e odlisnost definic reprezentovatelnosti dand tim, Ze v naSem pfipadé uvaZujeme
vyznadeny symbol pracovni abecedy, je z uvaZovaného hlediska nepodstatnd. Nagim
tikolem bude tedy pouze ukdzat reprezentovatelnost U, automatem A bez vnitfni
paméti s dvéma pdskami. UvaZme tedy jev U, nad abecedou X = (xy, X, X3, X4 X5, X¢)
definovany: u € U, préav& kdyZ je tvaru vwxsv™* nebo tvaru vwxew ™!, kde v (w) je
slovo nad abecedou (x;, X2) (X3, *4)) a z™* zna&i slovo s opainym pofadim pismen
slova z. Automat A md pracovni abecedu S = (sq, 52, 53, Xy, X3, X3, X4» X5, Xg)»
vyznadeny je prdv& symbol s,, po¥dtetni konfigurace podle obr. 11 '

P 7

Obr. 11.




a jeho &innost ddna vztahy:

(14) pro pdsku a hlavu &. 1 pro pédsku a hlavu &. 2
xjs; = x;R j=1,2 x5y >N j =125
x> 5N j=3,46 x;5 = X;R j =34
x5y >s;L j =35 x> s,L j=6
xx;—>s3L 15j<6 xx;—+s3L 1j<6
Xis;>5N 1<j=6 xis 53N 1£j56
xx;—> 53N j+i xjx; > 83N j+i
X3 >85N 15j<6 xi53>85N 1=5j<6

Konstrukce je v podstat¥ realizaci ideje z lemmatu 1 z [4] pomoci automatu bez
vnitfni paméti (za uZiti n&kolika technickych obratl eliminujicich nutnost uZiti
takové paméti). Déle ukdZeme existenci jevu Ug. Vezmeme za n&j jev nad abecedou
X = (x, y, a, b) (jistou modifikaci diikazu by bylo moZno vystalit opét s dvouprvko-
vou mnoZinou) tvofeny viemi slovy tvaru

(15) gug

kde g je slovo nad (x, y) o tfech symbolech a u € R, kde mnoZina R = R; U R, je
tvotena slovy nad abecedou (a, b) a to jednak vSemi slovy liché délky (tvoficimi R,)
a jednak viemi slovy obsahujicimi stejny po&et (= 1) symboli a a symboli b (tvofici-
mi R,). Ug je evidentn¥ reprezentovatelny vhodnym automatem A s vnitfni paméti:
A si ,,pamatuje* svou vnitfni paméti prvni slovo g a paritu délky slova u a svou
vnéj§i paméti zachycuje rozdil v poétu symboll a, b. Tyto idaje jsou zhodnoceny
jakmile se podruhé objevi slovo nad (x, y). Pfedpoklddejme nyni, Ze Uy je reprezen-
tovén n&jakym automatem A typu 3. Aspoti pro dvé& z 8 moZnych voleb slova g — ozn.
je gy @ g2» g1 + g, — existuji &isla ¢, a t, stejné parity tak, Ze po aplikaci wy =
= g,a"iw, = g,a" se hlava dostane poprvé nad pole f§ (viz obr. 12, kde T, oznatu

a g
— - ~ et
T T
Obr. 12.

je usek pdsky obsahujici viechna pole na nichZ jsou v podtedni konfiguraci zapsdny
symboly riizné od s, ). Tato skute&nost vyplyvd z toho, Ze s rostouci délkou vstupniho
slova tvaru ga® se hlava nutné vzdaluje od po&dte¢ni polohy (jinak_bychom opétdostali
spor s (2) vzhledem k tomu, %e do Uy patfi slova tvaru (15) pro u € R;) pfifemz
nejméné pro &tyfi volby slova g na tutéZ stranu — ‘bez ijmy na obecnosti pfedpokld-
ddme, Ze vpravo — a z toho nejmén¥ pro dv& se stejnou paritou potu symboli a.

203



P¥i tom zdpisy na tseku T pdsky jsou po aplikaci obou slov w, a w, shodné: piejde-li
hlava na pole a a na dalsi pole napravo od né&j, pak vstup je jiz konstatné roven a
a &innost stroje v T je tedy vZdy stejnd (i kdyZ nalevo od T se miiZe vzhledem k riiznym
zdpistim z po&dteénich tfi takti lisit; specidlné se miZe v této &dsti hlava zdrZovat
riizn& dlouho — proto neni nutné ¢, = t,). Dostane se tedy po aplikaci slova g,a*'eg,
i slova g,a'eg, (kde & je prdzdny symbol nebo a v zdvislosti na tom, je-li t; — a tim
i t, — liché & sudé) v obou pfipadech nad tyZ symbol, atkoliv pravé jedno z nich
patfi do jevu Us.

Pozndmka 3. Ctend¥ si jisté v8iml rozdilu mezi vztahy (14) a definici (13); jak si
snadno uvédomi, souvisi tento rozdil s tim, Ze v dilkkaze v&ty 7 jsme dokdzali vic nez
fikd: U, je reprezentovdn automatem A s dv¥ma hlavami, které pracuji nezdvisle na
sob&. Bylo by uZitené vy<lenit jevy, pro jejichZ reprezentaci nelze zdvislost hlav
obejit. Otdzka vyvstane jesté jasnéji, uvazujeme-li pfiklad jevu, k jehoZ reprezentaci
stali pozorovat pouze jednu ze dvou hlav — viz napf. jev sestdvajici ze slov tvaru w§w
diskutovany v [1, odst. 8]. )

Pozndmka 4. Je moZno nalézt jednodussi pfiklad plnici roli jevu U;; zvolili jsme
jev citovany v [4] proto, abychom ukdzali pomérnou ,,silu automat s dvéma
paskami bez vnitini paméti.

Literatura

[1] J. BedvdF: Real timeand complexity problems in automata theory, Kybernetika 1, &. 6 (1965),
476—498.

[2] S. C. Kleene: Representation of events in nerve nets and finite automata, Automata Studies,
Princeton 1956.

[3]1 J. Myhill: Linear bounded automata, WADD technical note 60— 165.

[4] M. O. Rabin: Real time computation, Israel J. of Math. vol. I, n. 4 (1963) 203—211.

[5] C.. E. Shannon: Universal Turing machine with two internal states, Automata Studies,
Princeton 1956.

[6] Wang, Hao: A variant to Turing’s theory of calculating machines, JACM ¢4 (1957), 63—92-

Adresa autora: Jan&¥kovo nadm. 2a, Brno (Pfirodov&decka fakulta University J. E. Purkyng).

Pesiome
ABTOMATEHI BE3 BHYTPEHHEN MAMSTU
ﬁHPX(H TOPEMNII, (Jifi Hofej¥), Bpro
Maiivaa ToliopuHEra ¢ BXOJAOM ONMCHIBAETCS COOTHOLIEHHAMU (1) (x ;€ X mpen-
CTaBjsieT BXOAHOH CUMBOIL, ¢, € 0 — BHYTpEHHee COCTOSIHUE, S, € S — CHMBOJI BHEIII-

Hero andasura ¥ M — nBmKeHMe ronoskd). Asromar A Tuna i (i = 1, 2, 3) Ges3
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BHYTPEHHEH NamMsiTH onpeneisieTca cootHoweHusmu (3)—(5); caywait i = 1 orse-
YyaeT aBTOMATY, KOTODHIH He YHTACT M He IledaTeaT, | = 2 OTBEYaeT ABTOMATY,
KOTODHBIA 9ATaeT, HO He mevaTaeT (Moneib mepdONEHTHI), i = 3 OTBEYAET aBTO-
MaTy, KOTOPbIA YATaeT U meyaTaeT (MOJEAb MAarHUTHOM JIEHTHI).

Astomar mpezacraBisier cobbitie U « X Torma H TOJBKO TOraa, KOrga Cyiie-
CTBYeT NOAXONsINAs HayajbHas KOHQUIypamus Takas, YTO OOCHE NPUMEHEHHS
KAaKOTO-TO BXOJHOTO CJIoBa 4 € X® TOJOBKA OKaXaeTesl Hal CHMBOJOM u3 S™
AMEHHO TOrza, Koraa u € U (3mech S* 03HAa9aeT 3apaHee JAHHOE MHOXECTBO OTMe-
YEeHHBIX CHMBOJIOB BHemeHero audasura). OGo3HauuM: U — MHOXECTBO BCEX pe-
TYJSPHBIX COOBITHI, U; — MHOXKECTBO BCeX COOBITHIMA, IPEACTABISEMBIX aBTOMATOM
Tuna i. JIaroTcs HEKOTOPhIe XapaKTEPUCTHUKH 3THX MHOXKECTB M HX B3aMMOOTHOILIEHHIA
(cm. puc. 3, 6, 9). Hanpumep, m3BecTHOe MHOXeCTBO kBanpaTtoB Ug MoxeT GHITH
IpefCTaBJIEHO aBTOMATOM 0e3 BHYTpPEHHeH NaMSATH, €CiM JO3BOJICHO YTCHUE H Ieva-
TaHWe. B KOHIE CTaThHU MCCIENYIOTCH Ciiydau GoJiee yeM OIHO#H JICHTEHL

Summary
AUTOMATA WITHOUT INTERNAL MEMORY
Jikf Hokes§, Brno

The Turing machine with input can be described by relations (1) (x; € X represents
an input symbol, g,€ Q an internal state, s, € S a working alphabet symbol, M move
of the head). The automaton A of a type i (i = 1, 2, 3) without internal memory is
defined by means of relations (3)—(5); for i = 1 we obtain an automaton that does
neither read nor print, for i = 2 an automaton that reads but does not print (model
of a punched tape), for i = 3 an automaton that both reads and prints (model of
a magnetic tape). -

The automaton represents (recognizes) an event U = X iff starting from a suitable
configuration it reads after having received a word u € X*® a symbol that belongs to S*
if an only if u € U; here S™ is a suitable subset of S. We denote: % — the class of all
regular sets, Y; — the class of all sets represented by automata of the type i. Some
characterizations of these classes, as well as their mutual relationship are derived,
which can be seen from figures 3, 6, 9. E.g. the well known set of squares Ug can be
recognized by an automaton without internal memory when both reading and printing
is admitted. In addition, the case of more than one tape is discussed. '
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