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Casopis pro pEstovani matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

EINE FROBENIUSSCHE UNGLEICHUNG
FUR KANTIGE TORUSFORMIGE KORPER

~ ZBYNEK NADEN{K, Praha

(Eingegangen am 30. Dezember 1965)

Wir behalten die Bezeichnung aus [13], S. 226—227. Das Polygon 4,4, ... 4,
mit der Gesamtlénge I war der Ausgangspunkt fiir die Konstruktion des Korpers o,
welcher aus den Teilen der konvexen achsensymmetrischen Zylinder K4, K, ..., K,
mit den Achsen 4,4,, 4,4, ..., A,A, zusammengesetzt wurde. Haben die Zylinder
Ky, K,, ..., K, eine gemeinsame Breite, so gilt fiir das Volumen ¥V und die Ober-
fliiche O des Korpers o die Ungleichung

(1) : 0 —4nlv 20,

in der das Gleichheitszeichen dann und nur dann besteht, wenn Ky, K,, ..., K, die
Rotationszylinder sind (s. [13], S. 227).

Wir konstruieren — unter denselben Voraussetzungen und auf dieselbe Weise wie
den Korper #° — aus den Teilen der konvexen achsensymmetrischen Zylinder
K%, K3, ..., K¥ mit den Achsen in den Geraden A,4,, 4,4, ..., 4,4, einen anderen
Korper o*; die mit diesem Korper verbundenen Grossen werden wir von den analo-
gen dem Korper X gehdrenden Grossen nur durch ein beigefiigtes Sternchen unter-
scheiden. Wir bezeichnen noch mit M, den gemischten Flicheninhalt der Normal-
schnitte der Zylinder K; und K} und wir setzen (durchwegs 4,,, = 4;)

(2) M = mi+1’Mi'

1

M

Wir nehmen an, dass die Korper K; und K7 fiir jedes i = 1,2, ..., n in gewisser
(ihrer gemeinsamen Normalebene gehirender) Richtung die Breite 2d und 2d*
besitzen. Dann gilt fir die Volumina V, V* und die Oberfiichen O, O* der Kirper
A, X* und fur ihr ,,gemischtes Volumen M aus (2) die Ungleichung

* %\ 2
®) LA B AT LAY
" 0* 00* 0% o o
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Zur Bestimmung der iugehtirigen Extremalkérper benutzen wir die Bezeichnung
und Terminologie aus der Einleitung in [12], S. 221—222:

In (3) tritt das Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn zwischen den.
Schnitten x; und x} der Zylinder K; und K} durch eine zu ihrer gemeinsamen
Achse A;A; ., senkrechte Ebene folgende Beziehung ist:

4) w; =T (D[ H (%))} (i=12,...,n).

Dabei hat die Ahnlichkeit 5 den Koeffizienten 0/O0* und ihr Ahnlichkeitspunkt
liegt auf der Geraden A,A,,,, die Dilatation 9, besitzt die Grisse 6 = d — d*0[0*
und die ,,teleskopische* Transformation J ., ist immer so zu richten, dass sie zur
Richtung, in welcher der Zylinder K; die Breite 2d (und der Zylinder K?¥ die Breite
2d*) hat, senkrecht ist; dabei noch

(5) fjﬂm .1; = $nl(d*0[0* — d).
i=1

Zum Beweis werden wir eine zweidimensionale Verallgemeinerung des wohl-
bekannten Lemmas von WIRTINGER benutzen (s. [4], S. 105 oder [1], Kap. V, § 10).
Hier sprechen wir aber diese Verallgemeinerung nur fiir solche speziellen Funktion
aus, auf welche wir sie anwenden werden:

Es sei f(s, @) eine fiir alle s und ¢ definierte Funktion mit folgenden Eigen-
schaften: 1) Sie besitzt die Periode | beziiglich der Verdnderlichen s und die Periode
27 in bezug auf die Verdnderliche @; 2) in den disjunkten Intervallen

(6) : <li—ls }';) (l = 1» 2’ veey n) ’

deren Vereinigung das Intervall <0, 1) ist, reduziert sich f(s, @) immer auf eine

stetige Funktion nur der Verdnderlichen ¢; 3) fiir jedes s und ¢ gibt es die symmetri-

sche partielle Ableitung 5f(s, ¢)[é¢ = lim [f(s, @ + &) — f(s, @ — €)] : 2¢; 4) diese
e-0

Ableitung ist fiir jedes feste s von endlicher Schwankung auf dem Intervall {0, 2n)
der Verdnderlichen @; 5) fiir jedes s ist

(7 f(s,0) = f(s, ) = ¢ = konst. ;

6) der Mittelwert von f(s, @) auf dem Intervall €0, 1> x {0, 2 verschwindet:

(8) Jﬂ :Ef(s, ¢)depds =0.

0
Dann ist

©) f j :"[5f(s, 9)/50T* do ds f o f :“[f(s, O do ds 2 20l
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und die Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn

(10) selli-1, 4), @€{0,n)=f(s,9) =c+ ;sing,
selli—1, 4), @elm2n)=f(s,0)=c+ Bising
i=12..,n),

wo c, a;, PB; beliebige der Bedingung

(11) Eg(zi — Aie)) (B — @) = e

unterworfene Konstanten sind.

Das Lemma werden wir in den Abschn. 1 ind 2 auf Grund der Relation von Parse-
val fiir doppelte Fouriersche Reihen beweisen. Eine andere Beweismethode beruht
auf der Ubertragung des Verfahrens aus [14] auf die Funktionen zweier Variablen.
Der Abschn. 3 enthilt den Beweis der Ungleichung (3) und im Abschn. 4 werden die
Extremalkdrper festgestellt.

Die erste Analogie des Lemmas von Wirtinger fiir die auf der Einheitskugelfliche Q
definierte Funktion hat schon W. BLASCHKE [4], S. 108 bewiesen (s. auch [5], S. 13),
und zwar mittels der Vollstdndigkeitsrelation fiir das System der Kugelflichenfunk-
tionen. Fiir eine Kugelfliche von beliebiger Dimension hat seinen Beweis A. DINGHAS
[5], S. 25—28, verallgemeinert; anders — mit Hilfe der Integralidentititen und der
Induktion — hat A. Dinghas in [7] verfahren. Elementar hat wieder A. Dinghas [6],
S. 3—6, die Blaschkesche Analogic des Lemmas von Wirtinger hergeleitet, aber
unter einer stdrkeren Voraussetzung: Das Verschwinden des Mittelwertes der Funktion
auf Q hat er durch das Verschwinden ihres Mittelwertes auf jedem Parallelkreis von Q
ersetzt. Ein Seitenstiick von dhnlicher Form zu Wirtingers Lemma wird auch in [1 5],
Absch. 7 gefunden.

Die Relationen zwischen den iiber ein ebenes Gebiet D erstreckten Integralen
{fpg*dxdyund [fp(g2 + g2) dx dy kann man fiir ein ,,symmetrisches* zweidimen-
sionales Analogon zum Lemma von Wirtinger halten. Solche Ungleichungen haben
einen physikalischen Sinn (Grundfrequenz der Membran), s. besonders [16], Kap.-5;
weitere Literaturangaben beziiglich der physikalischen Anwendungen in [8], S. 74
und [1], Kap. V, § 21. Betreffs der Verallgemeinerungen s. [2] oder [1], Kap. V, § 15.
Unser Lemma konnen wir als ein ,,unsymmetrisches* Seitenstiick zur Ungleichung
Wirtingers im zweidimensionalen Fall bezeichnen.

1. Die Funktion f(s, ¢) aus unserem Lemma ist — in Hinsicht auf die dritte
Voraussetzung — fiir jedes feste s von endlicher Schwankung auf dem Intervall
<0, 2ty der Variablen ¢ (s. [12], S. 222). Ohne Schwierigkeiten kann man einsehen,
dass die Funktion f(s, ¢) auf dem Rechteck <0, > x <0, 21} von doppelter endlicher
Variation im Sinne von L. ToNeLLI (Funzione a variazione doppia finita [17], S. 470)
und auch von beschrinkter Schwankung im Sinne von G. H. HARDY und M. KRAUSE
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([9] und [11]; 5. auch [10], B. 1, S. 345 und [17], S. 472) ist. Nach der zweiten Voraus-
setzung ist weiter

Hf6+00+0)+f(s+0,0—-0)+fs-0,0+0)+f(s—-0,¢—0)]=
= 3[f(s,0) + f(s - 0, 0)].
Das bedeutet im Ganzen (s. [17], S. 472; auch [10], B. II, S. 710 und [18], Kap. VII,

§ 4), dass die Funktion f(s, ¢) in eine doppelte konvergente Fouriersche Reihe')

(L.1) [ f(s. 0) + f(s = 0,9)] =

=13 [amo cos (2nms[l) + b, sin (2nms[l)] +
m=1 ’

+ 1Y [aoncos ne + ¢, sin np] +
n=1

+ Y. [amn cos (2nms|l) cos ng + by, sin (2nms|l) cos ne +

m,n=1
+ Cpn cOs (2nms|l) sin ne + d,,, sin (2nms|l) sin ng]
(in Hinsicht auf (8) das absolute Glied verschwindet) entwickelbar ist und dass diese —
immer mit derselben Summe — auch nach den Spalten summierbar ist (s. [17], S. 473

und 480—481).
Das erméglicht die Bedingung f(s, 0) = c aus (7) folgends auszudriicken:

3 + Y @ =0, 1bo+ Y b =0 (m=1,2,..),
n=1

n=1
C = '%‘ Z ao" .
n=1
Ahnlich die zweite Bedingung aus (7) bedeutet, dass
3,0+ Y (~1) ap =0, b, +Y(-1)b,,=0 (m=1,2..),
n=1 n=1
c = ‘}Zl("- 1)” aon .

1) Nach [19], S. 142 geniigt dazu folgende Eigenschaft: Die Funktion f(s, ¢) ist von doppelter
endlicher Variation im Sinne von Tonelli und noch fiir gewisses ¢ € {0, 27) von endlicher Varia-
tion auf dem Intervall {0, /) der Verdnderlichen s und fiir gewisses s € {0,/) von endlicher
Schwankung auf dem Intervall {0, 2z der Variablen @; denn dann ist némlich f(s, ¢) von
beschriankter Variation im Sinne von G. H. Hardy und M. Krause — s. dazu [10], B. I, S. 345
und [17], S. 472.
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Also einerseits

(1,2 Zamz"l—o mez.,—1——0 (m=1,2.),

©
2 A9,2n-1 = 0,
n=1

anderseits
(1,3) Umo = =23 Qo> bmo= =22 bmae (M=12,...),
n=1
(1’4) c= %ZlaO,Zn .

Nach der zu [12], S. 222 analogen Uberlegung verifizieren wir auch jetzt, dass

(1,5) of (s, @)[6@ ~ %Y. n[—a,, sin ng + ¢, cos np] +

' n=1

+ Y n[-a,, cos (2nms|l) sin ngp — b, sin (2nms|l) sin np +
mun=1

+ Cpp Cos (2nms[l) cos ng + d,,, sin (2nms|T) cos ng]

Unsere Funktion f(s, ¢) und ihre partielle symmetrische Ableitung erfiillen die
Voraussetzungen fiir die Anwendung der Relation von Parseval (s. [17], S. 509 oder

[10], B. 11, S. 718) und folglich nach (1,1) und (1,5)
1 p2n ©
(2/nl)J' J (s, 9)dods = 1Y (a2o + bZ,) +
oJo m=1

(-] [¢]
+3Y (@, +'c) + X (ahs + by + iy + dny)s
=1 1

(2/nl)j:j2'[6f(s, 9)[69]* dp ds = %nglnz(a(z,,, + ¢2) +

[+
+ Y n¥al, + bl + 2, + di).
mp=1

Gemiiss (1,4) ist dann noch
(ZIuI)J‘ f ¢ do ds = [zaoz,] .
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Aus den letzten drei Gleichungen erhalten wir, wenn wir noch (1,3) benutzen:

(16) (2}ni) f' j o160 — 17 — 2} dods =

[ = 1F = a3 01 + 3 [n? 1]k, +
n=1

II
ilMs

Lol

+ X [(2”_1)2_1](0,,.2" L+ bk say) + 2 [" — 1] (c2, + d2) +

l

mpn=1

[(Zn)2 —1] a3 ,, - [Z agm]* +

uMS

8

+ 3 [@n) ~1]anz, - ?-mZ [Zam ]’ +

mn=1

8

Z [(271)2 - 1] bm 2n — 2’";[2 b, 2n]2

Wie wir sofort zeigen werden, konnen wir die dre1 letzten Zeilen in (1,6) folgends
schreiben:

(1,7) %nf;l[zn_l)a“"-z Y aon]? +

r=n+1

+Y Y[2n—1)anz —2 Y ama]® +
m=1n=1 r=n+1

o

ﬁé i [(2n 1) bpan—2 Y bpa]?

r=n+1

In der Tat, die Umschrift der vierten Zeile aus (1,6) in die erste Zeile aus (1,7) ist
eine ummittelbare Folge der Relationen (1,4) und (1,5) aus [12], S. 223.

Die fiinfte Zeile aus (1,6) kénnen wir nach (1,4) aus [12], S. 223 gegen folgende
Summen austauschen

19) » i = =2 Y apa]? +

m=1n r=n+1

+ z (4"2 ""1) a::,Zn - z_x(4k + 2) [ _§+Iam,2n 2 s

m=1 n=k+1

aus diesen die zweite und dritte fiir k — oo gegen Null konvergieren. Betreffs der zwei-
ten Summe in (1,8) ist das evident. — Auf dhnliche Weise wie in [12], S. 223 finden

wir auch jetzt, dass

(1,9) J 2ufcos 2npde = — (1/4n?) f z'cos 2no d(5f[d9) ;
0 0 ’
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das Stieltjessche Integral rechts — wir bezeichnen es mit S,(s) — soll man natiirlich
in bezug auf die Verdnderliche ¢ nehmen und seine wohlbekannte Abschitzung fiihrt
zur Ungleichung |S,(s)| £ ¥(s), in der V(s) die totale Variation im Intervall <0, 27)
der Funktion 8f [é¢ fiir festes s bedeutet; die Funktionen V(s) und S,(s), S,(s), ... sind
. freilich in jedem Intervall (6) konstant. Daraus ergibt sich schon leicht die Existenz
einer solchen Zahl C, dass V;,S,(s) < C. Wenden wir auf den Ausdruck fiir den
Fourierschen Koeffizienten a,, ,, fortschreitend die Relation (1,9), dann den Uber-
gang zum Stieltjesschen Integral und endlich die partielle Integration an, so erhalten
wir, dass @, ,, = (1/4n*mn?) [§ sin (2nms[1) dS,(s). Wenn wir dieses Stieltjessche
Integral wieder auf bekannte elementare Weise abschitzen, so gewinnen wir die
Ungleichungen |a,,2,| < (1/4n2mn?) . V4S,(s) < (1/mn?).K, wo K eine von m
und n unabhingige Konstante ist. Auf Grund dieses Ergebnisses iiberzeugen wir uns
schon leicht, dass auch die dritte Summe in (1,8) fiir kK — oo gegen Null strebt.
Ganz analog bestitigt man auch die Gleichheit der letzten Zeilen in (1,6) und (1,7).
Die Ungleichung (9) folgt dann unmittelbar aus (1,6) und aus der Umschrift (1,7)
der drei letzten Zeilen in (1,6).

2. Daraus ergibt sich zugleich, dass in (9) das Gleichheitszeichen dann und nur
dann gilt, wenn .

(2,1) a0,2n-l = Cop = 0 (n = 2, 3, -..) N
(292) Am2n-1 = bm,2n—1 =Cpp = dm,n =0 (n =23, ey M= L2, '):

(23) Cn—1)ay2,—2 Y a2 =0 (m=0,1,...;n=1,2,..);

r=n+1

(249 @n=-Dbp2n—2 Y bp2r=0 (m=12,..;n=12,..).
1

r=n+

Nach (2,1), (2,2) und (1,2) ist

(2,5) Aoy = 0, Amy = bml =0 (m = 1, 2, ...)
und aus (2,3) und (2,4) folgt ebenso wie in [12], Abschn. 2:
3
2,6 Apo2p = : a, m=0,1,..;n=12,...);
) o en-n@En+1) ™ ( )

3
(2n —1)(2n + 1)

Aus (1,3), (2,6) und (2,7) ergibt sich weiter, dass

bm'z (m=1,2,-..; n=1,2,...)-

(2,7) bm,2n =

(2,8) Qmo = "‘3amz s me = _3bm2 (m = 1, 2, ...)
und aus (1,4) und (2,6) fiir m = 0 erhélt man, dass
(2,9) . c = iaoz .
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Wenn wir nun aus (2,1), (2,2) und (2,5)—(2,8) in (1,1) einsetzen und wenn wir noch
von (2,9) und von der Entwicklung (s. [18], Kap. I, § 13)

. . cos 2no
1 - mping) =3, (2n — 1)(2n + 1)

Gebrauch machen, so gewinnen wir dieses Ergebnis:
%[f(s’ (P) + f(S - 03 (P)] = %002‘ +

+ (sin (p)mzj 1[c,,,l cos (2nms|l) + d, sin (2nms[l)] —

- %nlsin (pl {}a,, +m§1[a,,,z cos (2nms|l) + by, sin (2nms|l)]} =

= ¢ + [A(s) + B(s)] sin ¢ ;

hier gilt fiir ¢ € (0, ) bzw. ¢ € («, 2) das Zeichen minus bzw. plus und A(s) und B(s)
bedeuten gewisse in Hinsicht auf die zweite Voraussetzung unseres Lemmas in den
Intervallen (6) konstante Funktionen von s.

Wir erhalten so die Vorschrift (10) fiir die Funktion, welche das Gleichheitszeichen
in (9) realisiert. Wegen der sechsten Voraussetzung sollihr Mittelwert auf dem Recht-
eck €0, I> x <0, 2n) verschwinden und daraus ergibt sich noch (1 1).

3. Wir kehren zu den Kérpern ¢ und #°* aus der Einleitung zuriick. Es sei h,(¢)
bzw. h¥(¢) die Stiitzfunktion des Normalschnittes des Zylinders K; bzw. K7}, welche
in der Ebene v, dieses Schnittes definiert ist (durchwegs i=12,..., n); der Nullpunkt
ist der Durchschnitt der Ebene v; und der Achse 4,4, (wir setzen A,.; = A,) der
Zylinder K; und K} und ¢ = 0 ist die Richtung, in der die Zylinder K; und K} die
Breiten 2d und 2d* besitzen. Wir wihlen noch eine solche Teilung 0 = 4, < 4; <
< ... < A,y < A, = ldes Intervalls {0, I> der Variablen s, dass

(3’1) li - Ai—l = ﬂul .

Wir erkldren die Funktionen h(s, ¢) und h*(s, ) folgendermassen: Sie besitzen
die Periode ! in bezug auf die Verdnderliche s und

(3.2) s€ himy, 4) = (s, @) = h@), h*(s, @) = hf(p).

Diese Funktionen erfiillen die erste und zweite Voraussetzung unseres Lemmas und
nach [3] (S. 228 —231; s. auch [12], Abschn. 3) erfiillen sie auch die dritte und vierte
Annahme. Wegen der Wahl der Nullpunkte und der Richtungen ¢ = 0 in den
Ebenen v; = 0 ist in Hinsicht auf (3,2)

(3,3) h(s,0) = h(s,n) = d, h*(s,0) = h*(s, nj = d*.
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Aus der zweiten Formel (1) in [13], S. 227 und aus (3,1) und (3,2) ergibt sich

Il r2n 1 p2n
(3.4) 0= J.J‘ h(s, p)de ds, O* =J‘j h*(s, ) do ds,
oJo oJo

sodass die Funktion
(.9)  £(5.9) = Hs. 9)/0 — h¥(. 9)/O*
alle Bedingungen 1—6 unseres Lemmas befriedigt; dabei ist nach (7), (3,5) und (3,3)
(3.6) : ¢ =d[0 — d*[o*.
Analog zu (3,4) folgt aus der ersten Formel (1) in [13], S. 227, dass
(37
1 M2n 1l r2n
V=4 J' f [ — (5h[og)*]dods, V* =3 f f [** — (3h*/50)*] do ds
oJo oJo

und nach (2) ist noch | .
(3.8) M-=i j ' J Thi* — (5h]60) (5h*]69)] do ds

Das Einsezten aus (3,5) und (3,6) in (9) bietet — in Hinsicht auf (3,4), (3,7) und
(3,8) — sofort die Ungleichung (3).

4. Das zugehorige Paar der ExtremalkSrper erhalten wir aus (3,5) und (10) mit (11).
Weil hi(9) = hp + =), hi(¢) = h}(¢ + =), soist nach (3,2) und (3,5) auch (s, ¢) =
= f(s, ¢ + =) und in (10)ist folglich a; + B; = 0. Deshalb kdnnen wir die ,,Extremal-
funktion* der Ungleichung (9) in unserem Fall folgends definieren:

4,1) selli-1 A), 9€0,2m)=f(s,¢) = ¢ + asin |,

wo ¢ in (3,6) bestimmt ist und die Konstanten «; erfiillen die Relation

(4,2) YA A, 0= — nlc.
i=1

Setzen wir aus (3,5) in (4,1) ein und benutzen wir die obenerwihnte Symbolik aus
der Einleitung in [12], S. 221-222, so verifizieren wir schon miihelos (vgl. [12],
Abschn. 4), dass X" und X'* die Extremalkérper der Ungleichung (3) gerade dann
sind, wenn fiir die Normalschnitte »; und %} der Zylinder K, und K} die Bezichung
(4) gilt; dabei t;, = Oa,, sodass aus (4,2) und (3,6) die Bedingung (5) folgt.

Ist der Kérper °* aus den Rotationszylindern K3, ..., K} vom Radius 1 zusam-
mengesetzt, so ist h*(s,p) = d* =1, 0* = 2xnl, V* = nl, M = }0 und unsere
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Ungleichung (3) reduziert sich auf die Ungleichung (3) aus [13]. Die Bestimmungen
des Extremalkorpers # entweder nach (4) oder nach [13], S. 227 sind identisch;

besonders ist nun noch O = 2ndl + 4zmi+1 . T;, T; > 0, sodass die Bedingung
i=1

(5) fiir jede t; erfullt ist.
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Vytah

NEROVNOST FROBENIOVA TYPU PRO HRANATA TELESA
TVARU TORU

-

ZBYNEK NADENIK, Praha

Nerovnost (1) pro objem ¥V a povrch O t&les definovanych v [13] je zobecn&na
v nerovnostech (3) pro dvojici takovych téles. Vychodiskem — i pro ureni extremdl-
nich t&les — je dvojrozmérnd nesymetrickd analogie (9) Wirtingerova lemmatu, kterd
je dokdzdna na zdklad& dvojnych Fourierovych fad.

Pe3ome

HEPABEHCTBO THUITIA ®POBEHUA JJis1 PEBPUCTBIX TEJI
®OPMBI TOPA

3BbIHEK HAJJEHUK (Zbyn&k Nadenik), IIpara

Hepasencrso (1) s 06seMa Vi mwiomanu O Te onpefeaeHHbIX B [ 13] 06061meHo
IS aphl TAKKX TeJ B HepaBeHCTBO (3). VICXOXHBIH IYHKT, TOXE IJIs OIpPeIe/IeHAs]
3KCTPEMAJIbHBIX TeJI — IByMepHas HeCHMMeTpmyeckas aHaiorus (9) semmsr Bup-
THHTepa; 3Ta aHAJOTHA JOoKa3aHa [OCPENCTBOM JBONHBIX psinoB Dypse.
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