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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 80 (1955)

O JEDNOM DRUHU GRUP INVOLUTORNICH CREMONOVYCH
TRANSFORMACI V ROVINE

LADA VANATOVA, Praha.
(Doslo dne 11. éervna 1954.) DT:518.17

Vénovdno akademiku Bohumilu Bydfovskému
k jeho 75. narozenindm.

V préei ,,Sur une espéce particuliére de groupes d’involutions planes
de Cremona‘‘ pfedloZil prof. B. BypZ0vsKY problém, zda existuje v rovi-
né Sest bod, které by tvotily soudasné skupinu hlavnich bodu vice ne%
jedné symetrické involuce patého stupné prvniho, resp. druhého dru-
hu.*) V této své praci dokazal, Ze skupina Sesti bodii se muZe vysky-
tovat v druhé charakteristické poloze dvojim nebo trojim zpusobem
soucasn®, coZz davé vznik grupé transformaci 4. nebo 6. fadu. Na tuto
praci navazal J. METELKA svou praci ,,0 jistych koneénych grupéach
sloZenych z Cremonovych transformaci prvniho a pétého stupné‘,
v ni# dokazal, e skupina Sesti bod v roving mtZe byt v prvni charak-
teristické poloze dv&ma, tfemi, ¢tyimi, Sesti nebo koneén& desiti
raznymi zpusoby. Ukézal také, Ze jiné moZnosti ji¥ neexistuji.

NerozreSena zustala jeStd otdzka, zda je moZné, aby skupina Sesti
bodu byla v prvni i v druhé charakteristické poloze, jaké jsou tu moz-
nosti & které grupy transformaci tak vznikaji. Upozorn&na prof. Byd-
#ovskym na tento problém, dosla jsem k nésledujicim vysledkim: Je-li
skupina 8esti bodl v roving sou¢asné v prvni i v druhé charakteristické
poloze, potom je v kazdé z té&chto poloh bud dvéma, nebo Sesti riznymi
zpusoby (véty 2 a 15). Jiné moZnosti neexistuji (poznamky 4 a 5).
Prvni moZnost vede ke grupd G, ¥adu 8 (v8ta 3) a druhé ke grupsd G,
fadu 72 (véta 16), které se skladaji z involuei a cyklickych transfor-
maci prvniho a patého stupnd. Viéi vSem transformacim obou grup
existuji jednoduché invariantni sextiky (véty 8, 10, 14, 17).

Nez ptikrodéim k vlastnimu vykladu, uvedu jesté nékteré zakladni poznatky
z theorie symetrickych involuci patého stupné.
*) Polohu hlavnich bodu symétrické involuce prvniho druhu nazval prof. BydZovsky

prvni charakteristickou polohou, skupinu hlavnich bodd symetrické involuce druhého
druhu druhou charakteristickou polohou.
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V involuci patého stupné odpovida siti pfimek v roviné sit racionédlnich
kvintik (homaloidnich kiivek), jejichZ basi tvofi Sest pevnych dvojnasobnych
bodl (z nichz Zadné tii nelezi v piimce), které jsou hlavnimi body symetrické
involuce. Téchto Sest bodi, oznadime je &islicemi 1,2, 3, 4, §, 6, neurcuje
jedinou kuZelosetku, miZeme proto jimi proloZit celkem Sest kuZeloselek k;
(t=1,2,...,6), kde k; znac¢i kuZelosetku neprochazejici bodem 7. KuZelosetky
k; jsou hlavni kuZeloseéky symetrické involuce.

Hlavni body symetrické involuce patého stupné jsou dvojiho druhu:

1. Hlavni bod prvniho druhu 7 leZina hlavni kuZeloseéce k; (+ + § = 1, ..., 6),
kterd mu v symetrické involuci odpovidd. Rikdme, e hlavni body 1, tvoii
dwojici hlavnich bodd prontho druhu.

2. Hlavni bod druhého druhu ¢ nelezi na hlavni kuZeloseéce k;, ktera mu
odpovidd v symetrické involuci.

Podle druhu a polohy hlavnich bodi rozeznavame dva druhy symetrickych
involuei:

a) Involuce prvniho druhu mé tfi pary hlavnich bodd prvniho druhu.
Nutni a postadujici podminka, aby Sest bodi v roviné tvotilo skupinu hlavnich
bodl této involuce je, aby leZely po dvou na tfech piimkach prochézejicich
tymz bodem M.

b) Involuce druhého druhu ma étyfi hlavni body druhého druhu a par hlav-
nich bod@ prvniho druhu. Nutnd a postatujici podminka, aby Sest bodil
v roviné tvofilo skupinu hlavnich bodi involuce druhého druhu je, aby hlavni
body prvniho druhu byly polarné sdruzeny vzhledem ke svazku kuZeloseéek
uréenému ¢tvetici hlavnich bodi druhého druhu. Involuce prvniho druhu ozna-
¢ime J', involuce druhého druhu J™.

Samodruzné body involuce prvniho druhu J! vyplituji kubickou kiivku c?,
ktera prochizi viemi hlavnimi body a v kaZdém z nich se dotyka té hlavni
kuzelosetky k;, ktera mu odpovidé involuci. Vedle toho existuje jesté isolovany
samodruzny bod M.

Involuce druhého druhu J' m4 tyto samodruzné body: viecky body spojnice
hlavnich bodd prvniho druhu a diagonalni vreholy étyrrohu uréeného hlavnimi
body druhého druhu.

Piedpoklddejme, Ze body 1,2, ..., 6 jsou v prvni charakteristické poloze,
t. j. Ze dvojice bodd 1, 2; 3, 4; 5, 6 tvofi pary hlavnich bodd involuce J}.
Piimky 12, 34, 56 se protinaji v jediném bodé M, .

Poznémka 1. Maji-li byt hlavni body involuce J] soudasné v druhé charak-
teristické poloze, nemiizeme zvolit Zddny z para hlavnich bodd této involuce za
hlavni body prvniho druhu involuce J*I. Kdybychom tak uéinili, byl by bod M,
jednim samodruznym bodem Desarguesovy involuce vytaté svazkem kuZelo-
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sedek s basi ve zbyvajicich &étyfech hlavnich bodech J} na spojnici zvoleného
péru a nemohly by jimi byt tyto body.

Za hlavni body prvniho druhu involuce J' zvolme body 3, 6. SloZen4 kuZelo-
setka 45, 12 svazku uréeného body 1, 2, 4, 5§ musi protnout piimku 36 v dvojici
bodi#i, které harmonicky odd&luji body 3, 6. Z této podminky a z vlastnosti
tplného dtyrrohu uréeného body 3, 6, 4, 5 plyne, Ze body 1, 2 lezi na diagonalni
stran® Gplného &tyrrohu, protilehlé k diagondlnimu vrcholu 8, = 36 N 45.

Véta 1: Nutnd podminka, aby Sest boda v roviné bylo souéasné v proni i v dru-
hé charakteristické poloze je, aby dva z téchto Sesti bodu letely na nékteré strané
diagondlntho trojihelntka wplného &yrrohu 2byvajicich &y¥ bodi.

Tato podminka neni postadujici, nebot zvolime-li body I, 2 libovolné na
zmindné diagondlni strand, nemusi jestd sloZend kuZelosetka 14,25 protinat
pfimku 36 v bodech, jez by harmonicky oddélovaly body 3, 6. Je viak nutné a
postadujici pro to, aby Sest bodi tvofilo dvojim zpisobem prvni charakteris-
tickou polohu a to tak, Ze par lezici na diagondlni strand je pro ob& polohy
spoleény.

Abychom vysetiili, jaké dalsi podmince musi vyhovovat body 1, 2, zvolené
dle véty 1, aby body 1, ..., 6 byly v druhé charakteristické poloze, ptitadime
bodum 3, 4, 5, 6 soufadnice 3(1,1,1), 4(—1,1,1), §(1,—1,1), 6(1, 1, —1).
Body 1, 2 lezi na jedné ze soufadnych os. Tuto osu zvolme za o;, takZe soutad-
nice bodi 1, 2 jsou 1(y;, ¥s, 0), 2(24, 24, 0).

Aby body 3, 6 byly hlavnimi body involuce J! prvniho druhu, musi slozens
kuZelosetka 14, 25 protinat 36 v bodech, které oddéluji body 3, 6 harmonicky.
I4=yx — 4% + () + Y) 3 =0,

20 = zgw, — 2y — (2, + 29) 23 =0.

Vezmeme-li na pfimce 36 body 3, 6 za zakladni, jsou parametry praseciki
14 A 36 vzhledem k témto bodim ux =y, A =y, a parametry prisediku
25 0 36 1 = 2z;, A = 2. Aby tyto dva prisediky oddélovaly body 3, 6 harmo-
nicky, musi platit

Ze="Y1> % =—Ya- 1)
JestliZe soufadnice bodl 1, 2 vyhovuji podmince (1), d4 se snadno ukazat, Ze
soudasné body 4, 5 jsou samodruznymi body Desarguesovy involuce, vytaté na
jejich spojnici svazkem kuZelosedek s basf v bodech 1, 2, 3, 6. Body 1, ..., 6
tvof{ proto skupinu hlavnich bodi dvou réznych involuci druhého druhu
1L AL JX mé body 3, 6 a J3! body 4, 6 za hlavni body prvniho druhu.

Véta 2: Nutnd a postalujict podminka, aby body 1, ..., 6 byly soulasné v proni
§ v druhé charakieristické poloze je, aby soufadnice bodw 1(4y, Ys» Ya)> 2(215 Zes %a)
Pri uvedené volbé systému souradnic spliovaly rovnice

Zi=—Y, =Y, ,=Y=0 (¢ +j * lebihaji tisla 1, 2, 3) . (2)
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Je-li tato podminka splnéna, jsou body 1, ..., 6 v pront ¢ v druhé charakteristické
poloze dvéma rizngms zpasoby.

Poznémka 2. Rovnice (2) fikaji, Ze bod 1, resp. 2 miZeme na diagonélni
strand Gplného étyrrohu 3, 4, 5, 6 protéjdi k diagonalnimu vrcholu 8, volit
zcela libovolng. D4 se proto odekavat, omezime-li volbu bodu I, resp. 2 dalsi
podminkou, Ze body 1, ..., 6 budou v prvni i v druhé charakteristické poloze
vice neZ dvéma riznymi zpisoby. VySetieni této moZnosti provedeme v dalsim.

I1l. Grupa G,

Mé,ji-li body 1, ..., 6 polohu uvedenou ve vété 2, tvori skupinu hlavnich bodi
téchto symetrickych involuci

I 12,34,56, JUT 36,1245,
JL 12,35, 46, JI 45,1236 .

Skladdnim involuci po dvou obdrZime kolineace, nebot takto slozené transfor-
mace prifazuji pfimkam opét pfimky.

a) SloZenim dvou involuci téhoZ druhu dostaneme stfedovou involutorni
kolineaci H,. Nebot piimky 36 a 45 si odpovidaji v obou involucich JI i J; na-
vzéjem, jsou proto obé samodruzné pro H, a jejich priusedik S, je samodruiny
pro viechny tii transformace. Piimky 34, 56 jsou samodruzné pro J; a odpovi-
daji si navzdjem v JI, a tedy i v H,. Jejich prisedik M, ktery lezi na 12 je samo-
druzny pro J., JI, i H,. TotéZ plati pro bod M,, prisedik pfimek 12, 35, 46.
Bodu I odpovid4 v Ji kuZelosetka k, a té v J; bod 1. Je to tedy dalsi samo-
druzny bod pro H,. Kolineace H, m4é tii samodruzné body na pfimce 12, jsou
proto v8echny body této pfimky pro ni samodruzné a H, je stfedovou ko-
lineaci s osou 12 a stiedem S,. TutéZ stiedovou kolineaci H, obdrZime sloZenim
obou involuei druhého druhu, jak se snadno dokaZe. Ponévadz involuce JI, J2
jsou zdmé&nné, stejnd jako involuce Ji%, Ji plati (podle prace [1], [2]):

JE=H=Ll, & =H =5

b) SloZenim jedné involuce prvniho druhu a jedné druhého druhu obdrzime
dvé cyklické kolineace U;, ¥, s periodou étyfi. V sloZené transformaci U, =
= JIJ* si totiz hlavni body odpovidaji nésledujicim zptsobem. Bodu I odpo-
vidé v J} kuZelosedka k, a té v Ji bod 2; odpovid4 proto v U, bodu I bod 2.
Stejné zjistime, Zze U, prifazuje bodu 2 bod 1, 4 ~ §, § ~ 3, 6 ~ 5. ZapiSeme-li
odpovidéni v cyklech, plati (3465)(12). M4 tedy U, jeden nepiimodary &tyr-
bodovy cyklus a tudiZ podle zndmych vét o cyklickych kolineacich, je U, cyk-
licka s periodou &étyii. Jeden samodruZny bod U, je §,, nebof v U, odpovidé
piimce 36 piimka 45 a obracens, pfimce 45 piimka 36. Pfimka 12 je samo-
druZné jak v Ji, tak i v JI; je proto samodruznd i v U, a U, na ni indukuje in-
voluci, jejiz dva péry jsou I,2a I, I’ kde I = 45 N 12a I' = 12 N 36. Samo-
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dru#né body této involuce S, a Sy jsou daldi dva samodruzné body kolineace
U,. Kolineace ¥, = (U,)® m4 tytéZ samodruné body jako kolineace U,.

Jaké vztahy plati mezi jednotlivymi transformacemi, ukazuje nejlépe tato
tabulka:

E|\JL LN E | H U Y,

B E|H| U v | 5] |
BHE| ViU S| |

TV U EHO B B L

pluf v m e ]| s

Hol B | BB E |V |y

U B L E k| H

Vo \RN B L | Ji | U] E | H,

Véta 3: Involuce pdtého stupné Ji, Ji, Ji%, Ji a kolineace H,, Uy, V, s identickou
transformact E tvort grupu rovinnych transformact osmého fadu &.

Grupa @&, neni Abelova, mé vSak t¥i Abelovy podgrupy fadu &tyti:

®4(]}’ ]é’ Hl’ E) ’ @;(I{I! ;I? H19 E) ) @j:(Hl, ul’ V1, E) .
Kleinovy ¢tyfgrupy _ cyklicka grupa
V dalsim pod pojmem ,,samodruzny element pro grupu & rozumime element,
ktery je samodruzny pro v8echny transformace této grupy. Pod pojmem ,,in-

> variantnt kfivka pro & rozumime kfivku, kterd je invariantni vzhledem ke
viem transformacim grupy .

IV. Samodruiné elementy pro grupu ;.

Podgrupa &, mé podle price [2] jen tfi samodruzné body S,, M, a M, =
= 12 N 35 a jedinou samodruznou pfimku 12.

Podgrupa &, m4a podle prace [1] t¥i samodruzné body I, I', 8, a t¥i samodruz-
né pfimky 12, 36, 45. ‘

Z vlastnosti kolineaci H,, U}, V, plyne, Ze podgrupa G m4 samodruzny bod
8, a dva samodruzné body S; a Sy; kolineaci U,, V,. Tfi samodruZné pfimky
jsou spojnice zminénych samodruznych bodu.

Véta 4 Grupa &, md jeding samodruing bod 8, a jedinou samodrufnou
pFimbku 12. » -
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V. Invariantni kFivky pro grupu G,.

Podgrupa &, mé podle prace [2] cely svazek invariantnich kuZeloseéek a to
svazek s basi v bodech 3, 4, 5, 6. Abychom ukézali, které kuzelose¢ky tohoto
svazku se reprodukuji &, staéi uréit ty kuZelosetky ze zminéného svazku,
které jsou invariantni pro jednu z involuci JU, t¥eba JII, ponévadz G, je v @,
indexu dv&. Aby se kuZelosetka svazku 3, 4, 5, 6 reprodukovala involuci J!,
musi protinat pfimku I2 v bodech, které harmonicky oddéluji samodruzné
body I a I’ involuce J' na této ptimce. Body I, I’ jsou proto polarnd sdruZené
pro hledanou invariantni kuzelosecku, a ponévadz pfimka 12 je polarou bodu 8,
pro vSechny kuZelose¢ky svazku 3, 4, 5, 6, je piimka I8, polarou bodu I’ nasi
invariantni kuZelosecky.

Vé&ta 5: Existuje jedind kufeloseéka invariantni vici grupé &,. Je to kufelo-
seCka k, jdouct body 3, 4, 5, 6 s teénams 31, 41', 5I', 61 v téchto bodech.

Studium nerozloZitelnych kubik invariantnich pro ®; nevede ke kladnému
vysledku. Vysetfovani neprovedeme, neni na ném nic zajimavého.

Diive neZ prikro¢ime ke studiu invariantnich sextik pro &, definujme si nej-
prve pojem bodové osmice a uvedme nékolik pomocnych vét.

Definice: Osm boddi, které obdrZime, kdyZ na libovolny bod roviny @, apliku-
jeme vdechny transformace @, tvort bodovou osmict (Q).

Necht bodu @, odpovidaji transformacemi J}, JI, Ji*, Ji', Hy, Uy, V; postupng
body @, @3, @,, @5, @¢, @1, Q5. Z grupovych zikoni &, se snadno odvodi
véta:

Véta 6: Zvolime-li za bod @, samodruiny bod S, grupy &, redukuje se osmice
bodi (Q) na jeding bod, na dva body, je-li Q, samodruzny bod jen jedné z podgrup
G,, ,, ®] (nebo bod 1, & 2), na Sty#i body, je-li Q, samodruny bod pouze jedné
z transformact grupy G, rizné od K.

Plati i véta obracend.

Neredukované osmice (@) nemiZe leZet v pfimce, nebot jenom piimka 12
je samodruzna v &g, a pro jeji body se osmice redukuje na Gtvefici nebo na
dvojici (podle véty 6). Lezi na regularni kuzeloseéce tehdy a jen tehdy, zvo-
lime-li za bod osmice () bod kuZelose¢ky k;, ktera je invariantni pro &;. Poné-
vadz vSechny kuZelosecky svazku s basi v hlavnich bodech 3, 4, 5, 6 jsou in-
variantni pro &,, znamend to, Ze kuzelosecka k;; tohoto svazku, obsahujici bod
@,, obsahuje jesté dalsi tfi body @,, @;, @, osmice (Q). Této kuZeloseice odpo-
vidé vSak v ostatnich transformacich @, kuZelosetka téhoz svazku ki;, kters
prochézi body @,, @;, @, @s. MiZeme proto vyslovit vétu: .

Véta 7: KaZdd neredukovand osmice (Q) le#t ma dvojici kufeloselek svazku,
kteryy md basi v bodech 3, 4, 5, 6. Tato dvojice kuZeloseéek splyne v jedinou, zvo-
lime-li za bod osmice bod kuZeloseCky ki, kterd je invariantni pro Gg.

Pro lepsi pfehled dikazh. uvddime tabulku, jak sobé odpovidaji spojnice
hlavnich boda v jednotlivych transformacich &g
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{ é .’{I ’ éI H, U, Vi
13 24 25 16 13 16 24 25
4 - 23 26 14 15 15 26 23
15 26 23 15 14 14 23 26
16 = 25 24 13 16 13 25 24
23 14 15 26 23 26 14 15
24 13 16 24 25 25 16 13
25 16 13 25 24 24 13 16
26 15 14 23 26 23 15 14 (3)
34 34 56 46 35 56 46 36
35 46 35 56 34 46 34 56
36 45 45 36 36 36 45 45
45 36 36 45 45 45 36 36
46 35 46 34 56 35 56 34
56 56 34 35 46 34 35 46

V dalsich pomocnych vétdch nebereme v tivahu hlavni body 1, ..., 6.

Pomocnd véta I: Spojnice hlavnich bodd jdouct bodem My, resp. M,, rizné od
12, obsahujt katdd jedinyg bod, pro néj% se (Q) redukuje na ctvefics.

Kubika samodruznych bodt ¢} involuce JI, resp. ¢i involuce Ji prochézi
hlavnimi body 1, ..., 6 a bodem M,, resp. M, [3]. Protin4 proto spojnice hlav-
nich bodu jdouci bodem M,, resp. M, v jediném bods, kdezto spojnice hlav-
nich boda jdouei My, resp. M, jiz viibec neprotina. Samodruzné body ostatnich
transformaci G, na t&chto piimkach jiz nelezi.

Pomocné véta Il: Spojnice hlavnich bodi neprochdzejict ani bodem M, ani
bodem M, a rizné od pFimek samodrutnijch boda involuct Ji* a JiT obsahuji ka*dd
t¥1 body, pro néf se (Q) redukuje na Etvefici. Dva z té&chto bodw ndlet téfe tvefic.

Kubiky ¢ a c3 se protinaji v bodech 1, ..., 6, S, a v bodech 1, 2 se dotykaji
[2]. Protiné je proto uvaZovans spojnice hlavnich bodd ve dvou riznych bo-
dech, které nalezi téze étvefici (podle [3]). KaZd4 z téchto pfimek je stranou
étyrrohu 1, 2, 4, 5, resp. ¢tyrrohu 1, 2, 3, 6, obsahuje proto isolovany samodruz-
ny bod II = 14N 25, nebo 111 = 24N 15, resp. 11" = 13N 26, nebo 111" =
= 16 N 23 involuce JI, resp. involuce Ji'. Body II, II’, I1I, III' naleii téie
&tvefici, jak plyne z (3).

Pomocna vé&ta Ill: KuZeloseSka k; obsahuje t¥i redukované osmice, a to jednu
dvojici Sy, Sy; a dvé Gvefice I1, 111, II', III' a O, C, C1, C,, kde C,, C4, resp.
0}, Cy jsou prisebiky k; s kubikou c, resp. 3. _

KuZelose¢ka k;, pongvadz je pro @, invariantni, protind pfimku 12 v redu-
kované dvojici. Na piimce 12 leZi tii dvojice, totiz I, I'; M, M,; Sy, Sy-
NemiiZe to byt dvojice Z, I’, ani M,, M, zbyva proto jen dvojice S;, S;. Bod S,
a pfimka 12 jsou pél a poléra pro k;, proto teény k; v bodech S}, 8}; jsou pfimky
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8,81, 8,8y Spojnice hlavnich bodé z pomocné véty II protinaji k; v jednom
hlavnim bodé a jesté v dalsim bodg, takovém, Ze body mu odpovidajici v trans-
formacich @, neleii na téze piimce. Tuto podminku splituji pouze isolované
samodruzné body involuci JI, JI totiz 11, I11, II', IIT’, které tedy viechny leZi
na invariantni k;. Kubika ¢}, resp. ¢} protiné k; vedle hlavnich bodu je&té v bo-
dech C,, Oy, resp. O, C;. Vzhledem k invariantnosti k; nélezi body C,, Cy,
0, O, téze &tvefici.

UvaZujme nejprve podgrupu @, grupy ®,. Tato podgrupa je téhoZ typu
jako grupa prostudovana v préaci [1] prof. BydZzovskym. V této préci je uvedena
véta: Kazd4 sextika s dvojnasobnymi body I, ..., 6 prochazejici dvéma libovol-
nymi dvojicemi jedné involuce Ji' a stejné tak dvéma dvojicemi (riiznymi od
prvnich dvou), které jim odpovidaji v JiI, je invariantni pro ®,. (Pfipomindme
étendfi, Ze sextika prochéazejici Sesti hlavnimi body piechdzi involucemi
J5 JE )L, J3t opét v sextiku.)

Nechf sextika $% majici dvojndsobné body 1, ..., 6 prochazi neredukovanou
osmici (@). PonévadZ body (@) tvofi &tyfi dvojice (@, @4), (Qs @7), (@3, Qs)s
(@5 Q) pro Ji' a soudasns Etyki dvojice (@, @s), (@2 @s)> (@s, @1), (Qu, Q6) Pro

1 (dle (3)), lze mezi nimi vybrat vidy dvé dvojice jedné involuce tak, aby jim
odpovidajici dvojice druhé involuce grupy @, byly rtzné od prvnich dvou.
Sextika s splituje piedpoklady citované véty, a proto je invariantni pro vie-
chny transformace ®,. Invariantnost s® viiéi &, bude dokézéna, ukdZeme-li, Ze
% je invariantni alespoil pro jednu involuci J'. Kubika samodruZnych bodd ¢
involuce J! m4 s s¢ spoletnych Sest hlavnich bodi I, ..., 6 a jesté daldich Sest
bodii, kterymi musi prochézet s® odpovidajici s¢ v JL. Tyto body jsou réizné od
bodi neredukované (@), nebot pro né se osmice redukuje na &étvefici. Kfivky
8% a s® se protinaji v hlavnich bodech 1, ..., 6, které jsou pro obé dvojnisobné,
v bodech osmice (@) a v Sesti bodech ¢2, coz ddvé dohromady 38 prasedika
t. j. 8% = &8,

Véta 8: Viechny sextiky uréené dvojndsobnymi body 1, ..., 6 a prochdzejict ne-
redukovanou osmict (@), jsou invarianini pro G,.

Invariantni sextiky $® uréené dvojndsobnymi body 1, ..., 6 a jednoduchymi
body @, ..., Qs urcité neredukované (@) tvoii svazek s basi v t&chto bodech,
které divaji dohromady 6.4 4 8 = 32 pruseéikd. Zbyva urdit jestd dalsi
¢tyti body base. VSechny kiivky s¢ protinaji k; v bodech 3, 4, 5, 6, které ddvaji
osm pruseéiki a v daldich ¢tyfech bodech, které tvofi redukovanou osmici,
pondvadZ s® jsou invariantni. Takovych bodii je na k; pouze konedny podet
(dle pomocné véty III), musime proto mezi nimi hledat body base svazku
invariantnich sextik s%. Soudasn® vi8ak maji kiivky s® viecky se samodruznou
piimkou 12 spoleénou, krom& hlavnich bodid 1, 2, tutéz redukovanou dvojici
‘bod, kters také patii basi svazku. PongvadZ svazek sextik mize mit pouze
36 boda base, dotykaji se viecky s¢ kuZelose¢ky %; v bodech 8, 8y, v nichz
maji spoleéné teény 8,8}, 8,8, které si odpovidaji v &,.
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Vé&ta 9: Invariantnt sextiky wréené dvojndsobnymi body 1, ..., 6 a jednoduchyms
body uréité neredukované (Q), tvoFt svazek sextik, ktere mags v bodech 8y, 841 spo-
leéné teény S,8;, S, S

Aby tyto sextiky byly rozloZitelné, musely by se rozpadat na invariantni
kiivky, nebo na kfivky, které se transformacemi &, vymétiuji, stupné nizsiho
nez 8estého. Jsou mozné tyto piipady:

a) Piimka 12 a kvintika s dvojnasobnymi body 3, 4, 5, 6 a ]ednoduchyml
1,2, @y, ..., @5. Neredukovani osmice nemizZe leZet na pfimece 12, a proto ji
uvazovand kvintika protind kromé bodd I, 2 jedté ve tiech bodech (nikoli
nutnd vesmés riznych od bodi 1, 2), které se reprodukuji &,. Z téchto tiibodu
by dva v kazdém pifipadé tvorily dvojici a zbyvajici bod by byl samodruzny
pro ;. Takovy bod v8ak na pfimce 12 neexistuje, a proto tento pfipad nemuze
nastat.

b) Kvartika ¢; z invariantniho svazku kvartik s basi v bodech 1, 2 dvoj-
nésobnych, 3, 4, 5, 6, I, 111, IT', I1I' jednoduchych a kuZelosetka k;. Kvar-
tika g; mé s kuZelose¢kou k; spoleéné body 3, 4, 5, 6, I, I11, II', III'. Pod-
minku, aby kvartika g, prochézela danou neredukovanou osmici, spliiuje jedina
kvartika svazku. (O osmici bodid tu pfedpoklddame, Ze nelezi na k;, kdyby
tomu tak bylo, obsahovala by kvartika ¢, kuZelose¢ku k; jako soudast.)

¢) Kvartika ¢, a dvé pfimky. Aby tato rozlozitelns sextika pattila do svazku
invariantnich sextik, musely by dvé piimky, které by byly jejimi soudéstmi,
obsahovat body 3, 4, 4, 6, 8}, Sy;, coZ neni mozné.

d) Dvé kubiky. Pon&vadZ neexistuje dle kapitoly V kubika invariantni
pro &, musely by to byt kubiky, které se transformacemi &; vymeénuji. Aby
kubika prechizela opét v kubiku symetrickymi involucemi patého stupné,
musf obsahovat 1. jeden hlavni bod jako dvojnasobny a &étyfi hlavni body jako
jednoduché, 2. véechny hlavni body jako jednoduché. Piipad 1. nepfichézi pro
nafe vySetfovani v Gvahu, nebot byl-li by jeden z hlavnich bodu 3, 4, 5, 6
dvojnisobnym bodem, musely by jimi byt i vSechny ostatni z téchto bodd
(U,(3465) V,(3564) H,(36) (45)). Ale ani body 1, 2, které si navzajem odpovidaji,
nevyhovuji. Na pf. v JI odpovids kubice, majici bod I za dvojnésobny a bod S,
resp. S;; za jednoduchy, kubika, pro niz je bod I opét dvojnésobny, ale kterd
prochazi bodem Sy, resp. 8;. Musela by proto tato kubika obsahovat jak bod §,,
tak bod 8}, coz neni mozné. Zbyva proto vysettit pouze piipad 2. V tomto pti-
padé by jedna sextika obsahovala body I1,...,6 a v bodé S; by se dotykala
piimky S8,8; a druhé by prochazela body 1, ..., 6 a v bodé S}; by se dotykala
piimek 8,8};. Takto uréené kubiky by se v8ak protinaly jeité ve tfech bodech,
které by se musely grupou &, reprodukovat. To je moiné jen tehdy, kdyby
jeden z t&chto bodu byl bod S, a druhé dva body body redukované dvojice. Re-
dukované dvojice lezi v8ak pouze na piimce 72, a proto piimka 12 by byla
soudasti obou kubik.
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e) TFi kuZeloseéky, a to kuZelosetka k; a dvé kuZelosetky svazku s basi
v bodech 3, 4, 5, 6, které se jediné vyménuji grupou @, Tato sextika viak
nem4 body I, 2 za dvojnasobné.

f) Dvé& kuZeloseéky a dvé primky. Tento piipad spliiuji pouze dvé kuzelo-
se¢ky svazku s basi v bodech 3, 4, 4, 6, které obsahuji, dle véty 7, neredukova-
nou osmici, a pfimka 72 dvakrat poéditana.

g) KuZelosetka k; a étyfi pfimky. Pro étvefici pfimek existuji dle (3) tyto
moznosti: bud pfimky 13, 24, 25, 16, nebo 23, 14, 26, 15, resp. 36, 45 a piimka
12 dvakrat poéitand. OvSem, tyto piipady nastanou pouze tehdy, lezi-li body
neredukované osmice na pfimkach spojujicich hlavni body.

h) Sest ptimek. Tomuto piipadu vyhovuje pouze piimka 12 dvakrat poéi-
tand a néktera ze &tvefic pfimek dle (3) reprodukujicich se grupou ®g.

Z téchto avah plyne: Ve svazku invariantnich sextik uvaZovaném ve vété 9,
kdyZz body neredukované osmice (Q) nelezi ani na ky, ani na spojnicich hlavnich
boda, existuji dvé rozloZitelné sextiky. Sextika slofend z kvartiky q, obsahujict
neredukovanou osmici a kuZeloseCky k; a sextika obsahujict jako souldsti dvé
kuZelosebky svazku s bast v bodech 3, 4, 5, 6, které prochdzeji body neredukované
osmice a primkw 12 dvakrdt politanou.

Ma4-li mit sextika invariantni pro & vedle hlavnich bodi jesté dalsf dvoj-
ndsobné body, musi mit viechny ostatni body prisluiné osmice (@) za dvoj-
nasobné. To je moZné jen pro ty body, pro néz se osmice redukuje, pozadu-
jeme-li, aby sextika byla nerozlozitelna.

Sextiky se sedmi dvojnasobnymi body.

Za sedmy dvojnasobny bod invariantni sextiky muzeme vzit pouze bod S|,
ktery je jedinym samodruznym bodem pro &,. Takova sextika protind pfimku
12 v redukované dvojici bodi. Ponévadi na této ptimce (dle véty 6) lezi tii
takové dvojice Sy, S;; I, I'; M,, M,, existuji celkem tii moZnosti:

a) 8, 8;; —uvazovana sextika potom nalezi do systému sextik s dvojnésob-
nymi body 1, ..., 6, dotyki se proto v bodech S;, Sy pfimek S,8;, S8y
Invariantni sextiky s{ svazku uréeného dvojndsobnymi body I, ..., 6 a ne-
redukovanou (@) protinaji piimku 36 samodruZnych bodu involuce JI, resp.
piimku 45 samodruznych boda involuce JI!, krom& v hlavnich bodech je¥t&
ve dvou bodech 4,,, 4}, resp. 4,5, 4,,, které tvori pary involuce H, na téchto
pfimkach. Ponévadz s¢ je invariantni pro &; a bodum pfimky 36 odpovidaji
v & jednak body téze piimky a jednak primky 45 (dle (3)), nalezi body 4,,,
A, Ay, A, téie tvetici. Pozadujeme-li, aby s® uvaZovaného svazku procha-
zela bodem S, je tento bod pro obé pfimky 36 a 45 dvojnasobnym prisedikem
s 88, tudiZ jejim daldim singuldrnim bodem. '

Véta 10: V kaZdém svazku sextik urCeném dvojndsobnymi body 1, ..., 6 a jedno-
duchymi body neredukované osmice (Q) existuje jedind sextika se sedmym dvoj-
ndsobnym bodem 8S,, totiZ sextika svazku, uréend timio bodem.
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b) I, I' — v tomto p¥ipads® se sextika s® rozpadé na pfimky 36, 45 a kvartiku
g% s dvojnasobnymi body 1, 2 a jednoduchymi 3, 4, 5, 6. Aby tato kvartika byla
invariantni pro ®&,;, musi protinat spojnice hlavnich bodii pomocné véty II
kromé& hlavnich bodi, z nichZ jeden je dvojnasobny a druhy jednoduchy, jesté
v dal§im bodé tekovém, e body jemu odpovidajici v transformacich &, jiz
neleZi na této pfimce. Z (3) a pomocné véty II plyne, Ze tento bod je isolovanym
samodruZznym bodem J!. Invariantni kvartika ¢g* obsahuje proto body II, II’,
II1,1II'. Dvojnasobnymibody 1, 2 a jednoduchymi 3, 4, 5, 6, I1, II', I11, I1I’,
je urden svazek kvartik ¢}, které jsou viechny invariantni pro &, nebof svazek
obsahuje tfi invariantni kvartiky

¢t =14,15,23,26 ¢ =25,24,16,13 ot =k, 12,12,

Véta 11: Invariantni sextiky grupy &, se sedmi dvojndsobnymi body S,,
1, ..., 6 protinajict primku 12 v bodech I, I’ se sklddaji z pFimek 36, 45 a invariant-
nt kvartiky q; svazku uréeného dvojndsobnymi body 1, 2 a jednoduchymi 3, 4, 5, 6,
I1, 111,11, 111",

¢) M,, M, — mé-li byt sextika takto uréena invariantni pro &,, musi pro-
tinat spojnice hlavnich bodu jdouci body M,, resp. M,, krom& v téchto a
v hlavnich bodech, jesté v dal§im bod8, pro néj% se osmice redukuje na Stvefici
(dle (3)). Takovy bod je vSak na této pfimce podle pomocné véty I, pravé
jeden. Invariantni sextika obsahuje proto body P, = ¢} N 34, P; = ¢¢ N 56,
Py =c3 N 46, P, = ¢} N 35. Invariantni kuZelosecku k; protind v hlavnich
bodech 3, 4, 5, 6, které davaji osm priuseéiki a jesté v dallich Styfech bodech,
které nalezi téZze redukované osmici. Nemohou to byt body 11, I11, II', IIT’,
nebot na pi. hlavni pfimka 15 by méla se sextikou spoleéné dvojnisobné body
1, 5, jednoduchy I1I a jesté jeden bod, jemuZ odpovidajici v ostatnich trans-
formacich &; by uZ nesmél lezet na téze pfimce. Takovy bod viak jiz dle ta-
bulky (3) a pomocné véty IT neexistuje. M4 proto invariantni sextika s kuZelo-
se¢kou k; spoletné body C,, C}, Oy, C, (dle pomocné véty III). UvaZovans
sextika v8ak protiné ka¥dou z kubik ¢? a ¢} v devatendcti bodech a tudiZ se na ng
rozpadé. /

Viéta 12: Existuje jedind invarianint sextika se sedmi dvojndsobnymi body
1,...,6, 8, kterd protind primku 12 v bodech M,, M,. Tato sextika se rozpadd
na kubiky ¢$ a cj.

Tim jsou viechny sextiky se sedmi dvojnidsobnymi body vyderpany. Stu-
dium hypereliptickych invariantnich sextik a invariantnich sextik rodu jedna
neptindsi Zédnych zajimavosti. Snadno se d4 dokazat véta.

Véta 13: V grupé &y neextstuji nerozloitelné invarianint sextiky rodu dvé
a rodu jedna. Hypereliptické sextiky se rozpadaji na dvojndsob pobitanou pFimku
12 a dvé kufelosebky ki 70;1 svazku 3, 4, 5, 6, které si odpovidajt ve vdech trans-

162




formacich @,. Invarianint sextiky rodu jedna jsou slofeny z dvojndsob politané
piimky 12, piimek 36 a 45 a invariantni kuZeloselky k.

Racionélni sextiky.

Pozadujeme-li, aby raciondlnf sextika byla invariantni pro &, musi jeji
dvojnésobné body byt hlavni body 1, ..., 6 a dalsi éty¥i body Ty, Ty, T's, Ty,
které nélezi téze &tvefici reprodukujici se grupou @, Osmice se redukuje na
¢tvetici, zvolime-li za bod T'; samodruiny bod (rtzny od bodu 8,, M,, M,,
I1,I', 84, 8;) jedné z involuci &;. Snadno se ukéze, Ze neexistuji jednoduché
invariantni raciondlni sextiky s dvojnisobnymi body v bodech 1,...,6 a
v bodech &tvefice samodruznych bodd involuei Ji%, J3%, H,.

Jinak je tomu pro involuce prvniho druhu.

Je-li bod T, samodruznym bodem involuce Ji, t. j. bod kubické kiivky c
(ovem rizny od M,, S,), odpovidd mu v J; bod 7T, + T, lezici op&t na c3.
V Ji%, Jit odpovida ¢ kiivka 3 a proto body 75, T', odpovidajici v t&chto invo-
lucich bodu 7', lezi na této kiivce a jsou samodruzné pro JL. ¢3 i ¢} jsou inva-
riantni pro H; a body T, ..., T, tvoii pro ni pary (T,, T), (Ts, T,). Piimky
T.T,, T,T, prochazeji bodem 8, a odpovidaji si navzajem kolineaci U,.

O poloze dvojnasobnych bodid raciondlni sextiky, jichZ jak znimo je deset,
odvodil prof. Bydzovsky v [4] vétu: Sestrojme kterékoliv dvé kiivky kubické,
které obsahuji dohromady vSech téchto deset bodii: osm z nich maji spoleénych,
mimo to kazd4 obsahuje jeden dali bod jako devaty. Teéna v kazdém z t&chto
dvou bodi k prislusné kubice, protne ji v témzZe bodé, ve kterém ji protne teéna
vedend v devatém priseéiku obou kiivek.

Zkusime, zda skupina bodd I1,...,6,7T,, T, T, T, vyhovuje podmince
uvedené v této vété. Body 1,...,6,T,,T,, Ty a 1,...,6,T,, Ty, T, prolozime
kubické kiivky c3 a ¢3. Ob& tyto kubiky patii do svazku kubik, uréeného ku-
bikou ¢} samodruznych bodi involuce J} a kubikou sloZenou z kuzelosedky %y
ur¢ené body 3, 4, 4, 6, T,, ktera obsahuje také bod 7'y a piimky I2. Tyto dvé
kubiky se protinaji jesté v bodé M, a stejnd tak i ki¥ivky c3 a c2, které jsou in-
variantni pro J; dle prace [2], [3] tudiZ obecnd eliptické. Oznadime-li eliptické
parametry bodd I,...,6,T,, T, T3, M, na kiivce ¢} postupnd pismeny
ay, ..., Qg by, by, t5, m a elipticky parametr teénového bodu k M, pismenem ¢,
plati:

2m +t=0, a;+a;+m=0, a,+a;,+m=0. (4)

ProtoZe ¢} je invariantni a bod 7'y samodruZny pro Ji, existuje kuzelosetka
svazku 3, 4, 5, 6 invariantni pro J;, ktera se dotyka v bodé T’y kubiky cZ. Plati
proto

as+a, +a; +ag+ 26,=0. 5)
Dosazenim do (5) z (4) dostavame
t 4+ 2t,=0.

'
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Cili kubika ¢ mé ty% teénovy bod pro M, jako pro bod 7';. Stejnym zpisobem
se dokaze, Ze i kubika ¢ mé pro body M, a T, ty% teénovy bod.

Véta 14: Raciondlnt sextiky s dvojndsobnymi body 1, ...,6 T, Ty, T, T, kde
body T',, T'; jsou priseliky kubiky ¢ a libovolné pfFimky (kterd neprochdzi Zddnym
z hlavnich boda) jdouct bodem 8,, a body T, T,, prisettky kubiky c3 a pFimky,
kterd odpovidd pFimee T, T, v kolineaci U,, jsou invariantni pro G,.

Podrobnym rozborem piipadd, kdy by se raciondlni sextika véty 14 mohla
rozpadnout, providénym stejnym zpisobem jako pii zkoumani rozlozitelnosti
invariantnich sextik se Sesti dvojndsobnymi body, dojdeme k vysledku.

Nelezt-li body &tvefice Ty, Ty, Ty, T, na kuZeloselce k;, nebo na spojnicich
hlavnich bodw, jsou raciondint sextiky véty 14 nerozloZitelné.

PonévadZ pro samodruiné body kolineace U, a V, se osmice redukuje na
mensi pocet, nez na étyfi body, jsou probranymi piipady vycerpany viechny
invariantni racionédlni sextiky grupy &,.

VI. Specialisace podminek kapitoly Il.

V dal$im piedpokladame, Ze body 1, ..., 6 maji polohu uvedenou ve vété 2.

VySetfime nyni (viz poznamku 2), zda body 1, ..., 6 nemohou byt pfi spe-
idlni volbé bodi I a 2 na diagonalni strané ¢tyrrohu 3, 4, , 6 v prvnii v druhé
charakteristické poloze vice nez dvéma raznymi zptisoby soudasné.

Poznidmka 3. Body 1, ..., 6 nemohou byt v daldi prvni charakteristické
poloze tim zplisobem, aby involuce J; majici je za hlavni body, méla s involu-
cemi J] a JI spoleény pér 1, 2. V tom piipadé by se diagonélni trojuhelnik &tyr-
rohu 3, 4, 5, 6 musel redukovat na pfimku, coZ nenastane, ponévadz zadné tii
z bodi 3, 4, 5, 6 neleZi podle pfedpokladu v piimce.

Stejné tak nemlZeme za par hlavnich bodd involuce Ji volit body 3, 6 nebo
4, 5 (viz poznamku 1). Zbyvaji proto pro seskupeni jejich hlavnich bodu do
péri tyto mozZnosti:

13, 24,56 14,35,26 15,23,46 16,25, 34 (6)
13,25,46 14,23,46 15,26,34 16,24, 35

Vyberme jednu z nich, t. j. pfedpoklddejme, Ze body 1, ..., 6 jsou v dalsi
prvni charakteristické poloze tim zptisobem, aby 13, 24, 56 byly pary hlavnich
bodi involuce Ji. Potom se musi ptimky

3=y, — 1%+ (Y1 — Y2) 23 = 0

24 =y, + YoTa + (Y — Yo) 23 = 0

56 = Xy + XT3 = 0
‘protina,t v jednom bodé M, Nutna a postadujici podminka pro to je, aby sou-
fadnice bodd 1, 2 sphiiovaly rovnici

y¥+y§__yly2=0- (7
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Primkam 13, 24, 56 odpovidaji postupné (podle tabulky (3)) kolineaci H,
piimky 16, 25, 34, v cyklické kolineaci V, = J}Ji pfimky 25, 13, 46 a v cyklické
kolineaci U, = J] Ji! ptimky 24, 16, 35. Pon&vadz 24, 13, 56 prochézeji jedinym
bodem MM, protinaji se také primky 16, 25, 34, resp. 25, 13, 46, resp. 24, 16, 35
v jediném bodé M,, resp. M;, resp. M, To viak znamend, Ze body 1, ..., 6,
je-li splnéna podminka (7), jsou jesté tfemi dal§imi riznymi zpsoby v prvni
charakteristické poloze, ¢ili, Ze existuji jesté tfi involuce prvniho druhu

JL 16,2534, JL 13,2546, | 16,24, 35.

Poznadmka 4. Dalsi involuce prvniho druhu s tymiZ hlavnimi body ne-
existuje. Jeji hlavni body by musely tvorit skupinu jedné z dal§ich moznosti
(6). Potom by ale nutné tii involuce prvniho druhu mély spoleény pér, coz
neni podle poznamky 3 mozné.

Slozenim dvou involuci prvniho druhu se spoleénym péarem obdrzime stie-
dovou kolineaci H (obdobné jako v &;). Existuje celkem devét piipadi:

Uvahy v dal$im provedené jsou v podstaté tého# druhu jako tvahy v pied-
chozich kapitolach a proto uvadime vétsinou jen vysledky.

H, = J1J} s osou o, = 12 a stfedem S, = 36 n 45
H, = J1Ji s osou 0, = 56 a stiedem S, = 23 n 14
H; = JiJ} s osou o; = 34 a stfedem S, = 26 n 15

= JiJE s osou o, = 46 a sttedem S, = 23 n 15
H, = JiJ; s osou o; = 35 a stiedem S; = 26 n 14
H; = JiJi s osou oy = 13 a stfedem Sy = 26 n 54
H, = JiJi s osou 0, = 24 a stfedem S, = 36 n 15
H, = JiJ! s osou oy = 25 a stiedem Sy = 36 n 14
H, = JiJ! s osou 0, = 16 a stfedem S, = 23 n 45

Hlavni kuZelosec¢ka k, je invariantni pro H,, Hg i Hy, ponévadz bod 1 je pro
tyto kolineace samodruzny a body 2, 3, 4, 4, 6 si odpovidaji navzijem. Bodu 4
odpovida ve viech téchto kolineacich bod 4. To znamens, Ze teény k, v bodech
4, 5 se protinaji v pruseéiku os kolineaci oy, o4, 0y, t. j. v bodé 1. Je tedy piimka
P, = 45 polarou bodu I vzhledem ke k,. Obdobné& se dokéaze, Ze polary bodu
2,3, 4,5, 6 vzhledem ke kuzeloseckdm ks, ks, k4, ks, kg jsou piimky 36, 26, 15,
14, 23. Oznacéme je po fadé p,, Ps, Py, P;5» P Piimka p; je tedy polarou hlavniho
bodu ¢ vzhledem ke kuzelosetce k. Z toho plyne, Ze body 2, 3, resp. 2, 6, resp.
1, 4, resp. 1, 5 jsou samodruznymi body Desarguesovy involuce vytaté na jejich
spojnici svazkem kuZeloseéek s basi v bodech 1, 4, 5, 6, resp. 1, 3, 4, 5, resp.
2,3,5,6,resp. 2,3,4,6, t. j. zZe body 1, ..., 6 jsou, je-li splnéna podminka (7)
jesté ¢tyrfmi riznymi zpasoby v druhé charakteristické poloze a tvori skupinu
hlavnich boda daldich &tyt involuei druhého druhu:

I 23, 1456, JI¥ 26, 1345, J&' 14, 2346, | 15, 2346 .
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‘Poznédmka 5. Dali involuce druhého druhu s tymiz hlavnimi body neexis-
tuje, nebof by musela mit za par hlavnich bodt prvniho druhu par hlavnich
bodi n&které z involuei JI (7 = 1, ..., 6) a to neni (dle pozndmky 1) moZné.

Véta 15: Sest bodd v rovind 1, ..., 6 je soubasné Sesti rizngmi zpisoby v pront
a desti rizngmi zphsoby v druhé chamktemstwke poloze tehdy a jen tehdy, kdyz
soufadnice bod# 1, 2 pfi dané volbé systému soutadného spliuji rovnice:

x1+x2-—x1x2= 0, 2;=0.

Pozadujeme-li tedy, aby body 1, ..., 6 byly v prvnii v druhé charakteristické
poloze soucasné vice nez dvéma raznymi zpisoby, plyne z predchozich tvah,
Ze jsou v kazdé z téchto poloh nutné pravé Sesti riznymi zpasoby. Poznamky
4 a 5 pak fikaji, Ze jiné moZnosti uz neexistuji.

VII. PFislu$na grupa ©,,.

Nejprve vySettime, jaké rovinné transformace obdrzime sklddanim involuei
téhoz druhu mezi sebou. Jak jsme se jiz zminili, sloZenim dvou involuci J* se
spoleénym parem hlavnich bodu, obdrzime devét stfedovych kolineaci H,.
Tytéz kolineace dostaneme sloZenim dvou involuci J¥ a to téch, které nemaji
Zadny spoleény hlavni bod prvniho druhu.

Dvé involuce J* bez spoleéného paru ddvaji cyklickou kolineaci S; periody
tii.
=Jilk=kk= .Isl (82 =S,, Sa=Ll=Jk=1)l, (S)=S5,.
SPOJovamm J* po tiech obdrzime
a) nemaji-li #4dny spoleény par hlavnich bodu
JULJE = JL (kde 4 + k # I + i probihaji bud &isla 2, 3, 4, nebo 1, 5, 6);

b) maji-li spoleéné pary hlavnich bodd, dvanact pfibuznosti patého stupnd
P s periodou Sest. Kazdou z t&chto piibuznosti je mozno utvofit deviti riznymi
zplsoby (co% plyne z trojiho rizného urteni S;). Na pt.

=kKhls, (P=S, (PP=J, (P)=S;, (P)=P,, (P)*=E.

Dalsi transformace rizné od predchozich dostaneme, pfiddme-li k trojici b)
involuei prvniho druhu involuci Ji tak, aby v této &tvefici neexistovaly tii
involuce bez spoleéného paru hlavnich bodi. Tyto transformace jsou kolineace
T s periodou tii a kaZdou z nich muZeme vytvorit opét deviti riznymi zpl-
soby.

T1 = 3134 = 5451 s To=8,8; = 8,8,, Ty = 8,5, =8,S,, T = 5153 = 5,5, .

Tyté% kolineace obdrZime, jestlize slozime J* s jednim spoleénym hlavnim bo-
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dem prvniho druhu po dvou. Tim jsou viechny prvky, které dostaneme spojo-
vanim JI, vyderpény.

SloZenim involuci Ji po dvou obdriime bud stiedové kolineace H;, nebo
cyklické kolineace T; s periodou tii. T¥i involuce JI* davaji

a) maji-li kazdé dv& z nich spoleény hlavni bod prvniho druhu ST = JiI
(kde ¢ &+ k # I & ¢ probihaji bud é&isla 1, 3, 4 nebo 2, 5, 6);

b) obsahuje-li trojice dvé involuce bez spoleénych hlavnich bodd prvniho
druhu, dvandct transformaci R patého stupné s periodou Sest. Na pt.:

R.=JJels's RP=T,, RP=J' (R)=T, R)=R,, (R)°=E.

Prifadime-li dalsi JI* k transformacim a), b) nedostaneme jiz Zaddné nové pii-
buznosti.

Dalii transformace dostaneme jiz jen sloZenim jedné involuce J* a jedné in-
voluce J'I. S témito transformacemi jsme se setkali uz pti grupé &, a tak po-
dobné i zde obdrzime je$té osmnact cyklickych kolineaci V;, U, t =1, ..., 9),
¢imz jsou viechny transformace, které miZzeme skladdnim J' a J vytvofit,
urceny. N

Véta 16: Jsou-li body 1, ..., 6 Sesti riaznymi zpasoby v pront a soutasné Sesti
riznymi zpisoby v druhé charakteristické poloze, vznikd grupa rovinnych trans-
formact &, Fddu sedmdesdt dva. Tato grupa obsahuje mimo identitu E a dvandct
involuct JL, i (¢ =1, ..., 6), devét centrdlnich kolineact H;, osm cyklickyjch ko-
lineact S;, T, (¢ =1,...,4) periody tFi, osmndct cyklickych kolineaci V;, U,
(t=1,...,9) periody étyfi a dvacetétyii cyklickych pribuznostt pdtéto stupnmé
P.R, (2 =1,...,12) s periodou Sest.

Grupa §;, obsahuje kromé jinych, devét podgrup §,; fadu osm, které jsou
téhoz typu jako ®, prostudovana v III. Sest J!, resp. fest JI' dava podgrupu
Hsg, TESP. D36, kterd obsahuje viechny prvky, které Ize dostati slozenim jenom
involuci J, resp. pouze JI.

VI Invariantni k¥ivky pro grupu §,,.

Grupa ®;, neobsahuje invariantni k¥ivky stupn& niz§iho ne% Sestého. Nebot
jedina invariantni kuZelosetka pro §,, (viz V) prochéazi témi ¢tyimi hlavnimi
body, které nelezi na ose o, prisluiné stiedové kolineace H;. Tyto body jsou
vSak pro kazdou podgrupu ruzné, tudiZ i invariantni kuZelose¢ka. TotéZ plati
i pro invariantni kvartiky podgrup §,;. V podgrupé §,, existuje pcdle prace [2]
pouze svazek invariantnich sextik s dvojnasobnymi body 1, ..., 6 a teénami p;
v téchto bodech. Tento svazek sextik je invariantni téZ pro na8i grupu &,,.
Pongvadz H,4 je v @,, indexu dvé, stadi vylettiti, zda je tento svazek sextik
invariantni pro jedinou transformaci ®,,, kterd neni obsaZena v §),4. VySetiime
to tfeba pro cyklickou kolineaci U, periody &ty¥i. Svazek sextik obsahuje dle
prace [3] tii sloZzené sextiky:
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&% sloZenou ze esti piimek p; (¢t = 1, ..., 6)

88 slozenou ze dvou kubik: ¢}; uréenou body .......... 1, 2, 3, 4, 5, 6
a tednami v tdchto bodech........covviiirennen 15, 26, 23, 14, 45, 36
G uréenou body . . ..o vitii e 1, 2, 3, 4, 5, 6
a teénami vtéchto bodech............... e 14, 23, 36, 45, 15, 26

8% slozenou ze dvou kubik: ¢}, uréenou body .......... 1, 2 3 4, 56
a teénami v téchto bodech. ................... ..., 15, 23, 36, 14, 45, 26
cyuréenou body ... ...ttt 1, 2, 8 4, 5, 6
a te¢nami v téchto bodech........................ 14, 26, 23, 45, 15, 36

V kolineaci U, tvoti body 1, ..., 6 cykly (1, 2)(3, 4, 6, 5). Sextika s} odpovida
sama sob&, kubice ¢}; odpovidd kubika ¢}y a kubice ¢};; kubika c¥. Jsou tedy
pro kolineaci U, sextiky &%, s8, s také invariantni a tudiz i cely svazek sextik
jimi uréeny.

Véta 17: V grupé ®,, existuje svazek invariantnich sextik s dvojndsobnymz body
1,...,6, pfi éemZ tebny v téchto bodech jsou pitmky p,, ..., De kaidd ve dvou
bodech. Jiné invariantni sextiky pro &,, jiZ neexistuji.

Touto praci je tedy thema predlozené prof. BydZovskym v praci [1], probi-
rané dale Dr Metelkou v praci [2] zcela vy&erpano.
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PeswoMme

OB OJHOM THUIIE I'PYIIIT UHBOJIOINOHHBIX
IIPEOBPA30BAHUII KPEMOHBI B IIJIOCKOCTH

JJAIZA BAHATOBA (Lada Vaiiatova), IIpara
(ITocrynnio B pegaknuio 11/VI 1954 r.)

B cBoeit pabore A mccaeayo, MOMeT JM CHCTEMA IIECTH TOYEK B INIOCKOCTH
HAaXOAUTBCA OJHOBPEMEHHO M B IIEPBOM ¥ BO BTOPOM XapaKTepPHCTHIECKOM
MOJIO’MEeHMN, KaKHWe 3J[eCh Npe[ICTABIAITCA BOBMOMKHOCTM M KAaKWe IDYIIIEL
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npeoGpasopannit BosHMKAIOT TakuM obpasom. fl moayumna ciepylomue pe-
8YJIBTATHL:

Hoa Toro, 9roGH IIecTh TOYEK B INIOCKOCTHM OLIIO OJHOBPEMEHHO B II€PBOM
I BO BTOPOM XapaKTepHUCTHYECKOM IIOJIOKeHMM, HeoOXOfuMO M JOCTAaTOYHO,
4ro0Hl {Be M3 BTUX TOYeK, HANp. I, 2, Jemanayu Ha JUATOHAJIBHON CTOPOHE HOJ-
HOX0 YeTHIPeXyIroJbHUKA, ONPEAeJeHHOr0 OCTAJbHEIMHU YeTHPbMA TOYKAMH,
1 9T06Hl MX KoOpAUHATH I(Yy, Y2, Ys)s 2(21, 22, %) YMOBIETBOPAJIHM COOTHOILIE-
HUAM

Zi=—Yr, %k=Yi, =46 =20,
rae + + k + I npoGerasor sHavenus 1, 2, 3, (ecau BHOpaTh cucreMy KOOPAM-
HAT TakK, 4ro0H Toukm 3, 4, §, 6 umenn kooppunarm 3(1,1,1), 4(—1,1,1),
51, —1, 1), 6(1, 1,—1)).

Ecan aTo ycioBHe BHIIOJHEHO, TO TOYKM HAXOMATCA B IIEPBOM U BO BTOPOM
XapaKTePUCTUYECKOM IOJIOEHNM [IBYMs DAasIMYHBIMU crocobamu, T. e. 06-
pasyloT CHCTeMY IVIABHBIX TOYEK ABYX MHBOJIOIMIA mepBoro poxa Ji, J; u ABYX
nHBOJIONUIA Broporo poxa Ji, J3-

Nuposonun J; u Ji' (+ = 1,2) obpasylor rpymny mIOCKMX IpeoGpasoBaHmit
&, BoCBMOro mOpAAKa, copepskalmyio mpeobpasoBauusa Ji, Ji, JT, Ji, neH-
TpasbHyl0 KosnmHeamuio H,, nBe murauveckne kouanuseamun U, V; u Tom-
mecTBeHHOe TpeobpasoBauue E.

ITogBepruyB HpPOUBBOJBHYIO TOYKY IINIOCKOCTH BCeM NpeoOpasoBaHUAM
rpynust &g, MBI mosyuum BoCeMBb TOYEK, KOTOpHIe 00GOBHAYMM CHMBOJIOM
(Q). Ecin BriOpaHHas HaMM TOYKA ABJIAETCA HEIMONBUKHON (CaMOCOIpAMeH-
HoOIf) Touyko# XorA OB omHOro mpeo6pasoBanus rpynnsl &g, To (@) cBomurca
K YeTHIpeM, COOTB. ABYM, COOTB. OJHOMH TOYKe.

CyurecTBy10T CcilefyIOllie HepasIoKUMble KpHUBHE, MHBAPHAHTHEE OTHOCH-
TEeJBHO BeeX mpeobpasoBanmii rpynnsl &g: KoHuveckoe ceuenue k;, onpepeseH-
Hoe ruaBHEIMEM TOoukamu 3, 4, §, 6 ¢ cOnpsKeHHBIMH IOJIIOCAMU B TOYKAX
I=12n 45ul"= 12 n 36, cercTuru ¢ mecTpio JBOMHEIMU ToukamMu 1, ..., 6,
npoXofAllue ajiee 4yepes HENpUBeAeHHYIO ({)), CEKCTUKM ¢ ceMbIO JBOMHBIMM
Toukamu I, ..., 6, S; (S; ectb nentp komnmueamun H,;) n panuoHaJIbHEE CeK-
CTHKH ¢ BOXHEIMA TOYKAMU B TOYKaX I, ..., 6 1 B 4eThlpeX caMOCONPAHEHHEIX
TOYKAX MHBOJIOUMIA Ji, J5.

Ecaiu xoopaunaTsl Touek 1, 2 yIoBIeTBOPAIOT KpoMe yeiuoBuii (1) ypaBHeHHIO

r, + % — gz, =0

IIpM YKaBaHHOM BHIGOpe cuUCTeMB KooppuHAT, TO Toukm I, ..., 6 HaxojsaTcs
B IEPBOM M BO BTOPOM XapAKTePUCTHYECKOM IOJIOKEHUM OJHOBDEMEHHO
IIeCTBI0 PABJIMYHBIMM croco6aMu, T. e. 06pasylT cHCTeMy IVIABHBIX TOYEK
IIeCTH MHBOJIOLWA IepBOro pofa J; ¥ Iiectu MHBOJIomuii Broporo popa Ji.

WaBomomyn J5 u i (2 = 1, ..., 6) OpuBOAAT K rpyIIe IIOCKUX Ipeobpaso-
Banuit ®,,, cogeprameit 36 npeoGpasoBaumit HATOM cremenu u 36 KosIMHEaA-
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Huii. Bee aTu nmpeoGpasoBanns BOCIPOM3BONAT CBABKY CEKCTUK ¢ NBOWHBIMU
Toukamu I, ..., 6 n KacareasuniMu 14, 15, 45, 26, 36, 23 B aTux roukax. Kpu-
BBHIX CTeIleHM HU3Ke IllecTolf, MHBapMAHTHEIX OTHOCHUTEJNHHO BceX Ipeofpasosa-
Huit &,,, He cymecryer. '

© Hmak, ecau tucmema wecmu, mouex 6 NAOCKOCMU 3anumdem 00HO8peMeHHO
nepeoe u 6mopoe raparmMepucmuyecKoe NOJONCEHUE, MO OHG 3aHUMAEM Kancdoe
U3 IMUX NONONHCEHUL UAU 06YMS PASAUIHBIMU CROCOOAMU WAL ULECMBIO PASAUY-
HuMU cnocobami. Imum ucvepnwisaromes ece 803moncrocmu. Ilepeas 603.moxnc-
rHocmb npusodum k epynne ®g, emopas — k epynne &,,, cocmosweli us uneo-
ayull u yuksuveckux npeobpasosanuii nepsoii u namoii cmenenu. Cywecmcyiom
npocmeble CeKCMuUKU, UHEADUAHMHKbIE OMHOCUMENbHO 6CeX npeobpaszosanuil epynn

S5 u G,,.

Zusammenfassung

UBER EINE GATTUNG VON GRUPPEN DER INVOLUTORISCHEN
EBENEN TRANSFORMATIONEN VON CREMONA

LADA VANATOVA, Praha.
(Eingegangen am 11. Juni 1954.)

In meiner Arbeit studiere ich die Frage, ob eine Gruppe von sechs Punkten in
der Ebene gleichzeitig in der ersten und auch in der zweiten charakteristischen
Lage liegen kann, welche Moglichkeiten vorkommen konnen und welche
Gruppen von Transformationen so entstehen. Ich habe folgende Resultate
erhalten:

Die notwendige und hinreichende Bedingung, dass sich sechs Punkte in der
Ebene 1, ..., 6 gleichzeitig in der ersten und zweiten charakteristischen Lage
befinden, ist: zwei von diesen Punkten, zum Beispiel 7, 2 liegen auf der Diago-
nalen des vollstindigen Vierecks, das durch die iibrigen vier Punkte bestimmt
ist und seine Koordinaten 1(¥y, ¥s, ¥s)> 2(21, 22, 25) geniigen der Gleichung

2i=—Ye, %=Yi, 2=y =0 (1)
(¢ # k & I =+ ¢ laufen die Werte 1, 2, 3 durch) .
(Wenn die Punkte 3,4, 5,6 folgende Koordinaten 3(1,1,1), 4(—1,1,1),
5(1; —1,1),6(1, 1, —1) besitzen.)

Wenn diese Bedingung erfiillt ist, befinden sich die Punkte 1, ..., 6 in der
ersten und auch in der zweiten charakteristischen Lage auf zwei verschiedenen
Weisen, d. h. sie bilden eine Gruppe der Hauptpunkte von zwei Involutionen
erster Gattung Ji, J; und von zwei Involutionen zweiter Gattung Ji, JII.

Die Involutionen J; und J* (i = 1, 2) erzeugen die Gruppe der ebenen Trans-
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formationen &, der achten Ordnung. Die Gruppe ®; enthilt folgende Trans-
formationen: Ji, J3, Ji', Ji', eine Zentralkollineation H,, zwei zyklische Kollinea-
tionen U,, ¥; und die identische Transformation E.

Wenn wir auf einen beliebigen Punkt der Ebene alle Transformationen der
Gruppe &, anwenden, bekommen wir acht Punkte, welche wir mit dem Sym-
bol (@) bezeichnen. Ist der gewihlte Punkt fiir wenigstens eine der Transfor-
mationen der Gruppe &, selbstadjungiert, dann reduz1ert sich (@) auf vier,
Tesp. zwei, resp. einen Punkt.

Fiir alle Transformationen der Gruppe ®; existieren folgende unzerlegbare
invariante Kurven: Ein Kegelschnitt k;, der durch die Hauptpunkte 3, 4, 5, 6
bestimmt ist und die Punkte I = 12 N 45 und I' = 12 N 36 als konjugierte
Pole hat, die Kurven sechsten Grades mit sechs Doppelpunkten 1, ..., 6, die
durch irreduzierte () gehen, die Kurven sechsten Grades mit sieben Doppel-
punkten 1, ...,6, 8, (S, ist das Zentrum der Kollineation H,) und rationale
Kurven sechsten Grades mit Doppelpunkten in den Punkten 1, ..., 6 und in
vier selbstadjungierten Punkten der Involutionen J! und J!*.

Wenn die Koordinaten der Punkte 1, 2, ausser den Bedingungen (1) auch
der Gleichung

x — 2k — 22, =0

bei der vorstehenden Wahl des Koordinatensystems geniigen, so sind die
Punkte 1, ..., 6 gleichzeitig auf sechs verschiedene Weisen in der ersten und
auch in der zweiten Lage, d. h., sie bilden eine Gruppe der Hauptpunkte von
sechs Involutionen der ersten Gattung JI und sechs Involutionen der zweiten
Gattung JI*.

Die Involutionen J! und J' (¢ = 1,..., 6) fithren zur Gruppe der ebenen
Transformatlonen &,,, die 36 Transformationen fiinften Grades und 36 Kolli-
neationen enthilt. Alle diese Transformationen geben Sextikbiischel mit Dop-
pelpunkten I,...,6 und Tangenten 14, 15, 45, 26, 36, 23 in diesen Punkten
wieder. Es gibt keine Kurven niedrigeren Grades als des sechsten, die fiir alle
Transformationen der Gruppe &,, invariant wiren.

Wenn sich also in der Ebene eine Gruppe von sechs Punkten gleichzeitig in der
ersten und auch in der zweiten charakteristischen Lage befindet, dann geschieht
dies in jeder dieser Lage entweder auf zwei verschiedene Weisen, oder auf sechs
verschiedene Weisen. Andere Moglichkeiten konnen nicht vorkommen. Die erste
Moglichkeit gibt die Gruppe B und die zweite die Gruppe ®,,, welche die Involu-
tionen und zyklische Transformationen ersten und finften Grades enthalten. Es
gibt unzerlegbare invariante Kurven sechsten Grades fir alle Tmnsformatwnen
der Gruppe By und auch der Gruppe Gy,.
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