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éasopis pro péstovani matematiky, roc. 83 (1958), Praha

ASYMPTOTICKE VLASTNOSTI INTEGRALU HOMOGENNI
LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE CTVRTEHO RADU

ZDENEK HUSTY, Brno DT:517.984
(Doklo dne 11. ledna 1957)

V préci jsou uvedeny nékteré postadujici podminky pro ohranidenost
integraltt diferencidlni rovnice (1,2). Déle je ukézdno, jak lze v nékte-
rych pripadech odvodit asymptotické vzorce pro fundamentélni
systém YeSeni diferencidlni rovnice (1,2) pomoci zndmych asympto-
tickych vzoret pro fundamentdlni systém FeSeni diferencidlni rovnice
(1,5).

1. Diferenciilni rovnici

w" + daw” + 6a,w" + daw' + agw =0, (1,1)
kde ay, a3, a3, ¢, jsou spojité funkee v intervalu J = (z,, ), miizeme prevést -
transformaci w = ¢~1%%% na prvnf kanonicky tvar

y"" + 104y” + (104" + o)y +[3(34%2+ 4") +wdy =0,  (1,2)
kde o (w,) je invariant (semiinvariant) rovnice (1,1), 4 = $(a, — a} — a3),
viz [6]. Funkee o', ®,, A” jsou spojité v intervalu J.

V pripadé v = 0 pro vSechna z ¢ J je

y" + (104y’) + [3(34% + A") + oy]y =0 (1,3)
samoadjungovanou rovnici. Rovnice
y"" 4+ (104y’) + 3(342 + 4")y =0 (1,4)

je iterovana a jeji fundamentilni systém YeSeni tvoif funkce u3, w?, uv?, »3,
jestlize u, v jsou linedrné nezdvislé integraly diferencidlni rovnice
4" 4+ Auw = 0. Viz na pi. [9]. (1,5)
M4-li rovnice (1,5) integral u,(x), ktery nemd v J ani jeden nulovy bod,
pak muzeme (1,2) transformovat substitueci

z

,_ PIE@)] [ |
V=i 0= [ 9

z,
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na druhy kanonicky tvar

d* 1 dv 1 3 & .
(2—5—4_}—?‘0-&?—*—@(0)1——2—? w)v=05 VIZ[G]. (1a7)
Kazdy integral y(x) rovnice (1,2) vyhovuje integrilni rovnici
u(x) v(x) [

u(Z,) (%)

Y(2) = 2(z) — cY(E) o) (18)
u(@) v(@) :
() o) fa.

kde z(z) je integral rovnice (1,4) spliiujici v bod& z, = z, stejné positedni
podminky jako y(x) a u(x), v(x) jsou integraly rovnice (1,5), jejichZ wronskien
je roven 1, viz [8].

2. Déle uvedeme nékteré postaditelné podminky pro ohranidenost integrala
diferencidlni rovnice (1,2). Kvili strudnéj§imu vyjadiovini zavedeme tyto
definice: '

a) Rekneme, Ze integral y(x) diferencialni rovnice mé vlastnost

(0)) = |y(x)] = M pro viechna x ¢ J; 1=20,1,2,8;
(On) = ly(=z)| + [¥'(x)] = M pro viechna x e J;

u(z) v(x)
w'(t) v'(t)

u(x) v(z)

3
=300 |41y o)

+ _é_ fy(t){[wl(t) — w'(#)]

(Onz) = 9(@)| + ly'@)| + ly"(x)] + ly"(@)| = M pro viechnaz e J;
(0) = lim y(z) = 0;

> .
(0gy) = lim y(z) = 0, lim y'(x) = 0; M = konst > 0.%)
T—>0 Z—>0

b) Rekneme, %e diferencidlni rovnice mé n&kterou z vlastnosti odst. a),
kdy? kazdé jeji feSeni mé tutéZz vlastnost.
2,1. Necht

flo]de < 0, [loyldz < oo (2,1)

Jestlize rovnice (1,4) mé vlastnost (Og,), pak rovnice (1,2) mé vlastnost
(Opyss)s viz [1], T. 6, str. 55.

Pozndmka -2,1. Rovnice (1,4) ma vlastnost (Op ), jestlize rovnice (1,5)
mé vlastnost (Oy,), pki temz (4| + (4’| = M.

Poznamka 2,2. Rovnice (1,5) mé vlastnost (Oo1), jestlize

lim|4 +a| =0, [|4 + a] dz < o, @ = konst < 0,
>0 '
viz [1]. 1L, T. 7, str. 56, nebo
lim |4 +a| =0, [|4'|dz < o0, a = konst < 0,
Z—>0

viz (1], VI, T. 1, str. 133.

*) V daldim textu budeme v#dy pismenem M oznatovat vhodnou kladnou konstantu.
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2,2. Nechf
Jloy —o’jdz < 0, flo|dx< .

(2,2)

JestliZe rovnice (1,5) mé vlastnost (Op), Pak rovnice (1,2) ma vlastnost (O,).
Podle (1,8) je vzhledem k predpokladu {’u(x)l <M, ]p(x)]l M @)= M,

@) < e + Lol + fa] + el + 5) + 5 2 [ il — o] + 3ol &,

%o

kde jsme pouzili vztaht

2() = () + cquie) 1(®) + eule) v¥(e) + c*(@) ,
6 = 5 v w(Eo)] - [u(@o)] + pET -

Podle Bellmanovy nerovnosti, viz [1], str. 46, je

z . s )
ly(x)| < cexp{—;i M“j.[la)1 — o'l + 3|o|] dt}, c= M32:1 les]
z,

odkud s ohledem na (2,2) plyne tvrzeni.

Poznimka 2,3. Necht plati (2,2). Jestlize rovnice (1,5) mé vlastnost (Oy,),

pii demz |4| + |4'| < M, pak rovnice (1,2) mé vlastnost (Ogyes)-
2,3. Necht plati predpoklady:
a) 4 = konst > 0, 47 je konvexni pro « € <x,, ©),

Pak rovnice (1,2) mé vlastnost (Oo)-
Podle predpokladu a) je

)| < ; @) < MY = @),

viz Zldmal [3], str. 85. Podle (1,8) je
@) < — +%~_¥Lf]y1[l“’1_‘”! +43lwl]
| 4%() [ZERKE V&w V4w

o, — o], 3o]

4 4 l
ly@) Ja3@)| <o + %‘-Mﬁ f lyVA“(t)l[ Fw A0
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kde ¢ je vhodnd kladnd konstanta. Jestlize aplikujeme na (2,4) Bellmanovu
nerovnost, snadno podle piedpokladu b) dojdeme k zavéru, Ze integral y(x)
je ohranideny. :

Derivaci (1,8) s ohledem na (2,3) obdrzime odhad

4

x) V_(x <c¢ + 41W6f]JVA3(t)l[ VA3 — o] +?4'?t))’]

kde ¢ > 0 je vhodné konstanta. Integral na pravé strané podle predpokladu
P 4
konverguje, nebot funkce y]/A 3(z) je podle (2,4) ohranitena.
Poznimka 2,4. Jestlize plati pfedpoklady odst. 2,7 a lim A(x) = oo, pak
ZT—>0

rovnice (1,2) mé vlastnost (og,)-

Presndji

3,1. Necht [4 + a] — 0 pro z — o0, [[4'(z)|dz < 0, [|w|dz < o,

[lwy + 34" dor < 0. Pak existuje fundamentélni systém YeSeni rovnice (1,2)
tvaru

2 ,

Y =exp[ f M) dtlexs + o)1, k=
’L

Zo

) 4,
3

o W

1
=0’ ? b b

kde A;,s( il/ A(), s4(t) = + 3]/:— A(t), ¢;; jsou konstanty nezavislé
na x, To. Vlz [1}, II, T. 8, str 64.

3,2. Necht |4 4 a| > 0 pro = — 00, @ = konst., [14'(x)|dz < co. Potom

) i
uP—eiV“mmr+mﬂ,u@=w-““%ﬁ+«m,i=mL(u)

kde ¢g: jsou konstanty nezavislé na z, Zo; %1, %, jsou nezavislé integraly rovnice
(1,5). Viz [1], II, T. 8, str. 64.

Dusledek.
ya— -
= O Lo, me=e a0 oy,
. \ (3.2)
JV=4® 3[V=dw a
%—%Amh+mﬂ,w=w “ o,

kde y: = ui~*.ull, i = 1,2, 8,4, jsou nezdvislé integraly rovnice (1,4).
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3,3. Pfedpokladejme, %e rovnice (1,5) mé integral u,(x), ktery nema v inter-
=]

valu J 7adny nulovy bod a f _172:;7)_ dz = + o. Potom muzZeme rovniei (1,2)
1

transformovat substituei (1,6) na tvar (1,7), p¥i demZ lim &(zx) = co.,
ol dz < . (3,3)

Necht e
fg,,,lw]dx<oo f§ —’E' |

Integraly rovmice (1,7) jsou podle Ghizettiho véty (viz [7]) asymptoticky
rovny integralim rovnice #(9 = 0. P¥esnéji, rovnice (1,7) mé fundamentalni
systém tvaru

I

v, = &1 L o(1)], =123, 4.

Diisledek. Integrily rovnice (1,2) jsou podle Ghizettiho véty asympto-
ticky rovny integraliim rovnice (1,4). Pfesnéji, rovnice (1,2) mé fundamentalni
systém tvaru y; = u} "' . wf'[1 4 o(1)], kde u,, u, jrou vhodné lineirné)
nezavislé integraly rovnice (1,5).

3,4. Necht rovnice (1,5) mé integral wu.(x) (nezavisly na u,(x)) takovy,

@

ief 1()<oo

Jestlize integraly

[o¥a) (o] dx,  [p(@) (@) o] dz. [¢3(@) o] dz (3.4)
konverguji, kde

ul . u2 = 0[¢(x)] l

ll;; - Uy = O[QP(@”)] >

pak plati tvrzeni odstavce 3,3. UkaZme, Ze je splnéna podminka (3,3).

fglz o] dz = f’“q(f dt) || dz ———f[%( Cithy + couzf )]z{w| dzr <

2
= NI./‘(ul'u,Q)2 || dz, kde (cl + szglz‘ dt) < N,, ¢, ¢, jsou konst.
a 2

(3,9)

Podobné zjistime, Ze

o 3 3 bt” ] 0 X
[ealon— 35 ol ar = Mot [l do -+ [ 102 g0l s

kde N, je vhodné konstanta > 0.
VSechny t¥i integraly, které se vyskytuji na pravych stranich obou ne-
rovnosti, podle pfedpokladi (3,4), (3,5) konverguji.
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3,5. Necht plati piedpoklady odstavce 3,2 pro e > 0. JestliZe integraly

[col dz, f [wI[ dz konverguji, mé rovnice (1,2) fundamentdlni systém (3,2).
Podle (31) je p(@) = p(a) = L.

4. G. SANSONE ve své prici [2] dokazuje nésledujici dvé véty o diferencidlni
rovnici

[Pey") — [y'] — wy’ +diy = 0. (4,1)

Véta 1. Necht v rovnici (4,1) jsou 9%, 9., 9o, @' spojité fumkce pro vdechna
2 = a a necht platt tyto pFedpoklady:

Lz286,>0, 9,20, =29 =2m>0, 8,24, HZow, (4,2)
8o + 3o’ =3[0 — 0], 9+ }o' = 7> 0, (L, M, m, v jsou konst.). ’
JestliZe y(x) je FeSent rovnice (4,1), pak mohou nastat tyto pFipady:
i) y(x) neosciluje [md v intervalu {a, ) koneényj podet kofend; pak je bud
lim |y(x)| = 0 nebo lim |y(z)| = oo;
$0 &—r0

ii) y(z) osciluje a nent lim y(x) = 0; pak
L—>c0

f [y2(2) + y2(@)] dz = + 0,

hm y'*(@,) = 0 [{x,} je posloupnost nulovych bodw integrdlu y(z)l, ¥'(2,).
Z(/ (2,) > 0 pro dosti velkd n.
Vé&ta 2. Necht plati predpoklady véty 1. Necht je ddle pro vé’echna r=a
|9 —o| £ H,, [0 +o'|<H,, (H,H,jsoukladné konstanty). (4,3
iii) Jestlige integrdl y(x) rovnice (4,1) je ohramideny, pak zliri y(x) = 0.

Poznimka 4,1. K dikazu obou vét pouzivé Sansone identity

@) = Ula) — [0 + 09 + 4o’ + Do) y*] da , (4,4)
kde

Ulz) = y[0y"]" — Oy'y" — Sryy’ — 3oy®,
viz [2], str. 15.

Tvrzeni obou vét plati beze zm&ny pro diferencidlni rovnici (1,2), jenom
misto (4,2) event. (4,3) musime pfedpokladat '

— U4 —m<0, wo—30'=Zn>0,

4,2
0= A" + 3o < o, — 3o, (42)

event.
o — 104'| £ H,, 3342+ 4") +w, —o'| = H, (4,3)
(M, m,n, Hy, H, jsou kladné konstanty).
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Oviem k dikazu musime pouZit misto (4,4) identity

z
U) = U(a) — [[(84y + y")* + (0, — }0') y® — 4y'24] d¢,
kde ’
Ulw) = y"y — y"y' + 44yy’ + 34"Y* + Jowy*.
Poznédmka 4,2. Jestlize plati predpoklady (4,2'), pak kaidy integral y(z)
rovnice (1,2), ktery pro viechna x = a ¢ J vyhovuje podmince

UR)=y"y —y"y + 4dyy’ + 34'y* + Jwy* 2 0,
mé vlastnost (0,), viz [2], str. 16—18.
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PesmoMme

ACUMIITOTUYECKUE CBOJMCTBA PEMEHUNA OXHOPOOHOI'O
JUHERHOI'O MTUOOEPEHIIMAJIBHOI'O YPABHEHUA
YETBEPTOI'O IIOPAIKA

3IEHEK I'VCTbI (Zdensk Husty), Bpro
(ITocrynmuio B pegaxmuio 11/1 1957 r.)

B npemmaraemoit pafore HcClemyioTcs KOCTaTOYHEIE YCIIOBHS OrpaHAYEH-
HOCTH pemenuil arddepeEnAaTLEOrO ypaBHEHHAS

2/”1/ + 10_"1y” + (]_OA' + CU) y' + [3(3A2 + A’) + wl] y == 0 ’ (1)
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A", @', @, BenpepuBHH B J = {(z,, 00), H BRBOJATCA HEKOTOPHIE ACEMIOTOTH-
geckme Qopmymsl Ana QyERamMenTaIbHON CHCTeMBl. B memax KparkocTd 060-
3HAYCHWH OHJIA BBEJEHH CIENyOINUe OUpegesleHUA:

a) Mu craxem, aro meTepan %(x) I_mq)c{)epeﬂnmam,noro ypaBHeHHA 006na-
JaeT CBOKCTBOM

0;) =lyo@)| <M = konst. >0,4¢4=0,1,2 3,
Oo) =[y@)] + ly'@)| < M,

Ousa) = 9@)] + '@ + '@ + ly"@)] < M,
(00) = hm y(z) =0,

(0r) = 11m y(z) = lim y'(z) = 0.

Z—>0 >0

6) Mu craxem, 9o guddepeEnmampHOE ypaBHEHHe OOIafaeT HEKOTODPHIM
U3 CBOHMCTB IYHKTA ), €CIA KayKAoe ero pemeHme 00ajfaeT 3THM CBOUCTBOM.
VYpasrmenme (1) o6manaer cBorcTBOM (Ogyp5), €CIE ypaBHEHHTE

Y + Ay =0 @)
oﬁnanae'r CBOHCTBOM (0n), |4] + |4’} £ M = konst. > 0,

ﬂw]d.r<oo fwld:c<oo
VYpasrenme (1) oGnanaeT cBoﬁc'rBOM (00) ecid ypaBHeHHe (2) obGmamaer

csoiictBoM (Oy,), f]co1 — o'|dz < o, f]w] dz < oo.
IIyers A > konst. >0, A~ ¥ puimyxo,

l“’l_wi

Va

Torpa ypasmemme (1) ob6mamaer cBoiicTBoM (Og). Ecam lim A(z) = oo, 0
&>

dz < o0, f’ Idar;<<:o

ypasHerme (1) o6aapgaer CBOHCTBOM (001)-
[Iycrs hm |[A+al =0, a —koﬁst f]A | dz < o0, f]w]dx < oo. Tor,ua
Qyﬂnamemanmaa cmcreMa pemeHdi ypaBHeHHA (1) mmeer BHK

13 [V=Tmar L [V Zmat
Y1,0= € » [1 4+ o(1)], Yz, 4 = € %o [1 +0(1)].

k. Cancone B cBoeit pabore [2] moKasbiBaeT ABe TEOPeMBI 00 ACHMITOTI-
YeCKHX CBOMCTBAX HHTErpajioB AEPdepeHqAaIbLHOIO0 YPaBHEHHUSA

[0y"]" — [y'] — wy” + 0y = 0.
B macroamed pab6ore HPWBORATCA YCIOBHA, KOTOPHIM HOILKHEI YXOBie-

TBOPATH Kod(pPunments ypasEennsa (1), mus Toro, 9Tobs o6e reopemsr CaBCcOHE
OBUIE COpaBeIEBEL B 1A ypaBHeHHA (1).
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Resumé

ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN DERi;OSUN GEN LINEAREi%
HOMOGENER DIFFERENTIALGLEICHUNG DER VIERTEN .
ORDNUNG )

ZDENEK HUSTY, Bmo'
(Eingelangt am 11. I. 1957) °

In der vorgelegten Arbeit werden hinreichende Bedmgungen fiir die Begrenzt-
heit der Losungen der Differentialgleichung

y'" + 104y" + (104" + o) y" + [3(34* + A”) +oJy=0, (1)

A", o', w,, sind stetlge Funktionen von zeJ = \xo, ) eingefiihrt und
einige asymptotische Formeln fiir das Fundamentalsystem abgeleitet. Wegen
der Moglichkeit von kiirzerer Ausdriickung wurden folgende Definitionen
eingefiihrt:
" a) Man sagt, dass die Losung y(z) einer D]fferenmalglelchung folgende
Eigenschaft besitzt . ,

(0;) = yix)] = M = konst. > 0 ,1=20,1,2 3,

(_001) = Iy(x)! + )| =M,

(Ouss) = (@) + [0 @)] + [y"@)] +y" (@) < M,
(0g) = limy(x) =0,

T—>0

(0g) = limy®) =0, limy(x)=0.

>0 X -~

b) Man sagt, dass die Differentlalglelchung eine der Eigenschaften des
Absatzes a).besitzt, falls jede ihre Losung dieselbe Eigenschaft besitzt:

Die Differentialgleichung (1) besitzt die Elgensohaft (Op155), wenn die D]ﬁe-
rentla,lglelchung

Lo y"'+Ay——0 S - (2)
die Eigenschaft (Oo;) besitzt, |4] + |4’ < M = konst. > 0, f Iw‘ dx <0,
f lo;] de < 0. -
Die Dlﬁerentlalglelchung (1) besitzt die Elgenschaft (00) wenn die Diffe-
rentialgleichung (2) die Eigenschaft (O,,;) besitzt, ;
Jloy —o'|dz < 0, [lojdt< .
Es sei 4 = konst. > 0 und die Funktion A "% sej konvex,

oy — o]

V4s

de < 0, f' m\w
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Dann besitzt die Differentialgleichung (1) die Eigenschaft (O,). Wenn
lim A(z) = oo, so besitzt die Differentialgleichung (1) die Eigenschaft (o).

r—w

Im Falle dass, hm |4 + a| = 0, a = konst., f\A’l dz < o, f]w[ dx < oo,

f |, d2 < o0, dann besitzt die Differentialgleichung (1) das Fundamental-
system
sof | TTHa N e o
Yo =16 = [L+o1)], ysa=c¢e = [T+ o(1)].
G SANSONE beweist in seiner Arbeit [2] zwei Sitze iiber die asymptotischen
Eigenschaften von Losungen der Differentialgleichung

BT — YT — oy’ + Py =0.
In dieser Arbeit werden “die Voraussetzungen die die Koefizienten der Diffe-

rentialgleichung (1) erfiillen miissen, eingefiihrt, sollten beide Sansons’ Sitze
auch fiir die Differentialgleichung (1) gelten.

4
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