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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha

SVAZEK 83 * PRAHA, 18.11.1958 * CISLO 1

AUTOMORPHISMEN GEORDNETER MENGEN

FRANTISEK SIK, Brno DT:519.52
(Eingelangt 9. Juni 1956)

In dem Artikel werden Gruppen der Automorphismen einer einfach
geordneten Menge M untersucht und es wird festgestellt, wie die
Eigenschaften der Automorphismengruppe die Struktur der Menge M
beeinflussen und umgekehrt.

Einleitung

Ist eine einfach geordnete Menge IM gegeben, dann versteht man unter
einem Automorphismus auf M eine &hnliche Abbildung von M auf M. Die
Menge & aller Automorphismen auf M bildet in bezug auf die natiirliche
Ordnung eine Verbandsgruppe (eine I-Gruppe). In der Regel untersuchen
wir nicht die Gruppe &, sondern irgendeine ihrer Untergruppen I” und aus den
vorausgesetzten HEigenschaften dieser Untergruppe leiten wir Eigenschaften
der Menge M und die Struktur der Untergruppe I" ab.

In § 1 werden die Beziehungen der Eigenschaften der Gruppe I" ohne Riick-
sicht auf die Struktur der Menge M studiert.

Ist x e M, f e I, dann heisst die Vereinigung aller Intervalle mit den End-
punkten f*(x), f~"(x) (iiber alle natiirlichen n) ein Zyklus des Automorphismus f.
Der Zyklus heisst echt, wenn er mindestens zwei Elemente enthélt. Die Gruppe
I' ist monozyklisch, wenn jedes Element f e I' hochstens einen echten Zyklus
besitzt. Unter IM(I") versteht man die Vereinigung aller echten Zyklen aller
felI. Hat ein f einen echten Zyklus 4, dann heisst der Automorphismus g,
der g(z) = f(x) fir z ¢ A und g(x) = = fiir z € A definiert ist, eine Phase des
Automorphismus f. Die Gruppe I" hat die Eigenschaft (o), wenn sie mit jedem
Element f, f # e, eine von Null verschiedene Potenz mindestens einer seiner
Phasen enthilt. Die Gruppe I" heisst divergent, wenn zu den beliebigen Ele-
menten x, y ¢ M(I"), x < y, ein solches f ¢ I" existiert, dass f(z) = y. Auf der
I-Gruppe I"sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:



a) I' ist monozyklisch, b) I" ist archimedisch geordnet und divergent,
c) M(I") ist ein Zyklus jedes Automorphismus =+ e aus I, d) [" ist einfach
geordnet und hat die Eigenschaft («) (Satz 3).

In § 2 beschiftigen wir uns vor allem mit den transitiven Gruppen der
Automorphismen. Gegenstand der Betrachtungen ist besonders die Struktur
der Menge M. Ist I"eine transitive monozyklische Gruppe der Automorphismen
auf M und enthilt M mindestens zwei Elemente, dann ist I dhnlich mit M
und je nach dem M einen Sprung oder keinen Sprung und keine Liicke enthélt,
ist I" isomorph mit der einfach geordneten additiven Gruppe aller ganzen
Zahlen oder aller reellen Zahlen (Satz 8).

In § 3 werden die intransitiven Automorphismengruppen studiert. Ist 7'
ein System der Transitivitit der Gruppe I', dann bedeutet I'; die Gruppe
aller Autcmorphismen auf 7', die auf 7' durch die Automorphismen der Gruppe
I' induziert sind und I'" bedeutet die Gruppe aller Automorphismen aus /',
die die Elemente ausserhalb 7' fix lassen.

I sei eine archimedisch geordnete Gruppe der Automorphismen auf 9.
Dann sind alle echten Systeme der Transitivitdt 7' der Gruppe I” untereinander
und mit der einfach geordneten Menge I” dhnlich und jede einfach geordnete
Gruppe I'; (fiir die echten 7') ist isomorph mit der einfach geordneten Gruppe I
(Satz 12). .

Ist I' eine archimedische [-Gruppe, die genau zwei echte Systeme der
‘Transitivitdat T, S besitzt, dann ist I' dann und nur dann einfach geordnet,
wenn I'T = (e) = I'S (Satz 14).

Zum Schluss dieser Einleitung méchte ich den Herrn L. RieeeEr und M. SE-
KANINA danken, die bei der definitiven Redaktion dieser Arbeit durch ihre
Hinweise zur Vervollkomnung der Form und des Inhaltes derselben beige-
tragen haben 9).

1

Die in dieser Arbeit beniitzten Begriffe der Theorie der I-Gruppen sind
gelidufig und insgesamt in [1], Kap. XIV, enthalten.

Unter IM verstehen wir immer eine einfach geordnete Menge, unter einem
Automorphismus immer einen Automorphismus auf 9 und unter I eine
Gruppe der Automorphismen auf M. Die Elemente der Menge R nennen wir
Punkte. Die Verbandsoperationen und die Ordnung in M und in & (in der
{-Gruppe aller Automorphismen auf M) bezeichnet man ohne Gefahr eines
Missverstindnisses gleich: V, A, =. Anstatt der Benennung ,.eine archi-
medisch einfach geordnete Gruppe* bentitzen wir die kiirzere ,,eine archi-
medisch geordnete Gruppe.

9) Siehe Annterkung 1) zum Satzeg 3 und Anmerkung 3) zum Satze 6.
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Definition. Unter einem Zyklus des Automorphismus f auf der Menge M
ist die folgendermassen definierte Menge A c M zu verstehem: man wihlt ein

zeIM;
a) Tst f(x) = z, dann 4 = (z);

b) Ist f(z) > , dann 4 = 3- Elf"@) < y < =)y M)

[d

c) Ist f(x) < x, dann A = U Elfvz) <y < f*(z); y « M].

n=—w Yy

Es ist klar, dass fiir ein beliebiges z ¢ A im Falle b) f(z) > z, ¢) f(z) <=2
gilt und dass der Zyklus, der durch die oben eingefiihrte Methode mit Hilfe
‘dés Elementes z ¢ A erzuegt wird, wiederum gleich A4 ist."'Weiter ist offenbar,
dass das System aller Zyklen' des Automorphismus f eine Zerlegung auf I
bildet. Daraus folgt f(4) =

Wie bekannt, ist die Menge @5 aller Automorphismen der em_fach geordneten
Menge M eine I-Gruppe ([1], XIV, § 2, Auf. 4). Die teilweise Ordnung ist
auf @ folgendermassen definiert f < g<=f(x) < g(z) fiir alle z ¢ M. Fiir die
Verbandsoperationen gilt also (fv g)(z) = f(x)y Vv g(z), (f A 9)(x) = f(x) A g(z).

Wenn im Weiteren von der Ordnung einer Gruppe der Automorphismen
auf M gesprochen wird, werden wir darunter immer die oben eingefiihrte
natiirliche Ordnung verstehen.

Der Buchstabe & wird in der ganzen Arbeit fiir die Gruppe aller Auto-
morphismen auf I vorbehalten.

In den folgenden Betrachtungen beschiftigen wir uns stets mit den Unter-
gruppen der Gruppe &. Unter einer I-Gruppe I" der Automorphismen versteht
man immer eine [-Untergruppe in &, d. h. eine solche Untergruppe in @, fir
diegilt: f,ge I'=>fvgel,fagel.

I sei eine Gruppe der Automorphismen auf IN.

Definition. Jeden Punki xe M, der ein Fixpunkt jedes Automorphismus
aus I' ist, wollen wir als einen stabilen Punkt der Menge MM (in Bezug auf I)
bezeichnen.

Die um die stabilen Punkte (in bezug zu I') verkleinerte Menge I bezeichnet
man (I"). Wir bemerken, dass IM(I") entweder leer ist oder wenigstens zwei
Punkte enthalt. )

Definition. Die Gruppe I ist transitiv auf der Menge Q c M, wenn zu jedem
x,y e Qein f el existiert, sodass f(x) = y.

Die Gruppe st transitiv, wenn ste transitiv auf N ist.

Wir bemerken, dass die Menge I keine stabilen Punkte in bezug auf I”
besitzt, wenn I" transitiv (auf M) und I" + (e) ist.

Definition. Zwei Automorphismen f, g sind gleich orientiert, wenn fir ein
beliebiges x € M gilt: f(x) > = = g(x) = =; g(x) > z = f(x) = .



Satz 1. Die Gruppe I" der Awutomorphisinen sei transitiv wef ). I 28t dann
und nur nur dann emnfach geordmet, wenn die konjugrerten Blemente awus I' gleich
orientiert sind.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Es seif, g €I, x ein solcher Punkt
aus M, fir den f(z) > g(x). Es geniigt zu zeigen, dass fir ein beliebiges
ye M) fly) = g(y) ist. Bs gilt g f(x) > 2. Weil z kein stabiler Punkt ist,
existiert ein 4 e I, so dass A(z) = y. Da das Element A'g-1fh gleich orientiert
mit dem Elemente g-1f ist, gilt h-lg~'fh(z) = x. Also fi(z) = gh(z), weiter
f(y) = g(y) und endlich f > ¢. Eine #hnliche Erwigung gilt fir f(x) << g(z).

Notwendigkeit der Bedingung. Es sei fe I. Fiir ein 2 ¢ M sei f(x) > .
Es ist zu beweisen, dass fiir ein beliebiges g ¢ I" g7'fg(x) =z gilt. Da f > e
(e = das Einheitselement der Gruppe I'), gilt f(y) = y fiir alle z7¢ M. Daher
fir y = g(x) gilt g7g(2) = g7%9(x) = =.

Es sei g~fg(x) > x fiir ein x ¢ M. Dann ist flg(z)] > g(x). Weil I' einfach
geordnet ist, gilt f > e, also f(z) > =.

Korollar. Die abelsche auf (I transitive Gruppe I ist einfach geordnet.

Satz 2. Ist die Gruppe I' einfach geordmet, dann sind zwei vhre Elemente
dann und dann gleich orientiert, wenn beide = e oder betde < ¢ sind.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Esseif, g e I',f = ¢ g = e. Daher
fx) =z, g(x) = = fiir alle x ¢ M. f und ¢ sind also gleich orientiert. Ist f < e,
g < e, dann f(x) < z, ¢g(z) < « fiir alle z € M. Offenbar sind f und g wieder
gleich orientiert.

Notwendigkeit der Bedingung. Es seien f, ge I" gleich orientiert.

1. Es sei f > e. Es ist zu beweisen, dass g = ¢. Ist hingegen g < ¢, dann
existiert ein ¥ ¢ M, so dass g(y) < y. Dabei f(y) = y, denn teils
f>e= fly) =y, teils f(y) > y = g(y) = y. Bezeichnen wir mit B den das
Element y enthaltenden Zyklus des Automorphismus g.

Fiir das Element & = gf gilt: es existiert ein Punkt ze M, so dass f(z) > a;
daher f[f(z)] > f(x); da f und g gleich orientiert sind, gilt g[f(¥)] = f(«); also
h(z) > x und daher » > e. Fiir den erwihnten Punkt y gilt R(y) = ¢[f(y)] =
=g(y) <y, also h<e, was einen Widerspruch beinhaltet. Also g = e.

2. Essel f <e. Dann g > e= f = e, was ein Widerspruch ist. Der Beweis
ist ahnlich dem vorigen.

3. Ist f = e, so ist die Richtigkeit der Behauptung offenbar.

Definition. Der Automorphismus f auf M heisst monozyklisch, wenn er héch-
stens einen echten Zyklus besitzt.

Die Gruppe I' heisst monozyklisch, wenn jeder Automorphisrmus f € I” mono-
zyklisch ist.

Wir bemerken, dass die Menge A aller monozyklischen Automorphismen
auf M keine Gruppe sein muss. Als ein Beispiel hierfiir dient die Menge aller
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monozyklischen Automorphismen auf der einfach geordneten Menge aller
reellen Zahlen.

Beweis. Sind «, f reelle Zahlen > 0, dann sind die Abbildungen f und g
definiert: f(z) = ax fir 2 £ 0, f(x) =« fir > 0, g(x) =2 fir x 0,
g(x) = px fiir x > 0; es sind offenbar Automorphismen auf der einfach geord-
neten Menge aller reellen Zahlen. f und g sind monozyklisch, wahrend fg es
nicht ist.

Definition. Unter Phase des Automorphismus f wollen wir einen solchen Auto-
morphismus h verstehen, der auf einem einzigen echten Zyklus des Automorphismus
| identisch mit | ist und der die @brigen Punkte festhdlt.

Definition. Die Gruppe der Automorphismen hat die Eigenschaft («), wenn
ste mit jedem FElemente =+ e eine von Null verschiedeme Potenz einer seiner
Phasen besitzt.

Definition. Die Gruppe I' der Automorphismen heisst divergent, wenn zu den
beliebigen x, y € M(I'), x < y, ein f e I so existiert, dass f(x) = .

Satz 3. Die folgenden Eigenschaften der Gruppe I' der Automorphzsmen
sind dquivalent:

a) I' ist monozyklisch;

b) I ist archimedisch geordnet und divergent;

¢y MI") ist ein (esnziger echter) Zyklus jedes Elementes fe I, | =+ e:
d) I' ist einfach geordnet und hat die Eigenschaft («).})

Beweis. a = b. 1. Jede monozyklische Gruppe ist einfach geordnet. Existiert
namlich ein fe I, f || e, dann existieren die Punkte z, y ¢ M, so dass f(z) < x,
f(y) > y; der Automorphismus hat also mindestens zwei echte Zyklen. was
ein Widerspruch ist.

2. Wenn I' nicht archimedisch wire, dann existierten Elemente f, g ¢ I,
fiir die e < f» < ¢ fiir alle natiirlichen n gelten wiirde. Bezeichnen wir mit 4
den (einzigen) echten Zyklus des Automorphismus f. Nach der Voraussetzung
gilt fiir jedes y ¢ A g(y) €« 4; daraus folgt fg9(y) = g(y), g7 g(y) = y, also ist

g~fg auf 4 fix.

Der echte Zyklus C des Automorphismus g~'fg (97*/g + e!) muss also ausser-
halb A liegen. Das widerspricht aber der Tatsache, dass I" monozyklisch ist;
z. b. der Automorphismus §g-1gf hat zwei echte Zyklen und zwar ¢ und 4
(der Automorphismus f lisst C, der Automorphismus g-'fg lasst 4 punktweise
fix). Dieser Widerspruch beweist, dass /" archimedisch ist.

3. Die Gruppe I' ist divergent. Wenn némlich fiir zwei gewisse Punkte
z,ye M), x <y, h(z) < y fiir alle & ¢ I" gelten wiirde, dann wiirden offenbar
solche Automorphismen f, g'e I" existieren, dass f resp. g fest im Punkte y

1) Die Behauptung a => b hat L. RIEGER abgeleitet.



resp. « und nicht im Punkte @ resp. y sein wiirde; mindestens einer der Auto-
morphismen fg, fg=* hat dann zwei echte Zyklen; das ist ein Widerspruch.

b= c. Da die Automorphismen f, ! dieselbe Zyklenzerlegung besitzen,
kann man sich auf die Automorphismen > e beschrinken. Es sei also f > e,
g > e. Es existieren solche natiirliche Zahlen m, =, dass f» > g, g > f; also
gilt ffm > g%, g*» > f* fir jedes natiirliche k. Es gilt also f=(z) = g¢*(z),
g*(x) = f¥(z) fiir ein beliebiges z ¢ M und die umgekehrten Ungleichungen
fiir die negativen ganzen Zahlen k. Daher haben die Automorphismen f, g
und also alle Automorphismen =+ e dieselbe Zyklenzerlegung. Aus der Diver-
genz und aus dem vorher gesagten folgt, dass M(I") der gemeinsame echte
Zyklus aller Automorphismen =+ e ist.

¢ = d. I' ist nach der Voraussetzung monozyklisch, also einfach geordnet
(siehe den Anfang des Beweises a = b). Die Gruppe I" hat die Eigenschaft («),
denn jeder Automorphismus = e aus ["ist offenbar seine einzige eigene Phase.

d = a. Es sei fel, f habe zwei echte Zyklen. ¢ sei eine Phase des Auto-
morphismus f und fiir ein ganzes n =+ 0 sei g” ¢ I'. Bezeichnen wir mit A den
echten Zyklus des Automorphismus g, mit B den echten Zyklus des Auto-
morphismus f, fir den 4 N B= @. Der Automorphismus % = ¢*frg—" hat
zwei echte Zyklen 4, B (denn frg— resp. g ldsst 4 resp. B punktweise stehen);
das ist ein Widerspruch.

Anmerkung. In dem Beweise b= ¢ wurde die folgende Behauptung
erwiesen: ,

In der archimedisch geordmeten Gruppe I’ haben alle Automorphismen =+ e
dieselbe Zyklenzerlegung.

2

In diesem Paragraphen beschiftigen wir uns mit den transitiven Gruppen
der Automorphismen auf IN.

Definition. I" sei eine Gruppe der Automorphismen auf M.

a) M ist von oben schwach vollstimdig beziglich I', wenn zu jeder von oben
beschrinkten Menge der Automorphismen {f,} c I' der Punkt V[]‘,(x)] fir jedes
x € M in M existiert.

b) M ist von unten schwach vollstindig beziglich I', wenn zu jeder von unten
beschrankten Menge der Automorphismen {f,} c I" der Punkt )\[i (®)] far jedes
z e M in M existiert.

c) M ist schwach vollstindig beziiglich I', wenn sie von oben und von unten
schwach vollstimdig beziglich I" ist.

d) M ist (von oben, von unten) schwach vollstindig, wenn sie (von oben, von
unten) schwach vollstimdig beziglich der ﬂuppe § aller Automorphismen auf
M st

6 .



Es ist offenbar, dass die bedingt vollstandige Menge R schwach vollstéindig
ist. Die Umkehrung muss nicht gelten. Als ein Beispiel dient die Menge I
vom Typus w @ w*. Der einzige Automorphismus auf I ist der identische.
Also ist M offenbar schwach vollstindig. Sie ist aber nicht bedingt vollsténdig,
denn die Menge vom Typus w resp. o* ist eine von oben resp. von unten
beschrankte Untermenge in M und trotzdem existiert ihr Supremum resp.
Infimum in M nicht.

Anmerkung A. I' sei eine transitive und einfach geordnete Gruppe. I ist
bezaglich I' (von oben, von unten) schwach vollstindig dann und nur dann, wenn N
liickenlos ust.

Beweis. M sei z. B. von oben schwach vollstindig beziiglich I". i habe
eine Liicke 4, B. Wahlen wir b ¢ B; zudem beliebigen a ¢ 4 existiert ein f, e I’
s0, dass f,(b) = a. Da a < b, ist f, < e, also ist das System aller f, von oben
beschriankt. Also existiert V [f,(0)] = V @. Dann aber hat die Menge 4 das

aecd Ged
Supremum, was ein Widerspruch ist.

M habe keine Liicke und sei {f,} c I, f, = f fiir alle . Wahlen wir x e M.
Hat das System {f,(x)} kein Supremum, dann ist die Menge aller b ¢ M, fiir
die f,(x) < b fiir alle v, nicht leer [f,(z) < f(x)] und bildet die obere Klasse
eines Schnittes, die eine Liicke ist, was einen Widerspruch ergibt. Der Beweis
der Anmerkung A ist erbracht.

Bemerken wir noch, dass die Nichtexistenz der Liicken in 9 dquivalent
mit der bedingten Vollstandigkeit der einfach .geordneten Menge I ist.

Hilfssatz 1. f sei ein Automorphismus auf einem Verbande S, {z,} c S. Wenn
Vz, existiert, dann existiert V[f(x,)] und es gilt [(Vz,) = V[f(z,)]. Der duale
Satz qilt auch.

Beweis. Wenn Vz, existiert, dann gilt f(Vz,) = f(z,) fir alle ». Wenn
VIf(z,)] existiert, dann gilt f(Vz,) = V[f(2,)]= V=, = [{V[{(2,)]} =
= Vl/7f(x,)] = Vz,, also f(Vz,) = V[f(z,)].

Wenn V[f(x,)] nicht existiert, dann folgt aus der Relation f(Vz,) = f(z,)
fiir alle » die Existenz eines solchen Elementes y ¢ S, dass f(Vz,) > y > f(x,)
fiir alle ». Daher ist Yz, > fX(y) > f~Yf(x,) fiir alle». Also Yz, > fy) = Vz,;
was einen Widerspruch bedeutet. Der Satz ist bewiesen. Den dualen Satz
beweist man dhnlich.

Satz 4. Ist eine der folgenden Bedingungen 1, 2, 3 fir jede von oben beschrinkte
Teilmenge {f,} der Gruppe I' der Automorphismen auf M erfullt, dann sind
auch die ubrigen Bedingungen erfitllt. I' ist eine wvollstindige I-Gruppe wund fir
die in den Bedingungen 1 und 2 definterten Abbildungen s und t gilt s = Vf,,

t= AL
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Die Bedingungen 1, 2, 3 lauten:

1. M st von oben schwach vollstindig beziiglich I' und die Abbildung
s(x) = VIf,(x)] ist ein Automorphismus auf M.

2. I ist von unten schwach vollstindig beziiglich I' und die Abbildung
() = Alf; ()] st ein Automorphismus auf M.

3. M st schwach vollstindig beziiglich I" und es gilt
VLA @)} = ANV W@)])} far ein beliebiges @ « M.
» u » ©w

Beweis. 1= 2. Wir beweisen, dass s = Vf,. Nach der Definition des s(z)
gilt ndmlich s = §, fiir alle ». Ist fiir ein fe I" f = f, fiir alle v, dann gilt fiir
ein beliebiges x ¢ M f(z) = f,(x), also f(x) = VI[f,(x)] = s(x). Daher ist f = s;
also s = Vf,. I' ist also eine vollstandige I-Gruppe und es gilt s = Vf,.

Die Menge {f '} ist von unten beschrinkt. Wir beweisen, dass A[f Y2)]
fiir jedes x € M existiert und dass fiir die Abblldung t(x) = /\[f Yx)] t = Af, "

gilt. Bezeichnen wir ¢ = A/, Dann gilt ¢(z) < £, (2) fiir alle » und alle
x e M. Wenn A[f, " (x)] fiir ein = 2, nicht existiert, dann existiert ein solches

ye M, dass q(z,) <y < f, (%) tiir alle » ist. Daher z, < g~(y) = s(y) und
weiter f,(y) < %, fir alle », also s(y) = V[/,(y)] = z,. Daher z, << s(y) < =z,,
was ein Widerspruch ist. A[f, ()] existiert also fiir alle 2z ¢ I und M ist von
unten schwach vollsténdig beziiglich I. Es bleibt zu beweisen, dass ¢ = ¢.
Es gilt ¢q(z) < Alf;'(z)] fir alle =z e M. Ist qx,) < Alf, (%)] filr ein
@ =, dann gilt @z, = g7 g(zo)] = (Af; 1) Me(@)] < (VEHAL @]} =

= V{f,(Aff ()]} = VA[ (o) x)] =< . Die leé‘zte Gleichung folgt aus
dem HJlfssatze 1. Die 1etzte Ungleichung folgt daraus, dass A[ (fuf 2 H(w)] = 2,

fiir jedes » gilt, weil (f,f;")(2,) = @, ist. Der Wlderspruch, zu welchem wir
gelangt sind, bestétigt, dass q(x) = Al f(#)] = t(z) fir alle z e M ist. Daher
gilt t = Af;.

So ist die Giltigkeit der Bedmgung 2 bestétigt. Gleichzeitig sieht man a,uch
die Giiltigkeit der Behauptungen von der Vollstindigkeit der I-Gruppe I’
und von den Abbildungen s und . Schliesslich ist bewiesen, dass M schwach
vollstandig beziiglich I ist.

2 = 1. Man beweist dual.

1= 3. Vorher wurde bewiesen, dass aus der Voraussetzung 1 die schwache
Vollstandigkeit der Menge M beziiglich I', die Vollstandigkeit der I-Gruppe I’
und die Relationen s =.Vf, = Af;' = s folgen. Wir erhalten fiir ein
beliebiges z € M: & = s[t(z)] = V{f»(A[fu @)D} & = t[s(x)] = A{fv (V[fy(x)]);

Dadurch ist die Bedingung 3 bestatlgt
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3 = 1. Aus dem Hilfssatze 1 folgt fiir ein beliebiges z ¢ M
= V{A[ (Lf @)1} = V{fv A[f,, @)} = Aff 1(V[f;e(%)])} =

= AV w)])} = z. Daher st V{fv(A[f,u @)} =z = A{fg VI u@)D} fiir
LA v 1 v 12
ein beliebiges z ¢ M. Die Abbildungen s(z) = V[f,(x)] und #(z) = Alf, ()]

bilden M in M ab. Nach dem vorher gesagten ist s[i(z)] = = [s(x)].
Die Abbildungen s und ¢ sind eineindeutig: ist z. B. #(z) = #(y), dann ist
x = s[t(x)] = s[t(y)] = y. Ahnlich fiir s. Weil s und ¢ offenbar zwei isotone
Abbildungen sind, wird der Beweis der Behauptung erbracht werden, wenn
wir beweisen, dass (M) = M, (M) = M. Aus der fiir alle x ¢ M geltenden
Beziehung z = s[t(x)] folgt M = s[#(IM)]. Also bildet s die Menge (M) auf M ab.
Daraus folgt, dass s die Menge M auf M abbildet, d. h. (M) = M. Weil «
eineindeutig ist, muss #(IM) = M gelten. Also sind s und ¢ Automorphismen
auf M und die Behauptung 3 =- 1 ist bewiesen. Dadurch ist der Beweis des
Satzes 4 erbracht.

Satz 5. Eine einfach geordnete Menge IM mit einem Sprung ist vom Typus
o* @ o dann und nur dann, wenn auf M eine archimedisch geordnete transitive
Gruppe I' von Automorphismen existiert.?)

Beweis. M sei vom Typus w* @ w. Reprisentieren wir I mit Hilfe der
einfach geordneten Menge aller ganzen Zahlen. Die Menge aller ganzen Trans-
lationen hat offenbar die verlangten Eigenschaften.

Umgekehrt sei die Bedingung des Satzes erfiillt. M habe einen Sprung
b < a(a, beM). Wahlen wir ein beliebiges z ¢ M. Ein f e I" existiert so, dass
f(b) = x; dann ist f(a) = y > 2. Die Punkte x und v sind benachbart. Also
hat ein beliebiges z ¢ M einen unmittelbaren Nachfolger. Ahnlich beweist
man, dass z einen unmittelbaren Vorginger besitzt. Daraus folgt, dass die
Menge M kein erstes und kein letztes Element besitzt. Wenn zwischen irgend-
welchen zwei Punkten z, ¥ ¢ M (x < y) eine unendliche Punktfolge existierte,
dann koénnte man eine unendliche Folge nacheinander gehender Punkte
L <Xy < e < Xy < ...<y und solche Automorphismen f, gel
finden, dass f(z) = %, g(x) = y gelten wiirde; daraus folgt f(x) = 2,, f* < g
fiir ganze » > 0, also gilt f = e, was einen Widerspruch ergibt. Also ist M
vom Typus w* @ .

Mit 7 bezeichnet man den Typus einer einfach geordneten Menge, auf der
eine transitive Gruppe von Automorphismen existiert.

Satz 6. Hine einfach geordnete Menge M mit einem Sprung ist vom Typus
7 O (0* @ ) dann und nur dann, wenn auf M eine transitive Gruppe I von
Awutomorphismen existiert.2) 3)

%) @ resp. O ist das Zeichen der Ordinalsumme resp. des Ordinalproduktes, [1], 1, § 8.
3) Dar-Autor des Satzes 6 ist M. SERANINA.



Beweis der Notwendigkeit. Z sei eine einfach geordnete Menge vom Typus 7,
R vom Typus o* @ w und M vom Typus 7 O (0* @ w). M ist die Menge
der geordneten Paare (X, z), wo X € &, x ¢ R ist. 4 resp. I sei eine transitive
Gruppe von Automorphismen auf ¥ resp. auf ®. Wir konstruieren eine auf M
transitive Gruppe von Automorphismen. Es sei (X, z) ¢, (¥, y) e M. Ein
F e A und ein f e I" existiert derart, dass F(X) = Y und f(2) = y. Definieren
wir auf I eine Abbildung (F, f): (F, )X, z) = (F(X), f(z)) = (Y, ¥y). (F,f)
ist offenbar ein Automorphismus auf IN und die Menge aller (7, f) ist die
transitive Gruppe von Automorphismen auf 9%

Die Bedingung ist hinreichend. Ahnlich wie in dem Satze 5 beweist man,
bass jeder Punkt in I einen unmittelbaren Nachfolger und einen unmittel-
daren Vorginger hat. Definieren wir auf M eine Aquivalenz ~ : z ~ y <=>das
Intervall zwischen den Elementen z, y ist eine endliche Menge. Die Menge I
zerfallt offenbar in konvexe Klassen insgesamt vom Typus w* @ . Diese
auf eine ersichtliche Weise geordnete Zerlegung (bezeichnet man sie m)
besitzt eine transitive Gruppe der Automorphismen, wie wir beweisen. Jedes
f e I' induziert auf M einen Automorphismus F: ist fir z, ye M f(z) = v,
xeXeM, ye¥ e M, definieren wir F(X) =Y. F ist eine Abbildung. Ist
ndmlich z; ¢ X, f(z,) = ¥, dann ist ¥, € Y, weil zwischen x und z, eine endliche
Zahl der Punkte aus M liegt, also ist auch zwischen y und 3, nur eine endliche
Zahl der Punkte aus M. Es ist klar, dass F ein Automorphismus auf I ist
und dass die Menge aller F eine transitive Gruppe von Automorphismen auf m
bildet. Ist M vom Typus 7, dann ist M offenbar vom Typus 7 O (w* @ w).

Im Weiteren benutzen wir die folgenden Eigenschaften der Gruppe I" der
Automorphismen:

a) I'ist monozyklisch;

b) I ist archimedisch geordnet;

c) MM(I") ist ein (einziger echter) Zyklus jedes Elementes == e;

d) I st einfach geordnet und besitzt die Higenschaft («);

e) Iist kommutativ und transittv auf M(I).

Anmerkung B. Hat die Gruppe [’ irgendeine von den Eigenschaften
a) bis e), dann gilt fiir f, g e I": f(z) = g(z) fireinz e M) = f = g¢.

Beweis. Die Eigenschaften a), c), d) sind nach dem Satze 3 dquivalent.
Nach c) hat kein Element == ¢ einen Fixpunkt in IR(I"). Daraus und aus der
Beziehung g~'f(x) = « fiir einen Punkt x € M(I") folgt g~1f = e. Also ist f = g.

Besitzt I" die Eigenschaft b), dann haben nach der Anmerkung hinter dem
Satze 3 alle Elemente == e aus I" dieselbe Zyklenzerlegung, also liegt in IM(I")
kein Fixpunkt des Elementes =+ ¢ aus I'. Weiter wie in ¢).

Hat I' die Eigenschaft e), zeigen wir, dass fe I, f & e, in M(I") keinen Fix-
punkt besitzt. Ist namlich f(x) = x ¢ M(I"), dann existiert fiir y e M(I") ein
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solches g e I', dass ¢(z) = y. Dann gilt gf(x) = 9(2); aus der Kommutativitéit
folgt weiter fg(z) = 9(), so dass f(y) =y gilt; offenbar gilt f(y) =y fiir
y € M), so dass f = e. Der Rest des Beweises stimmt mit dem Falle c) iiberein.

Hilfssatz 2. Ist eine abelsche Gruppe I transitiv auf DI, dann ist I' (bezitg-
lich der Ordnung) ahnlich zu M(I).

Beweis. Wahlen wir ein festes x ¢ M(I"). Ist f e I', dann ist die Abbildung
¥,, die durch die Gleichung w,(f) = f(z) definiert ist, nach der Anmerkung B
die gesuchte Ahnlichkeit. (Ein ausfiithrlicherer Beweis: v, ist eineindeutig:
@) = puf) = val9) = 9(@) = f = ¢; y, bildet I' auf M(I") ab: zu jedem
y e M) existiert ein fe I' so, dass f(z) = y gilt, also gilt v,(f) = y; v, ist
isoton: [ = g= f(z) = g(x) = v.(f) = va(9).)

Hilfssatz 3. H sei eine Untergruppe der additiven Gruppe aller reellen Zahlen G.
Hat H keinen Sprung und keine Liicke, dann ist H = G.

Der Beweis ist ersichtlich.

Definition. Die Gruppe I' hat die Eigenschaft (8), wenn: f, geI', | % g,
f(x) = g(z) fir ein x € M= f(x) = x = g(x) gill.

Anmerkung C. Die Gruppe I" hat die Eigenschaft (8), wenn sie eine von
den Eigenschaften a) bis e) besitzt.

Die Behauptung folgt aus der Anmerkung B.

* Satz 7. I sei eine tramsitive einfach geordnete Gruppe von Automorphismen
mat der Eigenschaft (B). M sei lickenlos und besitze mindestens zwei Punkte.
Dann ist I' isomorph der einfach geordneten additiven Gruppe aller ganzen
Zahlen bzw. aller recllen Zahlen, je nach dem, ob M einen Sprung bzw. keinen
Sprung hat. In beiden Fillen ist I' (beziglich der Ordnung) dhnlich zu M. Far
etne beliebige von oben beschrinkte Menge {f,} C I" und fir ein beliebiges x € M
gilt (V£,)(@) = V)], (AL )@) = Alf, (@)

Beweis. {f,} sei eine von oben beschrinkte Untermenge der Gruppe I’
und es sei f, < h e I fiir alle ». Wir beweisen die Existenz des Supremums der
Menge {f,} in I. Wahlen wir ein beliebiges y ¢ 9. Bezeichnen wir f;(y) = z,.
Weil b1 < f71 gilt, existiert A[f,(%)] = A2, = %,. Aus der Transitivitat
folgt die Existenz des Elementes g, € I', so dass g,(x,) = ¥ ist.

Ist %, < 2, fiir ein », dann gilt g, (y) = 2, < 2, = £, (y), also ist ¢;* < f, 7,
d. h. g, > f, fiir das zugehorige ».

Ist 2y = x, fiir ein u, dann ist f,(z,) = g,(x,) = y, also folgt aus der Eigen-
schaft () fiir das betreffende u: entweder ist f, = g, oder ist z, (= y) ein
Fixpunkt fiir f, (und selbstverstindlich auch fiir g,).

Bezeichnen wir mit M die Menge aller y, fiir die z, = x,, f, > g, gilt.

Ist M = ¢, dann ist g, = f, fiir alle u. (D)
Ist M = ¢, dann haben f, und g, den Punkt y (= x,) als Fixpunkt (fiir
alle peM). : (2)
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1. Existiert ein f,, [, = ¢, dann ist es moglich — wenn wir die Existenz des
Supremums der Menge {f,} untersuchen — sich nur auf die f, zu beschréinken,
fiir die f, = e ist. Es sei also f, = e fiir alle ».

Ta. Ist f, = e fiir alle v, dann gilt offenbar Vf, = e.

Ib. Existiert ein f, > ¢, dann kann man voraussetzen, dass f, > ¢ fir
alle ». Wiahlen wir beliebig (aber fest) ein y ¢ M(I"). Wir beweisen zuerst, dass
g, = f, fiir alle v gilt. Weil f, > e fiir alle », so gilt z, <z, = £, (y) < v
Tritt der Fall (2) (d. h. M =+ @) ein, dann ist y = x,, also ist der Punkt y
(= x, = x,) ein Fixpunkt fiir alle ». Aber das widerspricht der Wahl des
Punktes y. Also tritt nur der Fall (1) ein (d.h. M = @), also gilt g, = f, fiir
alle ». .

Wir zeigen, dass g,, V7, ist. Es sei f = f, fiir alle ». Dann ist - < 7,
also gilt f-Y(y) < £, (y) = =,; daher ist f1(y) = Az, = 2,, d. h. f(zy) = .

Ist f(zo) > y = g,(%,), dann ist f > g,.

Ist f(zg) = ¥y = g,(x,), dann ist nach (B) entweder f =g, oder f und g,
haben in z, einen Fixpunkt (und selbstverstéandlich ist z, = y). In dem zweiten
Fall gilt z, < z, = f, () < y = =, fir alle », also ist f,(y) =y, d. h. alle f,
besitzen in y einen Fixpunkt. Aber das widerspricht der Wahl des Punktes y.
Also ist immer f = g,. Daher gilt. g, = Vf,-

II. Essei f, < e fiirallev. Dann ist », = [, '(y) = y, also gilt x, = Ax, = ¥.

Wiéhlen wir einen echten Zyklus von jedem Elemente f, und bezeichnen
mit IT den Durchschnitt dieser Zyklen.

Ist IT = ¢ bei beliebiger Wahl der Zyklen, dann gilt ¢ = Vf,. Existiert
néamlich ein solches f < e, dass f, =< f fiir alle » ist, dann wahlen wir den Punkt
zed (A = ein echter Zyklus des Automorphismus f). Es gilt f(z) < = und
daher f,(z) < f(z) < z; also ist  der gemeinsame Punkt der echten Zyklen
aller f, und das ist unmdglich. Daher gilt ¢ = V7,.

Ist bei einer Wahl der Zyklen II == ¢, dann gilt fiir ein beheblgeb y ell,
dass kein f, in y den Fixpunkt hat. Fiir dieses y kann der Fall (2) nicht eintreten,
also tritt der Fall (1) ein und daher ist g, = f, fiir alle ».

Wir beweisen, dass V7, existiert.

Ila. Wennein fel, e> f = f, fur a]le v, nicht existiert, dann gilt offenbar
e = Vf,.

ITb. Setzen wir die Existenz eines solchen Elementes fe I' voraus, dass
e > f = f, fiir alle » ist. Wahlen wir einen echten Zyklus 4 des Automorphis-
mus f. Fiir ein beliebiges x ¢ 4 und fiir alle » gilt offenbar f¥(z) = fF() fiir ein
beliebiges ganzes positives k& und fi(x) < f¥(«) fiir ein beliebiges ganzes nega-
tives k. Daraus folgt, dass jeder Automorphismus f, einen echten Zyklus' 4,
hat, fiir den 4, D 4. Daraus folgt, dass fiir ein IT die Relation II D 4 gilt. Wah-
len wir ein y € 4.
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Fir alle » gilt f = f,= [~ < f; = f4(y) </, (y) = ,; also ist
U y) = Az, = %,. Daher ist f(zo) = y. Ist f(zo) >y = g,(2,), dann gilt
f > ¢, Ist () = y = g,(x,), dann gilt nach (B) entweder f = g, oder f und g,
haben in z, (= y) einen Fixpunkt. Der zweite Fall kann nicht eintreten,
weil j keinen Punkt seines Zyklus 4 wund also auch nicht y fiir einen
Fixpunkt hat. Also ist immer f = g,. So ist auch im Falle IIb bestatigt, dass
9 = VT, gﬂt-

Es ist bewiesen, dass I” eine vollstandige einfach geordnete Gruppe ist. Also
ist I" archimedisch und nach dem Hahnschen Satze (siehe [3]) isomorph mit

einer Untergruppe der einfach geordneten additiven Gruppe reeller Zahlen.
Nach dem Hilfssatze 2 ist I éhnlich za IN.

Hat M (und also auch I') einen Sprung, dann ist nach dem Satze 5 M
(und also auch I') vom Typus o* @ w. Wie man leicht beweist (siehe z. B. [4],
Theorem 2.4), ist I" isomorph mit der einfach geordneten additiven Gruppe
aller ganzen Zahlen.

Wenn I (und also auch I') keinen Sprung besitzt, dann ist M, nach dem
Hilfssatze 3, isomorph mit der einfach geordneten additiven Gruppe aller
reellen Zahlen.

Wenn wir die Bezeichnungen aus dem Beweise des Hilfssatzes 2 beniitzen,
gilt fiir eine von oben beschréinkte Untermenge {f,} C I" und fiir ein beliebiges
v e M : VI[,(2)] = Vvaf,)] = vo(VF,) = (V1,)(@) (siehe auch den Hilfssatz 1).

Aus dem Satze 4 folgt dann A[f;*(2)] = (Af,)(®). Der Satz 7 iét bewiesen.

Wesentlich ist im Satze 7 die Forderung der Liickenlosigkeit des 9. Ein
Beispiel gibt die einfach geordnete Menge I aller rationalen Zahlen. Die
Gruppe I" aller rationalen Translationen auf 9 ist einfach geordnet und weil
sie abelsch und transitiv ist (die Eigenschaft e)), so hat sie auch die Eigenschaft
(B) (siehe die Anmerkung C). Aber I ist nicht dhnlich zu der einfach geordneten
Menge aller reellen Zahlen, wie aus dem Satze 7 folgen wiirde, wire die Liicken-
losigkeit von I im Satze 7 nicht vorausgesetzt.

Satz 8. I' ser eine transitive Gruppe mit einer der Higenschaften a) bis d).
M enthiilte mindestens zwei Punkte. Besitzt M einen Sprung, dann ist I' 1somorph
mit der einfach geordneten additiven Gruppe aller ganzen Zahlen. Besitzt N
keinen Sprung und keine Liicke, dann ist I" isomorph mit der einfach geordneten
additiven Gruppe aller reellen Zahlen. In beiden Fillen st I' dhnlich mit der
einfach geordneten Menge M. )

Beweis. Nach dem Hilfssatze 2 ist I'" dhnlich mit 9, also auch einfach
geordnet. Hat I keinen Sprung und keine Liicke, dann ist die Behauptung
eine Folgerung des Satzes 7, denn die Gruppe mit einer der Eigenschaften
a) bis d) hat die Eigenschaft (f) (s. Anmerkung C).
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M habe nun einen Sprung. Nach dem Satze 3 ist I" archimedisch, also ist M
(und also auch I') nach dem Satze 5 vom Typus w* @ w, so dass I" isomorph
mit der einfach geordneten additiven Gruppe aller ganzen Zahlen ist (s. z. B.
[4], Theorem 2.4). Dadurch ist der Satz 8 bewiesen.

~ Es seibemerkt, dassim Satze 8 der Fall, dass I eine Liicke hat, nicht unter-
sucht ist. Die Hypothese, dass in diesem Fall I" isomorph mit der einfach
geordneten additiven Gruppe aller rationalen Zahlen ist, ist falsch, wie das
folgende Beispiel der Gruppe I" bezeugt, die die verlangten Eigenschaften
und die Machtigkeit des Kontinuums hat.

Es seiM die um ein Element verkleinerte Hammelsche Base in der additiven
Gruppe aller reellen Zahlen. Dann hat die von der Menge M erzeugte Gruppe I
die Machtigkeit des Kontinuums.

Die Menge I" aller von den Elementen der Menge I erzeugten Transla,tlonen
bildet offensichtlich eine transitive archimedisch geordnete Gruppe von
Automorphismen auf der einfach geordneten Menge . Die Menge M hat
eine Liicke: M enthélt nicht alle reellen Zahlen, also hat M nach dem Hilfs-
satze 3 einen Sprung oder eine Liicke. Die erste Moglichkeit ist aber durch
den Satz 5 ausgeschlossen. Durch dieses Beispiel ist die Hypothese widerlegt,

Korollar 1. I sei eine einfach geordnete, keine Liicke und keinen Spruny
enthaltende Menge. Dann ist MM dhnlich mit der einfach geordneten Menge aller
reellen Zahlen dann und nur dann, wenn auf M eine transitive von (e) verschzedene
Gruppe der monozyklischen Automorphismen existiert.

Korollar 2. Eine einfach geordmete Menge M, die keinen Sprung enthdilt,
ist dhnlich mit der einfach geordneten Menge aller reellen Zahlen dann und nur
dann, wenn auf M eine vollstindige transitive von (e) wverschiedene I-Gruppe
der Automorphismen existiert.

Beweis der Notwendigkeit. Die einfach geordnete Gruppe aller reellen
Translationen auf M hat die verlangten Eigenschaften.

Die Bedingung ist hinreichend. Die vollstindige I-Gruppe ist abelsch und
archimedisch, so dass, nach dem Hilfssatze 2, I' archimedisch geordnet ist.
Der Rest der Behauptung folgt aus dem Satze 8

3

In diesem Absatze werden die intransitiven Gruppen von Automorphismen
studiert.

I" sei eine Gruppe von Automorphismen auf M. Bezeichnen wir mit 7' ein
System der Transitivitit der Gruppe I'. Es ist klar, dass jedes f ¢ I" die Menge 7'
auf 7' abbildet. Also induziert jedes f € I" auf 7' den Automorphismus f, der
folgendermassen definiert ist: f7(x) = f(z) fiir ein beliebiges z ¢ 7. Wir nennen
fr die Komponente des Automorphismus f auf 7'
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Das System aller f (f ¢ I') ist eine auf 7' transitive Gruppe. Es gilt namlich
offenbar f, g ¢ I'= ({9)r = f19r> (J)r = fz'. Die Transitivitéit folgt unmittel-
bar aus der Definition des Transitivitdtssystems.

Wir bezeichnen mit I und nennen die transitive Komponente der Gruppe I’
(auf dem Systeme der Transitivitdt 7') die Gruppe aller f,. Es ist klar, dass I,
eine teilweise geordnete Gruppe ist und aus dem vorhergehenden folgt, dass
die Abbildung y;, die einem Elemente fe I' das Element f; e I'y zuordnet,
eine homomorphe Abbildung der teilweise geordneten Gruppe I' auf die teil-
weise geordnete Gruppe I'; ist. Der Homomorphismus bezieht sich auf die
Gruppenoperation und auch auf die teilweise Ordnung.

Ist I' eine I-Gruppe, dann ist — wie man leicht erkennt — die erwdhnte
Abbildung yr ein Homomorphismus der I-Gruppe (d. h. der Gruppe und
des Verbandes) I" auf die I-Gruppe I';.

Zusammenfassung der bisherigen Betrachtungen:

Hilfssatz 4. Ist I' eine teilweise geordmete Gruppe (I-Gruppe) von Awuto-
morphismen auf M, T thr System der Transitivitit, dann ist die Abbildung vy,
die einem beliebigen f e I' das Element yi(f) = fr € I'y zuordnet, ein Homomor-
phismus der tetlweise geordneten Gruppe (der I-Gruppe) I' auf die teilweise
geordnete Gruppe (die I-Gruppe )I'y.

Hilfssatz 5. Ist T ein System der Transitivitdt der Gruppe I, f e I’ und ist A
ein Zyklus des Elementes f (auf M), fir den T n A = 0, dann ist T n 4 ein
Zyklus des Elementes fr (auf T).

Die Behauptung ist klar.

Satz 9. 1. Die teilweise geordnete Gruppe I' ist ein subdirektes Produkt aller
threr transitiven Komponenten (teilweise geordneter Gruppen) I'y.

2. Die I-Gruppe I ist ein subdirektes Produkt aller threr transitiven Kompo-
nenten (I-Gruppen) I'r.

Anmerkung. Eine teilweise geordnete Gruppe (I-Gruppe) I' ist ein sub-
direktes Produlkt eines Systems teilweise geordneter Gruppen (I-Gruppen) {I'y},
wenn I' isomorph mit einer Untergruppe (I-Untergruppe) I des wvollstindigen
direkten . (== kartesischen = kardinalen) Produktes TI1I'y des Systems {I'y}
18t und wenn die Menge solcher Komponenten der Elemente aus I, die zu Iy
gehoren, gleich I'y ist ([1], VI, § 6). Der in dieser Definition erforderte Iso-
morphismus bezieht sich auf die Gruppenoperation und auch auf die teilweise
Ordnung (auf die Verbandsoperationen).

Fiir die ungeordneten Gruppen [ ist die Behauptung bekannt. Den leichten
Beweis des Ordnungsisomorphismus (Verbandsisomorphismus) ergdnzen wir.

Beweis. Jedem f ¢ I" ordnet man das System {f,} aller seiner Komponenten
zu; die zugehdrige Abbildung ¢ ist eineindeutig: fir f, g € I' sei fr = g, fir
alle 7, d. h. {f;} = {g97}. Wéhlen wir ein beliebiges = ¢ M; es gilt x ¢ T fiir ein
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System der Transitivitit 7. Dann ist f(z) = fr(z) = 94(%) = g(z). Also gilt
{ = g. Mit Riicksicht darauf, dass die algebraischen Operationen und Relationen
auf dem vollstindigen direkten Produkte II I, komponentenweise durch-
gefithrt werden, ist die Abbildung ¢ ein Isomorphismus der teilweise geordneten
Gruppe I' in die I-Gruppe II I'y. Ist I' eine I-Gruppe, so ist ¢(I") offenbar
eine I-Untergruppe in I I'y (denn {f,} v {gr} = {fr V 92} = {(f v 9)r} = @(f v
v ¢)). Die Isotonie der Abbildung ¢! ist auch klar. Im Falle 1. und 2. ist
es klar, dass f; die ganze Gruppe I’y durchlauft, wenn f die ganze I" durchlduft.

~ Satz 10. T sei ein Transitivititssystem der Gruppe I' der Automorphismen
auf M. Ist die Gruppe A aller Automorphismen auf T eine abelsche, dann ist
I'p= 4.

Beweis. Wenn 7' nur einen Punkt enthilt, dann gilt 4 = (eg) = I'7.
Nun enthilte 7' mindestens zwei Punkte. Es gilt I'r C 4. Weil I, transitiv
auf 7" ist, ist 4 transitiv auf 7'.

Esseite d, zeT(A) (= T). Weil Iy transitiv auf 7' ist, existiert ein fp e I'y
so, dass t(x) = fy(x) gilt; aus der Anmerkung B, die auf 4 angewendet wird,
folgt ¢t = fr. Also ist 4 C I'y. Zusammen mit der Relation 4 D I'; bekommt
man A4 = [y

Satz 11. T sei ein Transitivitdtssystem einer monozyklischen Gruppe I' der
Automorphismen auf M. Die Menge®) aller monozyklischen Automorphismen
auf T sei eine Gruppe. Dann ist I'p = A.

Beweis. Wenn 7' nur einen Punkt enthélt, dann gilt 4 = (eg) = I’y

Nun enthélte 7' mindestens zwei Punkte. Nach dem Hilfssatze 5 gilt 'y C 4.
Also ist 4 transitiv auf 7. Es sel te 4, x e T(4) (= T). Weil I'; transitiv
auf 7 ist, existiert ein solches f. € I'y, dass t(x) = fr(x). Nach der Anmerkung B,
die auf A angewendet wird®), gilt ¢ == f, also I'; D 4. Daraus die Behauptung.

Satz 12. I' sei eine archimedisch geordnete Gruppe der Automorphismen
auf M. Dann sind alle echtent) Transitivitdtssysteme T der Gruppe I' dhnlich
mit der . einfach geordneten Menge I' und jede einfach geordnete Gruppe I'y
(fur ein echtes T') ist isomorph mit der einfach geordneten Gruppe I

Beweis. I'; ist offenbar einfach geordnet und nach dem Hilfssatze 2 ist 17
dhnlich mit 7. '

T sei ein echtes Transitivitatssystem der Gruppe I'. Bezeichnen wir y, die
Abbildung, die dem Elemente f ¢ I" das Element f ¢ [y zuordnet. Die Abbil-
dung y, ist nach dem Hilfssatze 4 ein Homomorphismus der Gruppe und
des Verbandes I" auf I';.

%) Siehe die Anmerkung hinter der Definition des monozyklischen Automorphismus.
5) Die monozyklische Gruppe 4 ist nach dem Satze 3 archimedisch geordnet, also

* abelsch.

¢) Ein System der Transitivitdt heisst echt, wenn es mindestens zwei Punkte enthélt.
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Wir zeigen, dass sie eineindeutig ist. Es sei f, g e I, p4(f) = y1(9). Dann
gilt fiir alle z ¢ T f(x) = g(x). Weil T C M(I") offenbar gilt, ist nach der Anmer-
kung B f = g. Also sind die einfach geordneten Gruppen I’y und I" isomorph.
Die Ahnlichkeit der einfach geordneten Mengen 7' und I" folgt aus der
Ahnlichkeit der einfach geordneten Mengen 7', I'y und Iy, I

Analog zum Begriffe des subdirekten Produktes teilweise geordneter Gruppen
fithren wir den Begriff des subdirekten Produktes teilweise geordneter Mengen
ein:

Eine teilweise geordnete Menge I” ist ein subdirektes Produkt des Systems
{7} von teilweise geordneten Mengen, wenn sie der Untermenge I des Kardi-
nalproduktes des Systems {7} &dhnlich ist und wenn die Menge der Kompo-
nenten der Elemente aus I, die in 7 liegen, gleich 7' ist.

Satz 13. I' sei eine abelsche Gruppe der Automorphismen auf M. Dann ist
die teilweise geordnete Menge I' ein subdirektes Produlkt aller Transitivitits-
systeme der Gruppe I

Beweis. Geméss dem Hilfssatze 2 ist die teilweise geordnete Menge I'y
ahnlich mit 7. Nach dem Satze 9 ist I” ein subdirektes Produkt des Systems
aller seiner transitiven Komponenten. Daraus die Behauptung.

T sei ein Transitivitdtssystem der I-Gruppe I" von Automorphismen.

Bezeichnen wir mit I'T die Menge aller solcher f ¢ I', dass f(x) =z firx e M — T
gilt.

Hilfssatz 6. I'T ist ein I-Ideal in der I-Gruppe I

Beweis. I'T ist offenbar eine Untergruppe in I. Es sei f e I'T, ge I. Wahlt
man ein beliebiges z ¢ M — 7', dann ist g(x) e M — 7', also gilt g~fg(x) =
= g7lg(x) = x, daher ist g~Yfg e I'T, d. h. I'T ist ein Normalteiler in I". Es sei
nun fel7, gel, |f| = gl.") Fir xe M — T gilt offensichtlich [f|(x) =
= (fv)(@) = flx) v f(2) = 2, so dass z = [fl(x) 2 [g|(z) = (g vg)(x) =
= g(x) v g~V z) ist. Ist g(x) > z, dann ist g~(x) < x, also gilt g(z) v g~ (z)>
>z, was ein Widerspruch ist. Ist g(z) < z, dann ist g7%(x) > =, also ist
g(z) v g~ (z) > x. Aus diesem Widerspruch folgt g(x) = z. Also gilt ge I'T.
I'T ist also ein I-Ideal in der I-Gruppe I

Hilfssatz 7. Wenn die Zerlegung auf die Transitivititssysteme der I-Gruppe I’
genau zwei echte Systeme T, S enthdlt, und wenn I'y, I's einfach geordnet sind,
dann ist J = I''TS ein solches I-Ideal in I, dass die l-Faktorgruppe I'lJ einfach
geordnet ust.

Beweis. Ist y; die Abbildung aus dem Hilfssatze 4, bezeichnet man
p(I'T) = I';. Unter der Voraussetzung, dass I ein I-Ideal in I'j ist, wird
bewiesen, dass I'JI''T'S o~ I'y/T'; gilt. v, bildet die I-Gruppe I" homomorph
auf die I-Gruppe I'; ab. Die natiirliche Abbildung y bildet die I-Gruppe I’y

7) |f| bezeichnet den absoluten Wert des Elementes f und zwar [f| = f v f~L.



auf die I-Gruppe I'z/I'T ab. Der Kern der Abbildung j (die Menge aller Urbilder
des Einheitselementes in der Abbildung x) ist I'r, der Kern der Abbildung v,
ist I'S. Weil po(I'T) = I'7 gilt, ist I'7I" der Kern der Abbildung yy;. Daher
gilt I'|I'TI'S ~ I'y/T'7. Weil I'y, einfach geordnet ist, ist I'y/I'y und auch I'f{7I'S
einfach geordnet. Wir beweisen, dass I'y ein I-Ideal in I'y ist. 'z ist ein Normal-
teiler in I'y, weil y; homomorph I auf I';, I'y auf I'; abbildet und I'T ein
Normalteiler in I"ist. Man zeigt weiter, dass I'z konvex in I’y ist: Es sei by € I'y,
frs g1 € I't, fr = by = g;. Es existieren solche f, g  I'7, h e T, dass pi(f) = fr»
wr(9) = g1, pr(k) = hy ist. Ist hg = eg (es = das Einheitselement in I,
hs = yg(h)), dann gilt fir x e MW — 7T (wir bemerken, dass M) = T u S)
(f AR)(z) = f(&) A H(z) = = A h(z) = , also f A he Iy, also gilt I'7 5 (fAb)r =
= fr A by = hy. Ist eg = hg, dann gilt fiir x ¢ M — T (g v b)(z) = g(z) V h(z) =
=axVhzr)==z, also gVheI", also I'T > (gVh)y = gy V hy = hy. In beiden
Fsllen ist daher %pel'r. So ist bewiesen, dass I'r ein [-Ideal in I'p ist
und der Beweis des Hilfssatzes ist erbracht.

Satz 14. I" sei eine archimedische I-Gruppe, I' habe genaw zwes echte Transi-
tivititssysteme T, 8. Dann ist I' dann und nur dann einfach geordnet, wenn
I'T = (¢) = IS,

Beweis. I'" sei eine archimedische I-Gruppe; I" habe genau zwei echte
Transitivitatssysteme 7', S.

1. I sei einfach geordnet. Nach der Anmerkung hinter dem Satze 3 besitzen
alle Elemente == ¢ aus I" dieselbe Zyklenzerlegung. Daraus folgt, dass jedes
echte Transitivitdtssystem der Gruppe I' ein Teil eines echten Zyklus 4 ist.
Ist T, S C 4, dann ist I monozyklisch und offenbar I'T = (e) = I'S.

Ist TC 4, 8C B, wo A, B zwei verschiedene Zyklen sind, dann ist offenbar
T = 4, § = B. Dann gilt aber wieder I'T = (¢) = I'S, weil kein fe I, f =+ e,
fix auf 4 (= T') bzw. auf B (= S) ist.

2. Umgekehrt sei I'T = (e) = I'S. Weil die I-Gruppe I'" archimedisch ist,
ist sie abelsch, also sind I'T bzw. I'S abelsch; da sie transitiv (auf 7' bzw. auf S)
sind, sind sie nach dem Korollar des Satzes 1 einfach geordnet. Geméss
Hilfssatz 7 ist I')J, wo J = I'TI®, einfach geordnet. Da aber J = I'TI™ = (e)
gilt, ist I einfach geordnet.
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Vytah
AUTOMORFISMY USPORADANYCH MNOZIN

FRANTISEK SIK, Brno

(Doslo dne 9. dervna 1956)

1. M vSude znamend jednodusSe uspoiddanou mnozinu, I" néjakou grupu
automorfismd na M. Grupa I' vzhledem k piirozenému usporiadint
(f < g<=f(x) = g(x) pro vSechna z e M) tvoli ¢astetné usporddanou grupu.

Prvky f, ge I nazveme stejné orientovanymsi, jestlize pro libovolné x ¢ M
plati: f(z) > z= g(x) = z; g(x) > z = f(zx) = =.
V préci jsou dokdziny tyto hlavni véty:

Véta 1. Transitiont grupa I' automorfisma ne M je jednoduse uspordddina,
kdyZ a jen kdyz konjugované proky jsou stejné orientovdny.

Je-li xe M, fel, pak sjednoceni (pfes viechna prirozend =) intervali
s koncovymi body f*(z), f™(x) se nazyva cyklus automorfismu f. Obsahuje-li
cyklus aspont dva prvky z M, nazyva se vlastni. Grupa I' je monocyklickd,
jestlize kazdy prvek fe I mé nejvys jeden vlastni cyklus. Pod TR(I") ro-
zumime sjednoceni vSech vlastnich cyklt viech fe I. Ma-li automorfismus f
vlastni cyklus A4, pak automorfismus g, definovany z e 4 = g(x) = f(x),
x e A= g(x) =z, se nazyva fdze automorfismu f. Grupa I" automorfismi
mé vlastnost («), jestliZe s kazdym prvkem fe I', f & ¢, obsahuje nenulovou
mocninu aspon jedné jeho faze. Grupa I” je divergenint, existuje-li k libovolnym
xz,ye M), z <y, takové fe I, Ze f(x) = y.

Vita 3. Na grupé I jsou ekvivalentnt ndsledujict viastnosti: a) monocyklicnost,
b) archimedovské uspordddni a divergence, c) M) je cyklem kaZdého auto-
morfismu =+ e z T', d) jednoduché uspordddni a viastnost (o).

2. Mnozina M je shora (zdola) slabé 4plnd vzhledem ke I', kdyZz ke kazdé
shora (zdola) omezené mnoziné automorfismi {f,} c I" existuje v IN prvek

VI4@)] (Alf,(x)]) pro libovolné z € IN.

M je slabé dplnd vzhledem ke I, je-li shora i zdola slab& dplnad vzhledem
ke I

Véta 4. Je-li nékterd z ndsledujicich podminek 1,2,3 splnéna pro libovolnow
shora omezenou édst {f,} grupy I' automorfisma na M, pak jsow splnény i ostaini,
T je tiplnd I-grupa o pro zobrazent s a t nife definovand plati s = Vf,, t = Af, -
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1. 9 je shora slabé vplnd vzhledem ke I' a zobrazeni s(x) = V[f,(x)] je auto-
morfismus na IM; v

2. I je zdola slabé uplnd vzhledem ke I" a zobrazent t(z) = A[f; (x)] je auto-
morfismus na IM; v

- 3. M je slabé vplnd vzhledem ke I' a pro libovolné x « M plati

V(AL @) = /'\{f;l(V[f,,.(x)])}-

Véta 8. At I' je transitivni grupa automorfismi s nékterow z viastnosti a)
az d) z véty 3 (viastnost b) bez divergence). At M obsahuje aspohr dva proky.
Pak I' je isomorfni s jednodude usporddanow aditivni grupou vsech celyjch Eisel
resp. véech redlngch isel podle toho, md-li M skok resp. nemd-li skok ani mezeru.
V obou pripadech je I' (co do uspordddni) podobnd s jednoduse uspofddanou
mmnoginow M.

- Dusledek 2. Jednodude wuspofidand mmnofina M bez skokd je podobnd
s jedmodude uspofddanou mmnoZinou viech redlmyjch Cisel, kdy% a jen kdyZ na M
existuje dplnd transitivnt -grupa automorfismi, riznd od (e).

Véta 5. Jednoduse usporidand mnofina M se skokem je typu w* D w, kdyt
a jen kdy: na M existuje archimedovsky uspofddand tramsitivni grupa auto-
morfismi. .

3. Je-li T systém transitivity grupy I, pak pod I’y rozumime grupu vsech
automorfismé na T indukovanych na 7' automorfismy grupy I" a pod I'"
grupu viech automorfismi z I, jez jsou fixni vné T.

Véta 10. At T je systém transitivity grupy I automorfismi na M. At grupa A
véech automorfism@ na T je abelovskd; pak I'y = A.

Véta 12. At I' je archimedovsky usporddand grupa automorfismi na IN.
Pak vSechny vlastni systémy transitivity T grupy I' jsou podobné s jednoduse
usporadanow mnofinou I' ¢ kazdd jednoduse usporddand grupa I'y (pro T
vlastni) je isomorfni s jednoduse usporddanow grupou I

Véta 14. At I' je archimedovskd l-grupa, at I' md pravé dva viasini systémy
transitivity T, S. Pak I' je jednoduse uspotddand, kdyz a jen kdys I'" = (e) = I'*.



Pesiome
AmTOMOP@MBMH VIHOPAINOYEHHHIX MHOKECTB

GPAHTHUHIER MK, Bpsao
(ITocrynuso B pegaxumio 9/VI 1956 r.)

1. M o3zuauaer mpocTo ymopsgoueHHOe MHOMecTBO, I — KaKY0-HHOYIb
rpyuny agromopdusmos ma M. Ecrecrsennoe ymopsamouenme (f = g <= f(x) <
< g(z) mnsa secex x € M) opespaumaer rpynny I’ B vacTUIHO YHOPANOYEHHYIO
rpyuny. JBa smemenra f, g e I’ naswBaoTCs OAMHAKOBO OPHEHTHPOBAHHBIMIE,
ecad gus modoro € € M flx) > x =g(@) = »; gx) > = = f(x) = =.

B pa6o're JJORa3aHpl CJiefyloliue I'JIaBHBIE TEOPEeMBI.

Teopema 1. T'pansumusnas epynna I' agmomopgusmos na N npocmo yno-
padouena moedae u MOALKO MOeda, eCAU CONPINCEHHBIE ILEMEHINGL 00UHAK06O
OPUEHMUDOBAIHL.

Ecna z e M, f e I', 10 coepumenne ([S BCeX HATYPAIBHBIX 7) MHTEPBAJORB,
OTpaHHYEHHHIX TOUKaMm f(x), f~*(x), masmiBaeTcsa yukrasom adromopdmaMa f.
Ecnm qusi comep:xuT no Kpaiinei mepe msa snementa m3 I, To OH HasHBaeTCA
ucmunnpn gukaom. I'pyona I’ — mMomoyukasuneckas, eCIA KayKABI DIIEMEHT
f e I' o6mamaer camoe Gonpme oganym neTuaHeM TuKIoM. [lox IM(I”) moxpasywme-
BaeTcs COeqUHEHWe BceX MHCTHHHLIX UNKIOB Beex f e I. Ecmum adgromopmam
f obnapmaer mermHERM mEKIoM A, To agToMopdmaM g HasmBaercA @a3zoil adro-
mopdmama f, econ oH 06saaer CleAyIOIIEM ¢BOicTBOM: Z € A =>g(x) = f(x);
ze A = g(x) = z. I'pynua I' apromoppuamos obragaer cBOMCTBOM (o), ecin
¢ KajKaeIM 3jiemenToM [ e I, f == e, COmepsKAT OT HYAA OTJIMYHYIO CTEIEHL IO
kpaiimeli mepe opmoOl ero dagm. I'pymma I' Jusepzenmmua, ecnm ® TIOGHIM
v, ye M, x <y, cymecrsyer raxoe f e I', aro f(z) > y.

Teopema 3. Ha epynne I sxsusasenmusr caedyrougue C60ticmea a) MOHOYUKAUY-
nocmb, 6) aprumedoso npocmoe ynopadovenue u dusepeernyus, B) M(I") seasemes
yuksom Kamcdozo agmomopgusma == e uz I', 1) npocmoe ynopadouernue U coli-
cmeo («).

2. MuoxectBo M — ceepry (crusy) caabo noarnoe orHocutensuno I, ecnu s
KaEOro CBEpPXY (CHU3Y) OTPAHMYEHHOro MHOKecTBa adromopdmamos {f,} c I’
cymectByer B I aement V[]‘ ()] (A[f,,( )]) mis mo6oro x € M. M — cnabo mon-

1oe orsocurenasso I, ecnn 5))? — cBepr H CHH3Y ¢ia60 mOJIHOoe OTHOCHTeIbHO I

Teopema 4. Ecau nexomopoe u3 ycaoguii 1,-2, 3 eplnoaneno 0as 406020 ceepry
oeparunernnoeo nodmroncecmea {f,} epynnw I' aggmomopgusmoe na M, mo -
nosnens mogce ocmanvruie, I' — nosnas l-epynna, u .45 onpedeseHHBX 6 YCA08U-
ax 1 u 2 npeobpasosanuii suts = Vf, t = Af7"
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1. M — ceepzy caabo noaroe omuocumenvro I', u npeobpasosarue s(x) == V[fv(x)
aensemes aggmomopgusmon wa M;

2. M — cuusy caabo noawnoe omuocumeavno I', u npeobpasosariue
Hx) = Alf, ()] seasemes aggmomopgpusmom na IM;

v
3. M — caabo nosnoe omuocumesvio I', u dasn 4106020 x € IR umeem mecmno

Y{fy({‘\[f; (@D} 2 AL (VI@)D}-

Teopema 8. [Tycms I'— mpansumusras epynna agmomopPusmoe, obiadan-
Was HeKOmopbLM U3 coiicme a)—N) us meopemst 3 (ceoticmeo 6) 6es dusepocnyuw).
Iyjems M codepucum no rpaiinei mepe dea snemenma. Toeda 17 uzosmopdina
npocmo  ynopadouerHol addumusHolls epynne 6CET YEALIL  UUCCH, COOME.
6cex OeliCmeumensHsl wuces, cmomps no momy, obaadaem au M CRAUKOM,
cooms. me 0baadaem au M Hu cKaukom HU npocsemom. B oboux caynasy I' no-
dobHa npocmo YnopAOOUeHHOMY MHONCECTNEY 9')2

Caencrme 2. IIpocmo ynopadouennoe muomcecmso M bes craxros nodohiu
NPOCMO  YNOPAOOUCHHOMY MHOMCECMBY 6CCL  OeliCMEUTNEABHBIL —HUCCH 02U
u moavko mozda, ecau cywecmeyem wa N noawas mpamsumusicas l-epynna
aggmomopgusmos, omauunas om (e).

Teopema §. lIpocmo ynopsdouennoe mromcecmeo M, obaadarorwgec craMKoM,
ABAAENCL MHONCECTNBOM muna w* @ w mozda u moavko mozda, ecAll Cywecmeyen:
na M aprumedosa npocmo ynopadoueHHAs MPAH3UMUSHAS epynna  agmo-
MopPusMos.

3. Ecnim T — cmerema TpamsmrmerocTd rpynmsl I, To mop 'z nojpasyme-
BaeTca rpynma Bcex adromopdmsmoB Ha T, mEgymEpoBaHHEIX Ha 1 afro-
mopdmamame rpymme I, a mop I'" — rpynma Beex agromopdmamon us I, s
KOTOPHIX TOYKE BHe ' HENONBHKHEL

Teopema 10. IIycrnv T — cucmema mparnsumusnocmu epynnot I adimosop-
pusmos Ha M. IIycmev epynna A ecex agmomopdusmos na T abesesa. Toiu
ITT - A'-

Teopema 12. IIycmyv I'— aprumedosa npocmo ynopadovenrnas epynna afimno-
mopgpusmos na M. Tozda Kancdas UCMUHHAS CUCREMA MPAFIUIMUCHOCIRN
T epynnw I' nodobra npocmo ynopadouennomy mwomcecmey 1, u kamedaq
npocmo ynopadovernnas epynna I'y (Oas ucmuunwwixr T) usomopgfra npaocmo
ynopadouennoi epynne I

Teopema 14. Tycmov I' — apxunmedosa l-epynna, nycmo I' obrnadaem deyms

ucmunHumu  cucmemany mpansumuswocmu T, 8. I'pynna I' npocmo yno-

adouena mozda u moavko moeda, ecan umeom mecmo pasercmea I'F == (&) == I™,
)
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