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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 80 (1955)

POZNAMKA O EXISTENCI KONECNYCH GRAFU

VACLAV HAVEL, Praha.

(Doslo dne 23. prosince 1954.) DT 519.5

V této pozndmce je udén algoritmus, podle néhoZ lze rozhodnout,
zdali dand prirozena ¢&isla a,, a,, ..., a, lze pokladat za stupng jednotli-
vych uzli n&jakého koneéného grafu.

Grafem budeme rozumét koneénou mnozinu se symetrickou a nereflexivni
bindrni relaci mezi jejimi prvky. Ke kazdému prvku pfifadime pocet vSech
téch prvki, které s nim stoji v grafové relaci. Z téchto prirazenych cisel sesta-
vime nerostouci posloupnost a nazveme ji strukturou. Poradi élent struktury
urduje pofadi odpovidajicich prvka grafu. Polozme (z, j) = 1 (resp. (3, ) = 0),
kdy?z i-ty prvek je (resp. neni) v relaci s j-tym prvkem.

Déle nazveme 7r-posloupnosti koneénou nestoupajici posloupnost, jejimiz
¢leny jsou piirozend ¢isla, pii ¢emz je prvni ¢len mensi nez pocet vSech clent
a podet lichych ¢lend je sudy; strukturu, ktera je r-posloupnosti; nazveme
r-strukturou.

Vé&ta 1. Bud |(i, j)| symetrickd n-Fadovd matice, jejiz proky jsou rovny nékte-
rému z éisel 1, 0 tak, Ze hlavni diagondla je nulovd a tak, Ze posloupnost {(i, 1) +
+ (3, 2) + ... + (¢, n)}7_y je nerostouct. Tato matice uréuje n-prokovy graf podle
ekvivalence (i, j) = 1 <=>i-tyf proek je v grafové relaci s j-tym prokem.

Dikaz je ziejmy. Podminka (z, j) = (j, 1) charakterisuje symetrii, podminka
(7, ) = 0 nereflexivnost grafové relace. :

Véta 2. KaZdy flen struktury je mendi neZ pobet vdech Eleni. Zddny &len struk-
tury nent vét&i neZ soulet ostatnich leni. Lichijch Eleni je ve struktufe sudy pocet.

Dikaz prvnich dvou tvrzeni je zfejmy. Dokazeme tedy jesté tieti tvrzeni.
Z podminek (i, 7) = (4, 1), (¢, ¢) = 0 vyplyva, Ze soulet vSech ¢lent struktury

2 %7

je sudé ¢&islo. Zbytek diikazu je jiz snadny.
Z prvniho tvrzeni vyplyv4, Ze struktura neni prostou posloupnosti.

Véta 3. Mezi grafy o r-struktufe a = {a,, a,, ..., a,} existuje takovy, pro néjz
plati (1, n) = (2,n) = ... = (a,, n) = 1. , _

Dukaz. Vyberme libovolny graf struktury a. Existuje index k (0 < k < n)
tak, %e pro vybrany graf plati (1, n) = (2,n) = ... = (k,n) = 1,(k + 1,n) =0
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(v piipadé ¥ = 0 odpadé oviem prvni systém rovnic). Je-li £ = a,, pak doka-
zované tvrzeni plati. Je-li k¥ < a,, pak ve vybraném grafu (oznaéme jej 4,)
existuje index v, > k -+ 1 tak, Ze plati (v, n) = 1. DokaZeme dale, Ze (vzhle-
dem k 4,) existuje index w; (1 < wy, < n), pro néjz plati (k + 1, w,) = 1,
(vg, wy) = O. :
V opaéném pFipadé by byla splnéna rovnice (v, w) = 1 pro kazdy index wy,
pro néjz jest 1 < w, < m, (k + 1, w,) = 1. Potom by ale platilo @, < a,,, a to
ve sporu s pfedpokladem, Ze a je struktura. Tedy zminény index w, existuje.
Nyni polozme (kK + 1,n) = (n, bk + 1) =1, (k+ 1, w) = (wp, k£ + 1) = 0,
(vr, wi) = (Wy, ¥x) = 1, (v, n) = (n, ;) = 0; hodnoty ostatnich (¢, j) nechme
beze zmény. Takto definovana &isla (¢, j) uréuji podle véty 1 jisty graf 4.,
struktury a. Je-li k + 1 = a,, pak dokazované tvrzeni plati; je-li k + 1 < a,,
pak v pfedchozi iivaze nahradime vSude k indexem k -+ 1 a sestrojime jisty
graf A, struktury a. A tak pokracujeme déile. Po koneéném poétu kroku

tw e

Véta 4. Necht g = {gy, 93, - - -, m} je 7-posloupnost, pro niz platt g, > 1. Pak
posloupnost g, — 1,9, — 1,...,9, — 1,9, .9, . ...,Gm-y dd se pFerovnat
v r-strukturu (oznaéme ji g’ ), prdvé kdyz g je struktura. Je-li g’ struktura, pak ke
kaZdému grafu struktury g’ existuje nadgraf struktury g.

Dukaz. Posloupnost ¢' neobsahuje zZaddny nulovy ¢len. Kdyby totiz jisty
¢len g, —1 (¢ =1,2,...,9,) byl nulovy, pak by bylo g, =1, a tedy téz
gm = 1 = ¢; posloupnost g by pak obsahovala samé jednotky, a to odporuje
predpokladu.

Necht g je struktura; podle véty 3 existuje graf struktury ¢, jehoz prvnich
gm Prvki je v grafové relaci s prvkem poslednim. Odstranime-li tento posledni
prvek i s relacemi mezi nim a prvky piedchazejicimi a ponechame-li ostatni
prvky a relace beze zmény, dostaneme jisty graf struktury g'.

Necht ¢’ je struktura a G je libovolny graf struktury g’. Pfidame ke G’ novy
prvek a rozsifime relaci v @' v symetrickou nereflexivni relaci tak, %e novy
prvek bude v rozsifené relaci s témi prvky z G’, které odpovidaji ¢leniim
g.— 1,9, —1,...,9, — 1 struktury ¢’. Timto rozsifenim dostaneme jisty
nadgraf (struktury g) grafu G'.

Véta. Necht a® je r-posloupnost s promim Elenem vét¥im mef 1. Existuje algo-
ritmus, podle néhoZ lze rozhodnout, zda a® je anebo neni struktura.

Dikaz. Necht a©® je struktura. Pak podle véty 4 je téz o’ = a® struk-
tura, a tedy téz (opét podle véty 4) a®’ = a® je struktura; takto pokracu-
jice, sestrojujeme striktury a®’ = a®, ¢®’ = a® atd. Jsou mo#né dva p¥i-
pady. Budto existuje index ¢, (1 < ¢, < n) tak, #e posledni prvek z a® neni
mendi nez n — ¢,, anebo takové ¢, neexistuje a pak existuje index ¢, (1 <
< ¢; < n) tak, %e posloupnost a(® obsahuje samé jednotky.

V prvnim piHpadd dostdvime spor s pfedpokladem, Ze a® je struktura
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(nebot podle prvniho tvrzeni véty 2 neni a(® strukturou); tedy ani a(® neni
struktura a vysledek je v tomto pfipadé negativni.

VysSettime jesté druhy piipad. Ponévadz a® je r-posloupnost, je &islon — g,
sudé; snadno nahlédneme, Ze existuje jisty graf A struktury a(®). Ponévadz
a\"™ je struktura, je podle poucky 4 téz a(~V struktura a ke grafu A@® se-
strojime rovnéz podle poucky 4 jisty nadgraf 4(“:-1) struktury a(%-V, Pongvadz
a'”-1 je struktura, je podle poucky 4 téz a(’*-% struktura a ke grafu 4*-V
sestrojime opét jisty nadgraf 4~ struktury a(*:=2. Takto postupujeme dile,
odvozujice, ze a(~" jsou struktury, a sestrojujice jisté grafy A4-9 struktur
a1, pii temz A"~ je nadgraf grafu A*"~i-1) (1 =1,2,...,q,). Pro i = q,
dostaneme hledany vysledek, Ze totiz posloupnost a(® je struktura; A® je pak
jisty graf struktury a(®.

Véta 5. KaZdd r-posloupnost se v¥ems Cleny stejnyms je struktura.

Dtukaz. Danou posloupnost ozna¢me a = {a,, a,, ..., a,}; podle pfedpokladu
jest a, = a, = ... = a,. Je-li a; sudé, pak poloime (7,7) = 1, kdyz*) j =
=14 % +tit=0,1,..., %—1 — 1); v ostatnich pfipadech polozme (7, j) = 0.
Takto definovand (7, j) uréuji podle poucky 1 jisty graf struktury a. Je-li a,
liché a n sudé, pak poloZme (i, j)=1,kdyzj=1¢+ e 2_ ! +tt=0,1,...,
%4 ; 1_ 1), j=1+ %; v ostatnich pfipadech poloZme opét (i, ) = 0.

Takto definovana ¢isla (i, j) uréuji podle poucky 1 jisty graf struktury a.

Peswome
3AMETKA O CYIIECTBOBAHUU KOHEUYHBIX TPA®OB

BAIJJIAB T'ABEJI (Vaclav Havel), Ilpara.
(ITocrymuao B pegaxiuio 23/XIT 1954 r.)

HasoseM cmpyxmypoii HeBO3paCTAIONIYI0 KOHEYHYIO II0CJIE0BATeIbHOCTD
YBTI0B OTAETbHBIX TOYEK xoneuroro rpada. [lauee, HABOBEM 7-N0CAeD08AMeNb-
HOCMbl0 KOHEYHYI0 HeBO3PacTAI[YI0 T0CIe0BaTeIbHOCT HATYPAJbHEIX M-
ceJI, IpMYeM IepBHIi 4ieH MeHpIlle YiCIa BeeX WIeHOB, a YMCJIO HeUeTHHIX die-
HOB ABJIAETCSA YeTHHIM 9UCIIOM; CTPYKTYPY, PeCTABIANIYI0 060l r-mociaeso-
BaTeJbHOCTH, HA30BEM 7-CTPYKTYPOIi. ‘ '

Cpedu epagﬁoe'c Oaunoli r-cmpyrmypoii {a,, a,, ..., a,} cywecmeyem maroi
2pag, 6 Komopom nocaédnul ysen coedurern pebpom ¢ nepeuimi @, ysiamu (Teo-
pema 3).

*) Znakem = rozumime kongruenci modulo n.
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I pednoroncum danree, yumo g = {g,, Gz, - .., Gm} €CMb T-NOCALI08AMEILHOCND,
nepevii waer Komopoi 6oavwe 1. Tozda nocaedosamenvrocmsv g, — 1,9, — 1, ...,
vy G = Ly Gonits Jopras «ooy Gmoy MOMCHO nepesécrnu nymem nepepacnpe-
Oesenus 8 r-cmpyrkmypy (06o3navum ee uepes g') ¢ mom U MoAbEO 8 MOM CAYUae,
koeda g ecmd cmpykmypa. Ecau g° — cmpykmypa, mo das kawmcdozo epaga
cmpyrmypu g cywecmeyem nadepag ecmpyrmypul g (Teopema 4).

Ecau a ecmbv r-nocaedosamenbhocmd ¢ nepevim waeHoMm, 60AbWUM eOUHUYbL,
mo cywecmeyem aa20pu@dm, no3soALOUWUL YCMAHOBUMD | A6AACMCS AU & CIMPYEK-
mypoti uau nem. (I'maBHBIA pesyabrar paGoTH.) '

Anropu¢M cocTOMT B IOCTENEHHOM IIOCTPOEHHMHU 7-II0CIeI0BATEABHOCT] 1a =
= a’, *a = a’, 3a = %a’ (n0 0003HAYEHUAM M3 TeOpeMHl 4); IpH JA0Ka3aTeJb-
CTBe IVIABHYIO POJIb UTpaeT reopeMa 4.

Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG UBER DIE EXISTENZ DER ENDLICHEN
GRAPHEN

VACLAV HAVEL, Praha.
(Eingelangt 23. XII. 1954.)

Wir bezeichnen die nicht wachsende endliche Folge der Grade der Knoten
eines endlichen Graphen als Struktur dieses Graphen. Weiter bezeichnen wir als
r-Folge eine endliche nicht wachsende Folge der natiirlichen Zahlen mit dieser
Eigenschaft: Das erste Element ist kleiner als die Zahl aller Elemente und die
Zahl der ungeraden Elemente ist gerade. Die Struktur, die eine r-Folge ist,
bezeichneten wir als r-Struktur. ‘

Unter den Graphen mit gegebener r-Struktur {a,, a,, ..., a,} existiert etn solcher
Graph, in welchem der letzte Knoten mit den ersten a,, Knoten verbuden ist. (Lehr-
satz 3.)

Setzen wir voraus, dass ¢ = {1, ga; .- -, §m} €ine r-Folge ist, in welcher das
erste Element grosser als 1 ist. Die Folgeg, — 1,9, — 1, ..., 9, — 1, g, .1,
v vy Gm—y ldsst sich in eine Struktur umformen (wir bezeichnen sie g’ ) dann und nur
dann, wenn g eine Struktur ist. Wenn g' eine Struktur ist, dann existiert zu jedem
Graphen der Struktur g' esn Obergraph der Struktur g. (Lehrsatz 4.)

Es sei a etne r-Folge mit dem ersten Element, das grésser als 1 ist; dann existiert
ein Algorithmus, nach dem sich entscheiden lisst, ob a eine Struktur ist. (Das
wichtigste Resultat der Untersuchung.)

Dieser Algorithmus besteht aus einer sukzessiven Konstruktion der r-Folgen
la =a', 2a =1, %a = %’, ... (nach Bezeichnung aus dem Lehrsatz 4); der
Beweis beruht hauptséchlich auf dem Lehrsatz 4.
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