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Casopis pro p&stovéni matematiky, rot. 90 (1965), Praha

DIE VERSCHARFUNG EINER UNGLEICHUNG VON FROBENIUS
FUR DEN GEMISCHTEN FLACHENINHALT
DER KONVEXEN EBENEN BEREICHE

ZsYNEK NADENIK, Praha

(Eingelangt am 9. Juni 1964)

Es seien #, und %, zwei konvexe Bereiche in derselben Ebene, F, und F, ihre
Fldcheninhalte, M ihr gemischter Fldcheninhalt, L, und L, ihre Umfénge, B, und B,
ihre Breiten in derselben Richtung ¢. Die Funktionale M, F,, F, geniigen der Un-
gleichung von H. BRUNN und H. MINKOWSKI

(B — M) M* - FF, 20,

in der das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn die Bereiche #, und £,
homothetisch sind. :

Es sei &, ein konvexer Bereich mit dem Flidcheninhalt F in der Ebene der Berei-
che #,, %, und F,; bzw. F,; der gemischte Flicheninhalt der Bereiche #,, &,
bzw. #,, #;. Von G. FroBenius [9] ist folgende Verschidrfung der Ungleichung
(B — M) angegeben worden:

F, 2M F, F,
T T F . gl
F13 F13F23 F23 F13F23
(vel. [5], S. 98). Ist @, der Einheitskreis, so folgt daraus die Frobeniussche Unglei-
chung

(M? — F1F,)

(F) ——F-§+2—M—F—§->_-0,;
Ly LiL, L;

das Gleichheitszeichen gilt in (F) wieder dann und nur dann, wenn die Bereiche &,

und #, homothetisch sind (vgl. [3], S. 40—42 und [4], S. 91). '
G. H. HArDY, J. E. LITTLEWOOD und G. P6LYA [10], S. 185, und elementarer

A. DINGHAS [6], S. 5—7, haben eine Identitdt bewiesén, welche in der Formulation aus

[6] folgends lautet: Ist g(¢) eine im Intervall <0, =) stetige Funktion, die dort stiick-

weise stetige Ableitung ¢'(@) besitzt, und ist noch g(0) = g() = 0, dann ist

(H-L-P) | Ju[y’z(fp) — g%(¢)] do = J"[g'(rp)— 9(@) cotg @]*de .
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Aus dieser Identitit kann man auch das Lemma von W. WIRTINGER ableiten (s. [10],
S. 185, 186); sein unmittelbarer Beweis ist auf der Vollstindigkeitsrelation des trigo-
nometrischen Fundamentalsystems gegriindet (s. [2], S. 105, 106). Aus dem Lemma
von Wirtinger hat dann W. BLASCHKE in [2], S. 105—107, auf eine sehr einfache
Weise die Ungleichung (F) gewonnen.

A. Dinghas [7], S. 13—15, hat' die Ungleichung (B- M) mittels der Identitdt
(H-L-P) abgeleitet; in seinem Beweise ist implizit auch die Ungleichung :

(D) _F 2M F, = B, _ By
L? LL, L} 4\L, L,

fiir die Bereiche 4#,, #,, deren Stiitzfunktionen stiickweise glatt sind, enthalten
(s. (5.11) in [7]); zur allgemeinen Giiltigkeit von (D) fithrt dann der bekannte Grenz-
iibergang. Die Frage, fiir welche Bereiche #, und #, das Gleichheitszeichen in (D)
gilt, ist unentschieden geblieben.

Im Folgenden beweisen wir die Ungleichung (D) direkt fiir beliebige konvexe
Bereiche #; und #, zusammen mit der Feststellung, wann in (D) das Gleichheitszei-
chen gilt, und zwar auf Grunde des folgendermassen verschirften Lemmas von
Wirtinger:

Es sei f((p) eine stetige Funktion mit der Periode 2n, welche durchwegs die sym-
metrische Ableitung f'(¢) = lim [f(¢ + &) — f(¢ — €)] : 2¢ besitzt. Diese Ablei-

e—=0

tung sei in <0, 2n) von endlicher Variation. Dann aus

(1) j :"f(w) dp =0

folgt (s. Abschn. 1)
® [TrHede - [ w40 - 200 + 0P 20

und in (2) gilt das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn (s. Abschn. 2)

3 f(¢) = acos ¢ + bsin g + ¢(2 — nlsin ¢|),

wo a, b, c beliebige Konstanten sind.

Mittels des Verfahrens aus [2], S. 107, bekommen wir dann aus dem verschirften
Lemma von Wirtinger die Ungleichung (D).

Der einfachen Ausdrucksweise wegen fiihren wir folgende Bezeichnung ein: Ist #
ein konvexer Bereich, so bedeutet #'(#) den zu # homothetischen Bereich, 2,(%)
den bei a > 0 dusseren und bei a < 0 inneren Parallelbereich zu # in der Entfer-
nung || und endlich 7 4(<#) die teleskopische Transformation von # (in der Termi-
nologie aus [5], S. 94; s. auch Abschn. 4), und zwar bei 8 > 0 die Auseinanderzichung
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und bei f < 0 die Zusammenziehung des Bereiches # in der zu ¢ orthogonalen
Richtung, immer in der Gesamtlinge 2|B|. Selbstverstindlich bei « < 0 und § <0
sind die Bereiche 92,(%) oder 7 4(#) nicht notwendig konvex.

In der Ungleichung (D) gilt dann das Gleichheitszeichen dann und nur dann,
wenn entweder &, = #(#,) oder B; = T (D _,[#(%))]} bei gecigneter Wahl
der Nummern i,j = 1,2; i #+ j; und ¢ # 0, allerdings insofern alle fortschreitend
transformierte Bereiche konvex sind (s. Abschn. 4).

Ist der Bereich #, ein Kreis mit dem Durchmesser B, = B,, so folgt aus (D) die
Ungleichung von T. BONNESEN L} — 4nF; 2 (L, — nB,)* (s. [4], S. 95).

1. In [1], S. 231 und 233, hat W. Blaschke die Analogie des Mittelwertsatzes

(a) pelo By =[f(B) — f(W]:[B ~a]e< inf f(p), ;zpnf (0)>

oe(a,p )
und die Analogie der partiellen Integration

2n 27r 2n
(b) f S (@) cos mp dop = mj f(@)sin mo do, f f (@) sin mp dp =
0 0 )

= — mrnf((p)cos modep (m=1,2,..)
0

ausgesprochen.

Aus (a) folgt, dass die Funktion f(¢) in dem Intervall <0, 2n) die Lipschitz-
Bedingung erfiillt und deshalb ist sie im Intervall <0, 2z)» von endlicher Variation.
Folglich ldsst sich die Funktion f((p) in eine konvergente Fouriersche Reihe ent-
wickeln; das absolute Glied verschwindet wegen (1):

(1,1) flo) = i(a,, cos ng + b, sin ng).

~ Nach (b) und (1,1) ist dann

(1,2) (o) ~.§ n(b, cos ng — a, sin ng) .

n=1

Wegen (1,1) und (1,2) und der Vollstindigkeitsrelation des trigonometrischeﬁ Funda-
mentalsystems kann man die linke Seite der Ungleichung (2) auch folgendermassen
schreiben:

1) 20 =1 [0 40 - 00 + s -

= ijl(n2 — 1)(a? + bf) - 2["§1a2,, 2,

Man iiberzeugt sich durch eine vollstindige Induktion, dass fiir jedes natiirliches k
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ist

(1,4) Z(4n - 1ad, - 2[2a2" 2 =
= Z[(zm - 1) am — 2 Z a2n]2 +. Z (4n - 1) aZn (4k + 2)[ Z azn]z :
m=1 n=k+1 n=k+1
Aber
(1,5) lim Y (4n* - 1)ad, =0, lm(4k +2)[ ¥ az]? =0
k=0 n=k+1 ko0 n=k+1

Die erste Relation (1,5) ist offensichtlich und die zweite beweisen wir wie folgt:

Aus (1,1) und (b) ergibt sich, dass a,, = (1/x) [3" f(¢) cos 2np dp = — (1/2nn) .
(3" f(p) sin 2np dp.  Weiter ist 2n [3* f'() sin 2np do = — (S) [3" (o) .
. d cos 2ng = (S) [ (cos 2np) df () und |(S) [ (cos 2np) df (@)] < V, wo V die
totale Variation der Funktion f*(¢) im Intervall <0, 21t> ist. Durch die Verbindung

erhilt man, dass |a,,| < (1/4nn?). V. Folglich | Z az,l < (V/4r) Z (1/n?) <

n=k+1 n=k+1
< (1/4r) . V. (1/k). (Dieses Verfahren ist freilich zu [8], S. 507—509, analogisch).
Daraus ergibt sich aber schon unmittelbar die zweite Relation in (1,5).
Aus (1,3)—(1,5) folgt (2). _
2. In Hinsicht auf (1 3)—(1,5) gilt in (2) das Glelchhextszelchen dann und nurdann,

wenn

(2,1) Arp+1 = 0, bn+1 = 0 (n = 1, 2, ...)

und (2m — 1) ay, — 2 Y a,, =0 fiir m = 1,2, .... Substrahiert man in diesem
n=m+1

System von jeder Gleichung die unmittelbar folgende, so erhdlt man das System, aus
dem man schon leicht gewinnt, dass

3 a
em—1)(2m +1) °

(m=12..).

(2,2) Ay =

Aus (2,1), (2,2) und (1,1) ergibt sich weiter (s. [11], S. 43,44)

cos 2mo
t(2m — 1) (2m + 1

f(p) = a, cos ¢ + by sin ¢ + 3a, Z

. ) o
= a,cos ¢ + b, sin(p+3a2.z(—— |smqo]>.
. T .

3. Die Stiitzfunktionen hy(¢) und hj(@), ¢ <0, 2n), der Bereiche %, und %,
erfiillen bis auf (1) alle Voraussetzungen iiber die Funktion f(¢) aus dem verschirften
Lemma von Wirtinger (s. [1], S. 228—231) und weil [3%[h,(¢): L, — hy(9):
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' L) dg = 0 ist, so kann man in ihm

6 - flo)= -h-‘f@ - 1'—2]:@

wihlen. Das Einsetzen aus (3,1) in (2) fithrt zur Ungleichung (D). Nach (3) und (3,1)
tritt in (D) das Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn

(3,2) he) = —E—ih‘((p) —2C + nClsing| + Acos ¢ + Bsin ¢,
i

wo i,j = 1,2;i % jund A4, B, C beliebige Konstanten bedeuten.

4. Es sei x(9), ¢ € €0, 2n), die Stiitzfunktion eines konvexen ebenen Bereiches 4,
weiter seien X, Y die Gegenpunkte seiner Berandung in der Richtung ¢ = 0 und k
sei eine Konstante. k y(¢) bzw. x(¢p) + k ist freilich die Stiitzfunktion des zu %
homothetischen bzw. parallelen Bereiches und x(¢) + klsin ¢| ist die Stiitzfunktion
des Bereiches #*, welcher aus # folgendermassen entsteht: Die Verbindungslinie X Y
teilt die Berandung des Bereiches % in zwei Teile, aus denen wir jeden in der zu ¢ = 0
orthogonalen Richtung um die Linge |k| verschieben und wenn wir mit X' £ X"
bzw. mit Y’ § Y” die verschobenen Lagen des Punktes X bzw. Y bezeichnen, so ist
der Bereich #* mit den verschobenen Teilen der Berandung des Bereiches # und mit
den Strecken X’X” und Y’Y” (oder nur mit ihren Teilen) begrenzt.

Daraus und aus (3,2) und freilich auch aus der Forderung der Konvexitit folgt die
Behauptung iiber das Gleichheitszeichen in (D).
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Vytah

ZOSTREN{ FROBENIOVY NEROVNOSTI
PRO SMISENY OBSAH KONVEXNICH ROVINNYCH OBLASTI

ZBYNEK NADENIK, Praha

Wirtingerovo lemma je zostfeno v nerovnost (2), kterd umozZiiuje zlepsit na tvar (D)
Frobeniovu nerovnost pro smiSeny obsah M rovinnych konvexnich oblasti s obsahy
F,, F,, délkami hranic L,, L, a $itkami v témZ sm&ru B,, B,. Podminka (3) rovnosti
v (2) vede k urceni oblasti, charakterizovanych znamenim rovnosti v (D).

Pe3omMe

YCHUIEHUE HEPABEHCTBA ®POBEHMUA
JJIs1 CMEIIAHHOW IJIOIAOU BBIMTYKJIBIX ®UT'YP

3BBIHEK HAJIEHHUK, IIpara

Jlemma BupraHrepa ycuieHa B HepaBeHCTBO (2), KOTOPOE HO3BOJISET YIyHUIHTD
X BUAY (D) HepaBeHCTBO PpobeHus i CMENIaHHOM IuIomaau M BHIIYKJIBIX QHUTyp
¢ miowagamu F,, F,, ¢ nnuaamu rpanud L., L, u mmporamu B, B, B TOM Xe
HanpapjieHnd. Yciosue (3) paseHcTBa B (2) Ja€T BO3MOXHOCTb YCTaHOBHTD (HIYDHI,
XapaKTepH30BaHHbIC 3HaKOM paseHcTsa B (D).
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