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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 83 (1958), Praha

O W-BASICH ORIENTOVANYCH GRAFU
MIROSLAYV FIEDLER a JIRf SEDLACGEK, Praha DT:513.19
(Doglo dne 4. Gervna 1957)

V 8lénku se jedné o jistych podgrafech orientovanych grafi a o je-
jich vyznamu jednak pro acyklické, jednak pro dobie orientované
grafy. Ukazuje se také souvislost t&chto podgrafi s determinanty.

V theoriikoneénych neorientovanych grafa se studuji téz grafy, jejichz jeden
uzel mé vyznadné postaveni.l) I pro grafy orientované je mozno zavést pojem
uzlu vyznaéného vzhledem k orientaci grafu; v tomto éldnku si vSimneme né-
kterych vlastnosti takovychto grafii. P¥i tom u orientovanych grafa ke kazdym
dvéma raznym uzlim %, £ pfipoustime nejvyse jednu hranu ik; u neorientova-
nych grafa nepfipousdtime dvojihelniky vibec. Déle vyludujeme u vSech grafa
smycky. V literatufe se nékdy nepripoustéji grafy s isolovanymi uzly (viz
Konia [1]), ac¢koliv vétSina vét plati i bez tohoto omezeni. V této prici se ndm
jevilo vyhodnéjsi nevyludovat isolované uzly. Jestlize se nékdy odvoldvame na
zndmé véty, jez byly odvozeny v tomto omezujicim pojeti, ¢inime tak vesmés
v piipadech, kdy roziifeni platnosti téchto vét na pFipady sisolovanymi uzly je
trividlni. :

Pongvadi zde jedname pfevainé o orientovanych grafech, budeme gra-
fem rozumét (neni-li jinak vyslovné uvedeno) koneény orientovany graf.

Pramenem grafu G rozumime takovy jeho uzel, ktery neni koncovy pro
z4dnou hranu grafu G. (P¥ikladem pramene je isolovany uzel grafu.) Souvisly
graf s jedinym pramenem oznaéme jako W-graf; je-li W-graf stromem, mluvime
o W-stromé (isolovany uzel povazujeme téz za W-strom). Nyni zavedeme pojem
W-base orientovaného grafu G: tak budeme nazyvat graf H, ktery je podgrafem
v @, obsahuje v8echny uzly grafu G a kazda jeho komponenta je W-strom.Z)

1) KoNia [1] uZivé (na str. 76) pro takovy graf ndzvu Wurzelgraph, v anglické literatuie
najdeme pojmenovéani rooted tree. G. POLya [3] studoval specidlni typ neorientovanych
stromu (Seizbdume), v nich% vyznadnym je jeden z koncovych uzli stromu; tyto grafy
maji aplikaci v organické chemii.

%) Souvisld W-base souvislého grafu G je tedy kostrou grafu @. N&kteii autori definuji
pojem kostry i pro nesouvislé neorientované grafy ([1], str. 56), jini jen pro souvislé ne-
orientované grafy ([2], str. 109).
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Z¥ejmé v kazdém grafu existuje W-base (pfedstavuje ji na p¥. podgraf sloZeny
jen z isolovanych uzld). ‘

Je-li & neorientovany graf, miZeme sestrojit orientovany graf G’ tak, Ze
ponechdme mnoZinu uzld grafu G a misto kazdé hrany vw e G zavedeme pravé
jednu z hran vw, wo; pak fekneme, Ze jsme G orientovali. Necht G, G” jsou orien-
tované grafy, které vznikly tim, Ze jsme orientovali graf G. Existuje-li v @
hrana zy tak, Ze a?g'/-)e &, .17; e @, Yekneme, Ze G’ a G se li§t orientact. Vaznika
otdzka, ktery neorientovany graf ¢ s danym uzlem w lze orientovat dvéma
zpusoby tak, aby vznikly W-grafy G“ a G” s pramenem w, které se li§f orientaci.
Nez tuto otdzku zodpovime, uvedeme bez dikazu?) jednu pomocnou vétu o ne-
orientovanych grafech.

Lemma 1. Je-li G souvisly neorientovany graf a H takovy podgraf grafu G,
ktery meobsahuje Zddnow kruénici, pak existuje kostra grafu G, jejimz podgrafem
je graf H. "

Véta 1. Necht G je souvisly neorientovany graf a w je jeho uzel. Pak existuje
jedind orientace previdéjict G ve W-graf s pramenem w prdvé tehdy, je-li G strom.

Diukaz. I. Necht G je strom o n uzlech. DokiZeme existenci jediného W-
stromu s pramenem w. Pro n =1 a n = 2 je tvrzeni zfejmé. Budiz n > 2;
uéilime indukéni predpoklad a uvazujme strom S, o 7 uzlech a v ném uzel w.
Protoze takovy strom mé aspoll dva koncové uzly ([1], str. 49), existuje v S,
koncovy uzel v + w. Odstratime z S, uzel v a piislusnou koncovou hranu. Je
vidét, Ze vznikne strom?) S,_, o n — 1 uzlech, ktery obsahuje uzel w. Podle
indukéniho predpokladu lze S,_; orientovat tak, Ze vznikne W-strom s pra-
menem w. Tento W-strom tedy doplnime hranou jdouci do uzlu v a existence
zadané orientace stromu S, je dokdzana. Abychom nahlédli je§t& unicitu, pied-
pokléddejme, ze W-stromy S, a S, (vzniklé z neorientovaného stromu S,) se Li§f
orientaci. Do koncového uzlu v (ktery byl nalezen vyse) jde hrana tv v obou
W -stromech. Odstrafime ji i s uzlem v; vzniknou opét dva W-stromy s prame-
nem w, které se li8i orientaci (spor s indukénim predpokladem).

IT. Necht @ neni strom; dokdZeme existenci dvou W-grafi @’ a G” s prame-
nem w, které se li§i orientaci. Sestrojme v G ketik B, s centrem w.5) Protoze B,
je podgraf grafu G neobsahujici kruznici,®) miZeme podle lemmatu 1 sestrojit
kostru K grafu G, jejiz podgrafem je keiik B,,. Podle odst. I 1ze K orientovat
jako W-strom s pramenem w. V @ existuji hrany, které nepatii do K (Zidnd

3) Dikaz lze najit ve [2], str. 112 (lemma 27).

4) Souvislost plyne z [1], str. 11, véta 14.

5) Kerik (Bischel) By, s centrem w v grafu G je podgraf grafu @, ktery tvofi vie-
chny hrany grafu G incidujici s uzlem w a vSechny koncové uzly vSech t&chto hran (viz [1],
str. 128). .

8) Ketik obecnd miZe obsahovat kruZnici (dvojihelnik), aviak vzhledem k tomu, Ze
u neorientovanych grafi nepfipoustime dvojuhelniky, kefik v nédmi uvaZovanych ne-
orientovanych grafech neobsahuje kruZnici.
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z nich neinciduje s w); necht zy je jedna z nich. Graf @ (resp. a”) ) sestrojime
nyni tak, %e zkonstruovany u? W-strom doplnime hranou 2y (resp. yz); ostatnf
hrany grafu G nepatiici do K (existuji-li) orientujme libovoln&. Pak W-grafy
G’ a " se li&i orientaci.

Véta 2. W-graf s pramenem w je W-stromem prdvé tehdy, jde-li do kaZdého
uzlu v + w jedind hrana.

Dikaz. I. UvaZujme W-strom o n uzlech a oznaéme n, (resp. n,) poéet téch
jeho uzlt, do nichZ jde jedind hrana (resp. aspoii dvé hrany). Plati tedy 1 +
-+ ny + n, = n. ProtoZe kazda hrana jde do jednoho uzlu, mazeme pocet hran
n — 1 nafeho W-stromu odhadnout takto: 1.7, 4+ 20, <n — 1. Odtud
n, =0adilen, =n — 1. ‘

II. Obrécend necht G je W-graf o n uzlech s pramenem w, v ném? do kazdého
uzlu v + w jde jedind hrana; graf ¢' mé tedy » — 1 hran a protoZe je souvisly,
je strom ([1], str. 54, véta 14).

Pozndmka 1. Jestlize graf G ma » uzld a existuje-li jeho W-base K s r kom-
ponentami, pak K ma n — r hran (podle véty 2 jde totiZz do kazdého uzlu, ktery
neni pramenem, pravé jedna hrana).

Ackoliv existence W-base v kaZdém grafu je zfejmd, neni moZno sestrojit
v kazdém grafu G takovou W-basi, jejiz prameny by byly libovolné pfedem
vybrané uzly grafu G, dokonce nelze ani predepsat poéet komponent W-base.
Tak nap¥. ve W-grafu z obr. 1 neexistuje souvislda W-base. Omezime se tedy
na specidlni typy orientovanych grafii; nejprve vénujme pozornost acyklic-
kym?) grafim.

o> 0 oo s

Véta 3. Necht A je acyklicky graf a necht wy, w,, ..., w, (r = 1) jsou vdechny
jeho prameny; necht ddle B je podgraf grafu A, jehoZ kaZdd komponenta je W-strom.
Pak existuje W-base grafu A s prameny w; (1 < 1 < r), jejimé podgrafem je B.

Dikaz. Necht pfedné je 4 souvisly; oznaéme A (resp. u) polet jeho hran
(resp. uzl). Plati b = w — 1 ([1], str. 54, véta 15). Dikaz nyni podéme indukei
podle % (p¥i pevném u).

Je-li 2 =wu — 1, je A strom a tvrzeni plati (jak bychom nahlédli indukei
podle %). Budiz 2, > % — 1; uéitime indukéni predpoklad a uvazujme souvisly
acyklicky graf 4, s A, hranami, s prameny w; (1 <¢ < r) a s podgrafem B,
popsanych uZz vlastnosti. V 4, existuje kruznice O, ktera oviem neni cyklem.

‘ 7 [i)]nentova.ny graf se nazyvé acyklicky, neobsahuje-li jako podgraf z4dny cyklus
viz [4])
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V O tedy existuji dv& razné hrany v,v, v,v; obé tyto hrany nemohou soudasnd
pat¥it k B, (plyne z véty 2). Necht tedy v, non € By; odstratime v, z grafu 4,
dostaneme tak souvisly?®) acyklicky graf 4, (o 2, — 1 hrandch) s prameny?®) w
(1 =% =7) a s podgrafem B,. Podle indukéniho pfedpokladu tedy existuje
W-base grafu 4, majici B, za podgraf a ta spliiuje poZadavky vyslovené v textu
véty. Pro souvislé grafy A je tedy dukaz podan.

Dile je zfejmé, Ze kazdy souvisly acyklicky graf 4 obsahuje W-basi s tymi#
prameny, jaké mi 4 (vynechidviame predpoklad o B).

Necht konedné 4 neni souvisly. Je-li kazdy jeho uzel isolovany, je tvrzeni
zre]mé Necht tedy A mé4 komponentu 4 o aspoil dvou uzlech a necht w,,
Wy, ..., W, jsou jeji prameny. Jsou-li 4 a B disjunktni, lze zfejmé v A4 sestrojit
w- ba,s1 § prameny W, W,, ..., W;. Maji-li 4 a B spoleéné uzly, existuje v 4
maximalni podgraf B grafu B takovy, e komponenty grafu B jsou W-stromy.
Pak podle dosud podaného dikazu je zfejmé, ze v 4 existuje W-base s prameny
Wy, ..., Wy, jejimZ podgrafem je B. Provedeme-li takovou konstrukei W-basi
pro kazdou komponentu grafu 4, kterd neni 1s010vanym uzlem, dostaneme
zadanou W-basi. Dikaz je podan.

Také v dobte orientovanych grafech?®) hraje pojem W-base zajimavou

roli, jak ukédZeme ve vétach 4 a 5. Nejprve viak uvedeme jednu pomocnou
vétu.

Lemma 2. Orientovany strom obsahuje aspor jeden pramen.
Dikaz plyne ihned odtud, Ze stromx m3 vice uzli nez hran.

Véta 4. Jestlize ke kaZdému uwzlu w grafu G existuje W-base grafu G s jedinym
pramenem w, pak @ je dobFe orientovany graf.

Dikaz. Mame dokézat, Ze ke kazdé dvojici riznych uzli z, y existuje draha
vedouci z z do y. Sestrojme W-basi s (jedinym) pramenem z. Uzly z, y jsou v ni
spojeny jedinou cestou C ([1], str. 48, véta 2). UkaZeme, e C je drdha. Kdyby
tomu tak nebylo, existoval by na C uzel ¢, do néhoz by vchazely dvé hrany
cesty C. Tyto hrany by tedy vchéazely do ¢ také v nasi souvislé W-basi, kters je
W-stromem (spor s vétou 2).

Véta 5. Necht G je dobie orientovany graf @ necht B je (neprdzdng) podgraf
grafu G, jehof kaZdd komponenta je W-strom. Pak existuje W-base grafu G, kterd
obsahuje B jako podgraf a kterd md tytéZ prameny jako B.

Dikaz. Necht U je mno#ina viech uzld z @, které nejsou v B, a m necht je
podet prvki z U. Vétu dokiZeme indukei podle m. Pro m = 0 graf B je W-basi
a véta plati. BudiZz tedy m > 0 a nechf véta plati pro vSechny podgrafy B

8) [1], str. 11, v&ta 14.
) Novy pramen nemiiZe p¥i konstrukei grafu 4, vzniknout.

10) Graf je dobfe orientovany, 1ze-li z ka¥dého jeho uzlu dojit po dréze do kaZdého jeho
dalsiho uzlu (viz [4]).
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grafu @, pro néZ je p¥isluiny podet prvka z U mensi nez m. Existuje alespoil
jeden uzel w e B a alespoti jeden ve U. PonévadZ @ je dobfe orientovany graf,
existuje v G draha vedouci z » do v. Oznaéme «’ posledni uzel této drahy, ktery
je v B.Je w =+ v a uzel v’ nasledujici za »’ je z U. Tedy u W je hrana z G. Pfi-
ddme-li ke grafu B hranu 'v’ a uzel v", dostaneme novy graf B’, jehoZ kaZds
komponenta je W-strom a ktery ma tytéZ prameny jako B. PonévadZ polet
prvki z pfislusné mnoziny U’ je m — 1, existuje podle indukéniho piedpokladu
W -base, kterd obsahuje B’ (a tedy i B) jako podgraf a kterd m4 tytéZ prameny
jako B’ (a tedy i jako B). Tim je véta dokdzana.

Diusledek. Graf G je dobYe orientovany pravé tehdy, jestlize ke kazdé ne-
prazdné podmnoziné P mnoziny uzli grafu ¢ existuje W-base grafu ¢, jejimiz
prameny jsou pravé uzly z P.

Dikaz plyne ihned z vét 4 a 5.

Pojem W-base grafu méa zajimavou aplikaci také v theorii determi-
nanti, jak ukdZeme ve vét8 6. K tomu potiebujeme pojem okodnoceného grafu
([11, str. 121). Necht je dan orlentovany graf @; jeho uzly oznadéme 1, 2, 3, ..., n
(n = 2). Ke kazdé hrang ik piifadme redlné &islo u;. K takto ohodnocenemu
grafu G sestrojme nyni matici A¢ = ||@4||} definovanou takto:

I. P¥i 4 + k klademe a;; = — uy;, existuje-li v @ hrana ik; neexistuje-li
takova hrana, je a; = 0.

II. Ay = Z u"k (pI'O k = 1, 2’ ey n)¢
oy
Budiz 1 <7 < 7 a necht Ag(iy, is, .-, ,) je minor matice Ag, vzmkly z Ag
vynechédnim ¥4dkd a sloupedi, které jsou oznadeny &isly 44, 2y, ..., 4,. -

Je-li déle G ohodnoceny graf s alespoii jednou hranou, oznaéme 7{G} soudin

~viech &isel, jichZ bylo uZito k ohodnoceni hran grafu @. Necht K(i,, 4, ..., i,) je

W-base grafu G s prameny i, 4, ..., %,; oznadme » n{K(iy, i,, ..., i,)} soudet
c

vSech w{K(iy, iy, ..., %,)} pfes viechny W-base grafu @, které maji prameny
%3, 3y, - .., i, (prézdny soudet klademe roven nule). Odvodime nejprve dvé po-
mocné véty.

Lemma 3. Je-li G okodnocenyg W-strom s pramenem n, pak Ag(n) = n{G}.

Dikaz. Pron = 2 je tvrzeni ziejmé. BudizZ tedy n > 2 a necht tvrzeni plati
pro vSechny W-stromy o mn, uzlech (2 < n, < n). UvaZujme ohodnoceny
W-strom S o n uzlech (s pramenem oznadenym z). Kazdy strom mé aspoii dva
koncové uzly ([1], str. 49), tedy kazdy W—strom mé aspoii jeden koncovy uzel y
ruzny od pramene; necht v S do y jde hrana z zy. Odstrafime z S uzel y a hranu
xy (vynechévajice oviem také u,). Dostaneme ohodnoceny W-strom S*
o n — 1 uzlech (s pramenem 7), tedy #{S} = u, 7{S*}.
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Oznadime-li As.( ) minor definovany pomoci S*, plati podle indukéniho
piedpokladu As«(n) = #{S*} &ili n{S} = u, Ass(n). Abychom dokazali, Ze
Ag(n) = u,, Ass(n), rozvedeme Ag(n) podle prvki y-tého ¥adku (v ném nejvyse

MY

jen prvek u,, stojici v hlavni thloptitce je + 0). Dikaz je podan.

Lemma 4. Ag(n) = zn{K(n)}

Dikaz. Budiz » podet hran grafu G. Je-li h = 0, neexistuje %4dn4 souvisld
W-base, tedy >a{K(n)} = 0. Minor Ag(n) je pak také roven nule, proto tvrzeni
G

plati. Budiz A > 0; uditime indukéni pedpoklad a uvaZzujme ohodnoceny graf
@G, ktery mé & hran (podet uzld je stéle n). Jemu odpovidd matice Ag. Omezime
se jen na ty ohodnocené grafy @, kde » je pramen grafu G (&ili A; md v n-tém
sloupci samé nuly), nebot hrany jdouci do # nehraji roli ani v Ag(n), ani
v > a{K(n)}. Probereme nyni dva p¥ipady:

G

I. Necht do kazdého uzlu grafu @ jde nejvySfe jedna hrana. Je-li n&ktery
uzel % n grafu G jeho pramenem, pak neexistuje souvisla W-base K(n), tedy
Sa{K(n)} = 0. Dale v z-tém sloupci matice Ag jsou samé nuly, tedy Ag(n) =
G M

= 0; tvrzeni plati.
Zi)yvé, ptipad, kdy do kazdého uzlu z + n grafu @ jde jedind hrana.
a) Neni-li G souvisly, pak neexistuje souvisld, W-base, tedy >n{K(n)} = 0.
¢

Zvolme komponentu C grafu @, v niZz nelezi uzel n. Bez Gjmy obecnosti lze
predpoklidat, Ze C ma uzly 1, 2, 3, ..., I (I < n). Kazdy subdeterminant mi-
noru Ag(n) vzaty z prvnich ! sloupel je roven nule (od nuly rtzné prvky jsou
zde jen v prvnich [ fadecich a p¥i tom sloupcové souéty jsou rovny nule). Podle
Laplace-ovy véty je tedy A¢(n) = 0, ¢im% je tvrzeni ovéfeno.

b) Je-li @ souvisly, je to W-strom s pramenem n (véta 2) a tvrzeni plyne
z lemmatu 3.

ITI. Necht existuje uzel r grafu G, do néhoZ jdou aspoli dvé rizné hrany
SiT) o SestrO]me v ohodnoceném grafu G podgraf &, tak, Ze vypustime z @
hranu s,7; déle sestrojme v & podgraf G, tak, Ze v G vypustime vSechny hrany
jdouct do r ponechavajice jen s,r. Ponechdme-li ohodnoceni hran, jsou &
a (¥, ohodnocené grafy; necht A¢ (n) a 4de,(n) jsou piisludné minory. Plati
z¥ejmé Ag(n) = Ag,(n) 4 Ae,(n). Kazdd souvislda W-base grafu G (s prame-

 nem n) je souvislou W-basi pravé jednoho z grafi &, a G, a obracend. Protoze
kazdy z grafiu @}, G, méd méné hran nez A, lze pouzit indukéniho predpokladu,
tedy

Ag(n) = gn{K(n)} , (1=1,2),
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takze

Ag(n) = g 2 {K(n)} = ;W{K(n)} :

z i

Dikaz je podén.
V&ta 6. Ag(iy, iy, ..oy 1y) = D 7{K(iy, tg, ..., i)}
G

Dukaz. MuZeme se omezit na ty grafy &, v nichz kazdy z uzli 4y, 4,, ..., 1, je
pramenem (viz obdobné omezeni v dikazu lemmatu 4).

Podle lemmatu 4 tvrzeni plati pro r = 1. Budiz dale r > 1; uéiime indukén{
predpoklad a sestrojme minor Ag (iy, g, -, ). Jsou-li ¢4, 4, ..., 2, isolované
v grafu @, je tvrzeni zfejmé. Je-li jeden z nich neisolovany a vSechny ostatni
isolované, plati tvrzeni na zakladé lemmatu 4. Necht nyni aspoi dva z uve-
denych pramenti nejsou isolované; lze pfedpokladat, Ze to jsou uzly i, 7,-;.
Necht J = {j,, s, - - -, j»} je mnoZina uzli, do nich% vede hrana aspoii z jednoho
z uzld 4,, 7,-,. Sestrojme z grafu G pomocny ohodnoceny graf H takto: Uzly
iy, 1,—; Nechme splynout v novy uzel 4, ostatni uzly grafu ¢ ponechme. Hrany
grafu G, které nevychézeji ani z 4,, ani z 1,,, ponechme i s p¥isluinym ohodno-
cenim. Uzel 4 spojme s kaZdym uzlem z J a ohodnotme soudtem S;;, = %, ;, +
+ %15, (PYi tom definujme u,;, = 0, neexistuje-li Tjac@ a podobné pro
uir—la'a)'

Ziejms$ platil?)

Ag(y, Bgy ooy By = Ap(iy, Tgy .oy Trey, 3) -
Podle indukéniho piedpokladu dostdvime

Ap(ty, oovy trg, 1) = ;ﬂ{K(ib ey bpgy U)} e

Necht K* je graf, ktery vznikne, vynechdme-li v K(iy, ..., 9,_,, 1) uzel ¢ a hrany
s nim incidentni. Pak v H plati #{ K (is, ..., 2,_41)} = o . #{ K*}, kde ¢ je soudin
disel s;;, pfes vhodné j, € J.12) Upravme ¢ podle distributivniho zdkona. Vidime,
ze n{K(t, ..., t,_p, 1)}, sestrojené v H, lze vypolist jako soudet viech soudini
{ K (b, -.., 4,)}, kde K(iy, ..., i,) probihd vSechny W-base grafu G' obsahujici
K* jako podgraf. Abychom dokazali

gﬂ{K(in s g, 1)} = gn{K(il, v )},
uvazime jestd, Zze kaidou W-basi K(iy, ..., ¢,) grafu G dostaneme z jediné

W-base K(Zy, ..., 9,9, t) grafu H, doplnime-li K* vhodnymi hranami. Dikaz
je podan.
11y Pro r = 2 necht pravé strana znamené Ay(7).

12) Uv&domime si, Ze zde K* je graf, jehoZ komponenty jsou W-stromy, p¥i emZ pra-
meny tvori uzly z J a uzly %5, %3, «..s tp_s.
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Poznamka 2. Véty 6 Ize pouzit k uréeni poétu vSech W-basi daného orien-
tovaného grafu G (o alespoil dvou uzlech), které maji pfedepsanou mnozinu
prament %,, %y, ..., t,. Ohodnotime-li totiZ kazdou hranu grafu @ &islem 1, je
hledany podet roven &islu

%W{K(il, 7;2, ceey ?:,,.)} = AG(":JJ 7:2, ceey ?:r) .

Pozndmka 3. Véta 6 miZe slouZit na p¥. i k uréeni poétu (souvislych) koster
neorientovaného grafu G- Sestrojme totiZ oriéntovany graf G' tak, ze v G misto
ka7dé hrany xy zavedeme dvé hrany “zy a yx; budiZ w libovolny (pevny) uzel
grafu G. Pak podet koster grafu & je roven poétu souvislych W-basi s pramenem
w v grafu @, jak plyne z véty 1. Pfifadime-li tedy grafu & o uzlech 1, 2, .

(n = 2) &vercovou n-faddkovou matici ||a[7, kde pro ¢ + jje a; = a;; = — 1
n

(resp. 0), je-li (resp. neni-li) v @ hrana ij, zatim co a;; = — Zaﬁ, potom kazdy
1# i

hlavni minor stupné n — 1 je roven hledanému poétu koster grafu G.13)
Jako aplikaci uvedeme nyni dva priklady.

Priklad 1. Neorientovany graf, jehoz kaZd4 kruZnice obsahuje sudy podet
hran, se nazyva sudy graf ([1], str. 170). Sudé grafy charakterisuje ta vlastnost,
Ze v nich existuje rozklad mnoziny uzld na dvé (nepriazdné) téidy M, N tak, ze
jen uzly dvou riznych t¥id jsou spojeny hranou ([1], str. 170, véta 12). Necht m
(resp. n) je poéet prvkd mnoZiny M (resp. N). Nazveme sdplnym sudgm grafem
U takovy sudy graf, v némz ke ka%dé dvojici uzla z, y (x e M, y e N) existuje
hrana 2y e U.

Podle poznamky 3 je podet koster grafu U roven determinantu

n, 0, ... 0 —1, —1, ..., —1
0’ n, s 09 _1, _17 E) —1
m
0; 0: 3 n, _1, _1: > —1
-1, —1, ,—1, m, 0, ..., O
"_]-7 _17 ) -1: 0: m, ’ 0
n—1
—l: _—13 > _la Oa Os > m
m n—1

Tento determinant je, jak se snadno vypocte, roven m"-1pm-114)

Piiklad 2. Budiz 4 acyklicky graf s prameny w,, w,, ..., w, (r = 1). Necht
Vy, Vs, ..., ¥, jsou ostatni uzly grafu 4, p¥i éemz d; znadi podet hran, které tsti

13) K obdobnému vzorei dospé&l jinym zpisobem H. M. TRENT v préci [5].
14) Srovnej se znémym Cayleyho vzorcem pro podet koster dplného grafu ([1], str. 78).
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dov; (1 =<1 £ 8). Podle pozndmky 2 dokéZeme, Ze podet W-basi grafu 4, které
maji prameny wy, Wy, ..., Wy, j& did, ... ds.15)

Ohodnotme opét kazdou hranu grafu 4 &islem 1. Volbou é&islovani uzli lze
vzdy dosdhnout toho, Ze matice ||a.|7 je trojihelnikova. V jeji hlavni diagonéle
jsou jednak &isla d;, jednak r nul. Z véty 6 uz plyne zadany vysledek.
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Pezome

O W-BA3AX OPUEHTHUPOBAHHBIX I'PA®OB

MUPOCJIAB OUJIEP (Miroslav Fiedler) u UPHU CEOJAYER (Jifi Sedlagek), IIpara
(IToctynumno B pegaxnmio 4/VI 1957 r.)

Hcmounukom KOHEIHOTO OPHEHTHPOBAHHOrO rpada G MBI HAa3EIBAEM TAKYIO
ero BepIIMHY, KOTOpas He ABIAETCS KOHIEBOH HA AIA Kakoro pebpa rpada G-
CBs3HBIH OpHEHTHPOBAaHHHK Tpad ¢ OJHAM eNHHCTBEHHHIM HCTOYHHKOM HA30-
BeM W-epagom; B ciydae, ecnm W-rpad sBuAeTcA OepeBOM, MEl I'OBOPHM
0 W-Oepese (rpad c opHOl BepmuHONH MH cYHTaem Tarke W-mepesom). Ecmm
G — KOHeuHHI OpHEHTHDPOBAHHHIH rpad, To mog ero W-6a30i MB TmOApasy-
MmeBaeM noprpad rpada G, Kajkjad COCTABIAKNINAA KOTOPOro ABIsgerca W-pe-
PeBOM H KOTOPHIH CcOflep:KUT Bce BepmmEH rpada G. B cratbe Mu mpesxme
BCero paccmarpuBaeM W-6a3Hl B aIUKIMYECKEX M XOPOIIO OPHeHTHPOBAHHEIX
rpadax. (OpumerTHpOBaBHHHI rpad HABIASTCA GYUKAIUYECKUM, €CIH OH He
COllep;KHT B KadecTBe CBoero mojgrpada HE OXHOro HuKIa. I'pad saBamercsa
ZOPOUO OPUEHMUPOSAHHBLM, €CIIE B HeM I3 KAKIOH BeDIIAHH BefleT NYTh K JIIO-
Goit nampHefimei.) [loxasHBaoTCA CIEXYIOMEEe TEOPEeMBL

15) Tento vysledek tedy dopliuje vétu 3.
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ITyemv A — ayukavueckuil epag, U wy, Wy, ..., w, (r = 1) — 6ce ezo ucmou-
nuku; nycme, dasee, B — nodzpag epaga A, kancdas cocmasasowas KOmopoezo
aeasemcs W-Oepesom. Toeda cywecmeyem W-6asa epaga A ¢ ucmounukamu
Wy, Wy, ..., W,, NOO2pagom Komopoi seasemcs B (reopema 3).

Ecau 0us kancdoil sepuunet w KOHEUHO020 OpUeHMUDPOSarH020 epaga G cy-
wecmeyem W-6asa epaga G ¢ 00num eduncmeernsim ucmounurom w, mo G as-
AAEMCE ZOPOULO OPUEHMUD0BAHHWM epagom (Teopema 4).

ITycmy G — zopowo opuenmuposarrulii epagh u nycmv B — (renycmoii) nod-
epap epaga G, kancdas cocmasaswwas kKomopozo seasemea W-Oepesom. Tozda
cywecmeyem W-6asa epaga @, codepmcowasn B ¢ kavecmse nodepaga u unmeio-
was me wce ucmounuru, kax u B (Teopema 5).

U3 nByx mociemBEEX TeopeM BEIT€KaeT Takoe ciaexcrtBue: I'pad G saBusgercs
XOpPOIIO OPHEeHTEPOBAHHEIM TOITA ¥ TONBKO TOTHA, €CIA I JII000T0 HeIyCcTOro
noamHORecTBa P MBEOKecTBa BepmuH rpada G cyumiecTByer W-6aza rpada G,
HACTOYHWKAMA KOTOPOH ABIAIOTCA B TOYHOCTZ BePIUHEL P.

ITomsaTme W-6ass rpada HaXOOUT HIpUMEeHeHHTe TaKKe B TeOPAE ompe-
menmreneit Ilyers G — opmeHTHpOoBaEHHY rpad; 0603HAYAM er0 BePIIAHK
qepes 1,2,3,...,n (n = 2). KRamgomy pebpy ik TmOCTaBEM B COOTBETCTBHE
JeACTBETeNILHOe GHCIO %y W COCTABAM [JIA TOMEYEHHOrO TaKmM obpasom
rpada G marpuny A; = |ja/|], ompenenernyo0 ciexyomuM 06pasom:

I. Ecnm ¢ =+ k, TO DONMOMAM @, = — U TODJA ¥ TOIBKO TOrAA, ecidm B G cy-
IIecTBYeT Pedpo t4; eCiIH ke TAKOTO peGpa He CyIIecTBYeT, TO HOJOKEM Gy, = 0.

n

II. Maa k=1, 2, ..., n HOMOKAM @y, = » Uy 1lyeTs Ag (44, Ty, - .., &y) — MH-
. 1

=
i#k :

HOp Marpunsl Ag, IONydYeHHEHR #3 A; IyTeM BHYEPKABAHASL CTPOK M CTOJIOLOB,
0603HaYeHHBIX IACTIAMA 41, U, - .-, 4, (THe 1 < 7 < n). lna momewerrOrO Tpada
H o6osmaumm depes nm(H) mpomsBefeHme BCeX UHMCEN, HCIOIb3OBAHHBIX A
nomerox peGep rpada H. ITycre K(3y, 4, -.., 3,) ecTb W-6asa rpada G ¢ merod-

HUKAME 1y, iy, ..., I,; OG03Haumm depes > m{K(iy, iy ..., 9,)} CyMMYy BCeX
G

7w{K(2y, g, ..., i,)}, B3ATYI0O DO BceM W-Gasam rpada G, mmenommm PErcEpO-
BaEHEIE MCTOYHHKN %y, 4y, ..., ¢,. 10rAa (Teopema 6):

Ac(ila zi27 ey /’:r) = gﬂ{K(”’ls ”:2: [RRE] ir)} .

B saxmodernn paboTs BANIOCTPAPYIOTCA IPAMEHEHUST YKa3aHHOM TeOpeMsI 00
onpenenunrenax. IloxkasaHo, 9ro 9Ta TeopeMa MOsKeT OBITH HCOONBL30BAHA, HALD.,
I AJA ompefeNeHWs dgmciaa (CBA3HEIX) OCHOB HEOPHEHTHPOBAHHOTO rpada.
B uactHOCTE, paso6pam ciydaif T. Has. noiHozo vemwozo zpaga. UerHnt rpad
MOJKHO — KAaK H3BECTHO — OXapaKTePH30BaTh TEM, YTO B HEM CYIECTBYET
pasioxennme MHOKeCTBa BepIIMH Ha ABa Kiacca M, N Tax, 970 TOIBKO Bepmiz-
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HbL [BYX PasiHYHHX KIAcCOB coefuHeHb pebpamu. ITycrs m (coors. n) ecry
umesno 3aemMeETOB MHOkectBa M (coors. N). Ecmm temepn HazsarTh TOJIHEY,
verHBIM Tpadom U Tamo#t 9eTHEIL rpad, B KOTOPOM A KasNOH mapH Bepiimy
zeM, ye N cymecrByer pebpo 2y U, To umemo ocHOB rpada U paBg,
mnt . nml

Zusammenfassung

UBER WURZELBASEN VON GERICHTETEN GRAPHEN

MIROSLAYV FIEDLER u. JIRf SEDLACEK, Praha
(Eingelangt am 4. Juni 1957)

Als Quelle eines endlichen gerichteten Graphen G bezeichnen wir einen sol-
chen Knotenpunkt von @, der fiir keine Kante von @ als ein Endpunkt dient,
Jeder zusammenhéngende gerichtete Graph mit einer einzigen Quelle heisst ein
Wurzelgraph (kurz W-Graph). Ist ein W-Graph ein Baum, dann sprechen wir
von einem W-Baoume (auch einen Graphen mit nur einem Knotenpunkte
halten wir fiir einen W-Baum). Ist G ein endlicher gerichteter Graph, dann ist eg
moglich seine W-Basis H zu definieren: H sei ein solcher Tejlgraph von G, der
alle Knotenpunkte von G enthélt und dessen jeder zusammenhéngende Be-
standteil ein W-Baum ist. In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns
zuerst mit den W-Basen in azyklischen und wohlgerichteten Graphen. (Ein
Graph ist azyklisch, wenn kein Teilgraph ein Zyklus ist. Ein Graph ist wohl-
gerichtet, wenn von jedem Knotenpunkt auszujedem anderen eine Bahn fiihrt.)
Folgende Satze werden bewiesen: '

Sei A ein azyklischer Graph und w;, w,, ..., w, (r = 1) alle seine Quellen; set B
ein solcher Teilgraph von A, dessen jeder zusammenhingende Bestandteil ein
W-Baum ist. Dann existiert eine W-Basis von A, fiur die die Knotenpunkte
Wy, W, - .., W, sSimitliche Quellen sind und die B als Teilgraphen enthdlt (Satz 3).

Gibt es zu jedem Knotenpunkt w eines endlichen gerichieten Graphen G eine
W-Basis von G mit der einzigen Quelle w, so ist G ein wohlgerichieter Graph (Satz 4).

Es sei G ein wohlgerichteter Graph und B ein (nicht leerer) Teilgraph von @,
dessen jeder zusammenhingende Bestandieil ein W-Baum ist. Dann existiert eine
W-Basis von G mit denselben Quellen wie B, die B als Teilgraphen enthdlt (Satz 5).

Aus diesen zwei Satzen folgt, dass ein gerichteter Graph dann und nur dann
wohlgerichtet ist, wenn zu jeder nicht leeren Untermenge P der Knotenpunkt-
menge von G eine W-Basis von G existiert, deren Quellen genau diejenige
Knotenpunkte von P sind.
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Der Begriff der W-Basis hat auch eine Anwendung in der Theorie der
Determinanten.

Es sei @ ein gerichteter Graph, dessen Knotenpunkte wir mit 1, 2,3, ..., 7
{n = 2) bezeichnen wollen. Zu jeder Kante ik von @ ordnen wir eine reelle Zahl
U, zU. Jetzt sei zu diesem bewerteten Graphen eine n-reihige quadratische Matrix
Ac = ||a;l|? folgendermassen definiert:

I. Ists + k, dann sei a;; = — u;; dann und nur dann, falls in @ die Kante ik
-exigtiert; anderenfalls sei @, = 0.

n
II Fiir k =1, 2, ..., % sl a, = > Uy
=S

Es sei nun A4g(iy, ¢y, ..., 3,) (mit 1 < r < n) diejenige Hauptunterdetermi-
nante von A, in der genau die Reihen und Spalten iy, 4,, ..., 1, fehlen. Ist ferner
H ein bewerteter Graph, so sei mit #{H} das Produkt von simtlichen zur Be-
wertung der Kanten von H beniitzten Zahlen. bezeichnet. Ist noch mit
D> a{K(iy, iy ..., i,)} die Summe von #{ K (i, s, ..., i,)} iiber simtliche W-Basen
¢

K(iy, %9y ..., 3,) von @ mit den festen Quellen i, 7,, ..., ¢, bezeichnet, so gﬂt
(Satz 6):

AG(il, 7:2; seey 7;1') = gn{K(ila 2'2, LR 7’7)} .

Zum Schluss sind noch einige Anwendungen dieses Satzes angefiithrt. So
kann auf diese Weise die Anzahl (zusammenhangender) Geriiste eines nicht-
gerichteten Graphen bestimmt werden. Es wird gezeigt, dass der sog. woll-
stindige paare Graph vom Typus (m, n), der m + n Knotenpunkte von zwei
Klassen der Machtigkeit m bzw. n besitzt, wobei genau Knotenpunkte von
verschiedenen Klassen durch Kanten verbunden sind, die Anzahl der Geriiste
mn~1 . nm-1 hat.
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