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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematický ústav ČSAV, Praha 

SVAZEK 83 * PRAHA, 20. V. 1958 * č f s L O 2 

ZUR THEORIE DER GRAPHEN 

KAREL ÖULlK, Brno DT: 513.19 

(Eingelangt am 25. VIII . 1956) 

Die Theorie der Graphen, die in der Monographie von D. KÖNIG 
[5] enthalten ist, ist mit den modernen algebraischen Theorien nicht 
gleichwertig. Ihre Reichhaltigkeit ist durch die Mannigfaltigkeit 
der untersuchten Eigenschaften der Graphen bewirkt. Die Definition 
des Graphen als einer Menge, auf der eine binäre Relation definiert ist 
(siehe z. B. R. D. LTJCE: Networks satisfying minimality conditions, 
Amer. Jour. Math. 75 (1953), 825-838 oder P. TTJRAN [12], O. O B E 
[10] u. a.), ermöglicht auf einfache und natürliche Weise nicht nur 
die bekannten Grundbegriffe der Graphentheorie (Teilgraph, Isomor­
phismus, Summe und Zusammenhang), aber auch die übriggebliebe­
nen Grundbegriffe einer algebraischen Theorie (Homomorphismus, 
Einfachheit, direktes Produkt, Fak torgraph u. a.) einzuführen. Da­
durch wird die Theorie der Graphen in die modernen algebraischen 
Theorien eingereiht. Z. B. ĉ ie Theorie der nichtgerichteten Graphen 
wird als eine beigeordnete Theorie den Theorien der verschiedenartig 
geordneten Mengen gleichgestellt. Die erste kann als die Theorie der 
Mengen mit symmetrischer und die anderen als die Theorien der 
Mengen mit transitiven Relationen betrachtet werden. Alle diese 
Theorien sind der Theorie der (allgemeinen) Graphen untergeordnet, 
die sich in einigen Punkten (Einfachheit, direktes Produkt) von der 
Theorie der Relationen unterscheidet, wie diese in der mathemati­
schen Logik gebildet wurde (siehe A. MOSTOWSKI [6] bzw. A. 
TARSKI [11]). 

In folgenden Abschnitten werden algebraische Grundbegriffe der 
(allgemeinen) Graphentheorie (analogisch z. B. zur Gruppentheorie) 
eingeführt. Zwischen diesen Grundbegriffen werden einige Bezie­
hungen abgeleitet. Durch Spezialisierung der Graphenbedingungen 
entstehen einige neue Grundbegriffe (Homomorphismus, Einfach­
heit u. a.) und Sätze der Theorie der quasi- bzw. auch der teilweise-
geordneten Mengen und der anderen ähnlichen Gebilde (vgl. G. 
BlRKHOFlF [1], M. RICHARDSON [8], R. D. L U C E U. a.). 
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Einleitung 

Die zahlreichen Fragen über Graphen, Konfigurationen, endliche Geometrien, 
über die Mengen mit spezieller Relation und die verschiedenartigen Fragen 
kombinatorischen Charakters, die heute in gewissem Masse getrennt unter­
sucht werden, lassen sich mindestens in den Hauptrichtungen mit Hilfe der 
algebraischen Methoden beschreiben und durch die Theorie der Mengen mit 
einer binären Relation vereinigen. 

Die wichtigsten der bekannten Eigenschaften der binären Relation sind die 
Reflexivität, die Symmetrie und die Transitivität, die wir mit den Anfangs­
buchstaben R~, S- und T- bezeichnen werden. Von diesen Eigenschaften sind 
durch verschiedenartige Abänderungen weitere Eigenschaften der Relationen 
gebildet worden, z. B. die Areflexivität — aR (siehe auch die Irreflexivität 
bei M. RICHARDSON [9]), Antisymmetrie — antiS, Asymmetrie — aS (siehe M. 
Richardson [8]) und andere (siehe G. BIRKHOFF [1]). Am häufigsten studiert 
wurden die Mengen mit RT-Relationen, etwa noch mit weiteren Eigenschaften, 
denen auch die Monographie vonG. Birkhoff [1] gewidmet ist. Für das Studium 
der nichtgerichteten Graphen, der Konfigurationen und der verschieden­
artigen Fragen der kombinatorischen Geometrie und Topologie sind die S-Re-
lationen wichtig. Vor allem ist die Inzidenz eine S-Relation, die in der Geo­
metrie, entweder als RS-Relation (siehe S. GORK: On incidence geometry, Bull. 
Amer. Math. Soc.46 (1940)), oder als aRS-Relation (siehe D. HLLBERT: Grund­
lagen der Geometrie, 7. Aufl.) auftreten kann. Von speziellen Gesichtspunkten 
aus wurden auch allgemeinere Relationen, bzw. Mengen mit diesen Relationen 
untersucht (siehe z. B . die Disjunktion und die Polarität bei G. Birkhoff [1],' 
allgemeine aR-Relation bei M. Richardson [9] bzw. schon bei J . v. NEUMANN-

0 . MOBGENSTERN: Theory of games and economic behavior, allgemeine R-Relation 
bei M. M. D A Y : Arithmetic of ordered Systems, Trans. Amer. Math. Soc. 58 
(1945), 1—-43 und hauptsächlich die „gerichteten" Graphen bei O. ORE [10]). 

Zum Unterschied von der Theorie der Relationen der mathematischen Logik 
interessieren uns die Beschreibung, die Eigenschaften und die Beziehungen 
zwischen den Mengen selbst (auf denen eine binäre Relation definiert ist), 
obwohl der Zusammenhang zwischen der Theorie der Mengen mit Relation u n d 
Theorie der Relationen (mit ihren Feldern) selbst natürlich sehr eng sein 
muss. Den Begriff der Relation halten wir hier für keinen Grundbegriff. 

Eine binäre Relation Q, die auf der Menge F 4= 0 definiert ist, ist eine Teil­
menge des kartesischen Produktes F X F, also Q c F x F. Dan kann man über 
die charakteristische Punktion / der Relation Q (bezüglich F X F) sprechen. 
Es gilt also (x, y) e Q o XQy of\x, y] = 1. Weiter werden wir diese 
bequemere und mehr übersichtlichere Funktionausdrucksweise zur Be­
schreibung der Relation auf der gegebenen Menge benützen. Wir wollen 
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auch nicht zwischen der charakteristischen Funktion einer Relation und der 
Relation selbst (auf gegebener Menge) unterscheiden. Mit dem Symbol F(f) 
bezeichnen wir also die Menge F, auf der eine Relation (bzw. ihre charakte­
ristische Funktion) / definiert ist. Es ist klar, dass das Feld der Relation 
/ (siehe A. MOSTOWSKI [6], S. 130) nur eine Teilmenge der Menge F ist. Zum 
Wortausdruck des Umstandes f[x, y] = 1 wollen wir sagen „x bindet ycc (statt 
der Benennung „dominatescc, die bei M. Richardson [9] benützt wird und in 
der man mehr transitive und asymmetrische Bedeutung fühlt). 

1. Begriff des Graphen 

Unter einem Graphen F(f) verstehen wir eine nichtleere Menge F mit einer 
binären Relation (bzw. mit ihrer charakteristischen Funktion) /. Wir sagen, 
dass auf der Menge F ein Graph F(f) mit der Relation f definiert wird. Die leere 
Menge 0 nennen wir den leeren Graphen. Soweit nichts anders gesagt wird, 
versteht man unter einem Graphen immer einen nichtleeren Graphen. Die 
Mächtigkeit kard F der Menge F heisst die Mächtigkeit des Graphen F(f). 

Ein Graph mit einer S- bzw. mit einer antiS-Relation heisst ein nichtge-
richteter bzw. gerichterer Graph (zum Unterschied von 0 . Ore [10], der unter ei­
nem gerichteten Graphen unseren allgemeinen Graphen versteht). Ein Graph 
mit RT-Relation bzw. mit aS-Relation heisst quasi- bzw. schwach-geordnete 
Menge. Ein Graph mit RantiST-Relation bzw. mit aST-Relation ist eine 
teilweise geordnete Menge im Sinne G. Birkhoff's bzw. B . DusHisrrK'S und E. 
W. MILLER'S. Ein Graph mit aR-Relation wird bei D. K Ö N I G [5] als ein Graph 
im engeren Sinne bezeichnet u. s. w. 

Die Elemente der Menge F des Graphen F(f) heissen Knoten des Graphen 
F(f). Ein geordnetes Paar (x,y),x =# y bzw. x = y, der Knoten aus F(f), von 
denen der erste Knoten x den zweiten y in F(f) bindet, d. h. es gilt f[x, y] - 1, 
heisst eine Kante bzw. eine Schlinge des Graphen F(f). In unserer Auffassung 
des Graphenbegriffes sind beide Begriffe die der Kante und die der Schlinge 
entbehrlich, weil sie nicht mehr in die Grungbegriffe der Graphentheorie 
fallen. Diese Vereinfachung (siehe auch z. B. G. A. DIBAC: The strukture of 
k-chromatic graphs, Fund. Math. 40 (1953), P . TURAST [12], 0 . Ore [10], u. a.) 
bedeutet aber, dass man sich nur auf Graphen in der Auffassung von D. König 
beschränkt, die folgende Bedingung erfüllen müssen: zu jedem geordneten 
Paare der Knoten x, y gibt es höchstens eine Kante oder Schlinge (x, y). Man 
sieht aber sofort, dass die übriggeblieben „Königschen" Graphen mit Hilfe 
der oben definierten Graphen auch beschrieben werden können und zwar 
so, dass jeder Kante und jeder Schlinge eines geeignet gewählten Graphen eine 
geeignete Mächtigkeit (wie die Multiplizität dieser Kante bzw. Schlinge) 
zugeordnet wird. 
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Ein Knoten x des Graphen F(f) heisst isoliert, wenn f[x, y] = f[y, x] = 0 
für jeden y e F, y 4= x, gilt. Es gibt also zwei Arten von isolierten Knoten, 
u . zw. isolierte Knoten x mit Schlinge (für f[x, x] = 1) und isolierte Knoten ohne 
Schlinge (für f[x, x] = 0). Den Graphen, der keine isoHerten Knoten enthält, 
bezeichnen wir als den Königschen Graphen1). Endlich wollen wir die Graphen,, 
deren Mächtigkeit gleich 1 ist, und den leeren Graphen, triviale Graphen nen­
nen. Der triviale Graph, der einen einzigen Knoten mit Schlinge enthält, 
heisst Einseigraph. 

Es sei a ein Knoten des Graphen F(f). Die Menge L(a) bzw. R(a) aller Kno­
ten x 4= a, für die f[x, a] = 1 bzw. f[a, x] — 1, nennen wir die linhe bzw. 
rechte Umgebung des Knoten a in F(f) und die Mächtigkeit kard L(a) bzw. 
kard R(a) nennen wir den linken bzw. rechten Grad dieses Knoten in F(f). 
Die Vereinigung L(A) u R(A) heisst die Umgebung und die Summe kard L(a) + 
+ kard R(a) heisst der Grad des Knoten a in F(f). Bei den nichtgerichteten 
Graphen ist es üblich nur die Hälfte dieses Grades als den Grad des Knoten 
zu betrachten. Ähnliche Begriffe kann man auch allgemein für jede Teilmenge 
A cF einführen (vgl. O. Ore [10]). 

1.1, Definition. Eine Abbildung (p eines Graphen F(f) auf einen Graphen 
G(g), die die Bedingung 

x,yeF => g[<p(x), <p(y)] = f[x, y] (1) 

erfüllt, heisst ein Homomorphismus.2) Der Graph F(f) bzw. G(g) heisst das 
homomorphe Vorbild bzw. Bild des Graphen G(g) bzw. F(f) in der Abbildung 
cp, was man mit F(f)-> G(g) bezeichnet. Wenn die Abbildung <p schlicht ist, so 
heisst sie Isomorphismus und man schreibt F(f) —* G(g). 

Die Relation -> ist reflexiv und transitiv und die Relation «~~> ist eine 
Äquivalenzrelation, sodass wir über Klassen der paarweise isomorphen Graphen 
sprechen können. 

Zwei Graphen F(f) und F(f*) nennen wir zueinander komplementär, wenn 
für ihre Relationen f[x, y] + f*[x, y] für alle x,yeF gilt. Den Graphen, in dem 
jeder Knoten x jeden anderen Knoten y,y =# x bindet, nennen wir vollständig 
und seinen komplementären Graphen frei. Der Graph F(f) heisst der honverse 
Graph zu F(f), wenn seine Relation folgendermassen definiert ist: f[x, y] = 
= f[y, x] für alle x,y e F.3) 

x) Diese Bedingung drückt den Inhalt des einzigen Königschen Axioms (siehe D. König 
[5], S. 2) aus. I m Falle eines „Königschen Graphen" F(f) ist die Menge F mit dem Feld 
der Relation / identisch (siehe A. Mostowski [6], S. 130). 

2) Dieser Homomorphismus ist stärker als der bei A. Mostowski [6], S. 197 und auch als 
der übliche Homomorphismus in der Algebra. 

z) Über weitere Eigenschaften der komplementären und konversen Graphen siehe 
A. Mostowski [6], S. 97, 119 u. f. Im Falle einer teilweise geordneten Menge wurde von 
G. Birkhoff [1], S. 19 der konverse Graph dualer Graph benannt. 
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Durch eine Bealisation des Graphen F(f) verstehen wir jeden Graphen 
G(g), der isomorph mit F(f) ist und dessen Knoten und auch dessen Relation 
in irgendeiner speziellen Weise gegeben sind. Zur Veranschaulichung der 
Graphen, die genug kleine Mächtigkeit haben, dienen uns die üblichen Ebene­
realisationen.4) 

Bei den endlichen Graphen führt uns der Begriff der Inzidenzmatrix des 
Graphen zu einer nützlichen Representation. Die Relation / des Graphen F(f), 
kard F ~ n (wo n eine natürliche Zahl ist), ist nämlich durch eine w-reihige 
Quadratmatrix AUn) = ||<%||, wo ai5 = f[x^ Xj], xi: xj e F, für alle i, j -= 1, 2, ..., 
..., n, bestimmt. Jede solche Matrix heisst die Inzidenzmatrix des Graphen 
F(f). Jede Quadratmatrix A(n) = ||a^||, die nur von Nullen und Einsern ge­
bildet ist, ist also eine Representation eines endlichen Graphen F(f), dessen 
jeder Knoten gerade einer Reihe und zugleich der gleichnamigen Spalte ent­
spricht, sodass die Relation / durch Beziehung f[xi9 xd] = ai5 bestimmt ist. 
Jede zwei Inzidenzmatrizen desselben Graphen unterscheiden sich nur in der 
Anordnung ihrer Reihen und Spalten, aber in solcher Weise, dass bei dem 
Wechsel der i-ten mit der j-ten Reihe zugleich auch die i-te mit "der 7-ten 
Spalte umgewechselt werden muss und umgekehrt. Zwei Matrizen AW, B(n\ 
deren eine aus der anderen durch vorige Abänderung gebildet werden kann, 
heissen vollständig äquivalent und man schreibt AW «. J3(n>. 

Es ist klar, dass die Inzidenzmatrizen der isomorphen endlichen Graphen 
vollständig äquivalent sind, sodass den Klassen isomorpher Graphen die 
Klassen vollständig äquivalenter Inzidenzmatrizen eindeutig entsprechen. 
Die Anzahl der nichtisomorphen endlichen Graphen kann mit Hilfe der ent­
sprechen den Inzidenzmatrizen bestimmt werden. An der Inzidenzmatrix kann 
man leicht erkennen, welche Eigenschaften die Relation des entsprechenden 
Graphen besitzt. 

1.2. Satz. Bezeichnet X- eine der Eigenschaften R-, aR-, S-, aS-, T- der Be­
lauern, so ist ein homomorphes Bild und Vorbild eines X-Graphen wieder ein 
X-Graph. Ein homomorphes Bild eines ant\S-Graphen ist auch ein ant\S-Graph. 

Reweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus LI, 

Es ist klar, dass ein homomorphes Vorbild eines stntlS-Graphen kein antiS-
Graph sein muss. Aus 1.2 folgt, dass ein homomorphes Bild und Vorbild eines 
nichtgerichteten Graphen wieder ein nichtgerichteter Graph ist und dasselbe 
gilt auch für die quasi- und schwach-geordneten Mengen. Betrachten wir die 

4) Für verschiedene Knoten x, y Wählen wir verschiedene Punkte der Ebene; zwei 
Punkte verbindet man mit einem einfachen Jordanschen Bogen dann und nur dann, 
wenn für die entsprechenden Knoten x, y die Behauptung entweder x bindet y oder 
y bindet x gilt. Im ersten Falle bezeichnen wir den Bogen (in seiner Mitte) mit einem 
Pfeil, der von x nach y gerichtet ist und unagekehrt im zweiten Falle. Wenn beide Fälle 
zusammenzutreffen, lassen wir den Bogen ohne Pfeil. 

137 



teilweise Ordnung als eine aST-Relation, so gilt die vorige Behauptung auch 
für die teilweise-geordneten Mengen (anderenfalls gilt sie nur über die homo-
morphen Bilder). 

1.3. Definition. Ein Graph G(g) heisst Teilgraph (oder Subgraph) des Graphen 
F(f), wenn er die Bedingungen 

GcF und x,yeG=> g[x, y] ^ f\x, y] (2) 

erfüllt. Der Teilgraph G(g) heisst satt, wenn in (2) stets das Gleichheitszeichen 
gilt. 

Durch jede Untermenge der Knoten eines gegebenen Graphen wird ein 
einziger satter Teilgraph, aber im allgemeinen mehrere Teilgraphen bestimmt, 
wobei die gewählte Untermenge die Menge aller seiner Knoten ist. Eine In-
zidenzmatrix des satten Teilgraphen ist vollständig äquivalent mit einer 
bestimmten Submatrix der Inzidenzmatrix des gegebenen (endlichen) Gra­
phen. Im Falle einer nichtsatten Teilgraphen (mit denselben Knoten) muss 
man in dieser Submatrix einige Einser durch Nullen ersetzen, um eine Inzidenz­
matrix des betreffenden Teilgraphen zu bilden. 

Man kann annehmen, dass der leere Graph ein Teilgraph jedes Graphen ist. 
Das System aller satten Teilgraphen eines gegebenen Graphen bildet eine 
Boolesche Algebra mit Verbandsordnung „ein satter Teilgraph sein", die 
isomorph mit der Algebra aller Untermengen einer Menge ist. Das System 
aller Teilgraphen mit Verbandsordnung „ein Teilgraph sein" bildet auch eine 
Boolesche Algebra, die die vorige als eine Subalgebra enthält.5) Die Boolesche 
Algebra aller Teilgraphen des Graphen F(f) enthält die Boolesche Subalgebra 
aller Teilgraphen der Form F(g), die im Falle ,dass F(f) ein vollständiger Graph 
mit R-Relation ist, mit der „proper relation algebra" (siehe A. TABSKI [11]) 
identisch ist. Damit ist der Zusammenhang zwischen der Theorie der Graphen 
und der Theorie der binären Relationen beschrieben. ' 

2. Einfachheit 

Unter einer Zerlegung F eines Graphen F(f) verstehen wir immer eine Zer­
legung auf der Menge aller seiner Knoten.6) 

5) Beim Supremum bzw. Infimnm bildet man neben der mengentheoretischen Verei­
nigung bzw. des Durchschnittes der zugehörigen Mengen von Knoten noch die kleinste 
Erweiterung bzw. die grösste ParöiaJfunktion der zugehörigen charakteristischen Funk­
tionen (der Relationen) der betreffenden Teilgraphen (siehe A. A. MOSTOVSKI - K . KTJ-
BA.TOWSKI [7] , S. 58). 

*) Die Bezeichnungen und die Terminologie aus der Theorie der Zerlegungen auf der 
Menge benützen wir nach O. BOBTJVKJL [2]. 
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Wenn der Graph G(g) das homomorphe Bild des Graphen F(f) im Homo­
morphismus cp ist, so wird die sogenannte erzeugende Zerlegung F des Graphen 
F(f) durch folgende Äquivalenz 

x,yeF=>{x~yo <p(x) = <p(y)} (3) 

definiert. Auf jedem (nichtleeren) Graphen existiert mindestens eine erzeu­
gende Zerlegung, nämlich die Minimalzerlegung (d. h. die Zerlegung F, für 
die xeF ^ {x} e F gilt). 

2.1. Satz. Eine Zerlegung F des Grßphen F(f) ist dann und nur dann seine 
erzeugende Zerlegung^ wenn folgende Bedingung erfüllt ist: 

X,Y e F => f[x, y] = Konst für jedes x e X, y e Y . (4) 

Beweis . Die Notwendigkeit der-Bedingung (4) folgt unmittelbar aus (3) 

und (1). Sei also eine Zerlegung F des Graphen F(f) gegeben, die die Bedingung 

(4) erfüllt. Auf dieser Zerlegung kann man einen Graphen F(f) folgendermassen 

definieren 

X,YeF^f[X,Y] = f[x,y] wo xeX,yeY. (5) 

Wir definieren nun die Abbildung <p der Menge F auf die Menge F durch die 
Beziehung 

X e X, X e F => <p(x) = X , d. h. x e cp(x) . (6) 

Dann gilt offenbar f[cp(x), <p(y)] = f[X, Y] = f[x, y] für alle x, y e F, sodass 
nach (1) die Abbildung <p ein Homomorphismus ist. 

Den Graphen F(f), der auf der erzeugenden Zerlegung F des Graphen F(f) 
durch die Bedingung (5) definiert ist, nennen wir den Faktorgraphen des 
Graphen F(f). 

2.2. Folgerung. Ein Graph ist das homomorphe Vorbild jedes seiner Faktor­
graphen und jedes homomorphe Bild eines Graphen ist mit einem seiner Faktor­
graphen isomorph. 

Bewei s . Im ersten Teil wird der gesuchte Homomorphismus durch die 
Bedingung (6) definiert und im zweiten Teil wird der gesuchte Faktorgraph 
auf der Zerlegung (3) definiert. 

Aus 2.2 folgt, dass es bei der Untersuchung der homomorphen Bilder eines 
Graphen genügt, sich auf seine Faktorgraphen zu beschränken. Zur Beschrei­
bung dieser Faktorgraphen kann man die spezialen Homomorphismen (6) 
ausnützen. 

Ein Graph heisst einfach, wenn auf ihm nur eine einzige erzeugende Zer­
legung definiert werden kann. 
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2.3. Satz. Der Graph F(f) ist dann und nur dann einfach, wenn folgende, Be­
dingung erfüllt wird: 

x, y e F, x #= y => es existiert ein solcher ze F, der mindestens (7) 
eine der Ungleichheiten f[x9 z] =t= f[y, z], f[z, x] #= f[z9 y] erfüllt. 

Beweis. I. Sei F(f) ein einfacher Graph und sei weiter vorausgesetzt, dass 
(7) nicht erfüllt ist. d. h. es existieren x,y eF, x =j= y, sodass f[x, z] -= f[y, z] 
und auch f[z, x] =• f[z, y] für jeden Knoten ze F gilt. Dann ist die Zerlegung 
F, die aus der Minimalzerlegung so gebildet ist, dass man die Elemente {x}, 
{y} vereinigt und alle übrigen Elemente ohne Änderung bleiben, offenbar 
erzeugend und verschieden von der Minimalzerlegung, was aber der Einfach­
heit des Graphen F(f) widerspricht. 

II . Sei nun umgekehrt die Bedingung (7) für den Graphen F(f) erfüllt und 
sei weiter vorausgesetzt, dass F(f) nicht einfach ist, d. h. dass mindestens eine 
erzeugende Zerlegung F des Graphen F(f) existiert, die folgende Eigenschaft 
hat: es existiert M e F der Mächtigkeit kard M ^ 2. Dann existieren also 
x9 y e M, x 4= y9 für die (bezüglich des entsprechenden Faktorgraphen F(f)) 
nach (5) die Gleichheiten f[x, z] = ][M, Z] = f[y, z] und f[z, x] = f[Z, M] = 
= /[z> Vi für a ^ e z € Z und jede Z eF gelten, was in Widerspruch mit (7) ist. 

Für einen endlichen Graphen folgt aus der Bedingung (7), dass er dann und 
nur dann einfach ist, wenn seine Inzidenzmatrix folgende Eigenschaft besitzt: 

die i-ie und j-te Reihe bzw. Spalte, i 4= j , sind gleich => die i-te und (!') 
j-te Spalte bzw. Reihe sind verschieden (im Sinne der Matrizen­
gleichheit) . 

Der vollständige Graph mit R-Relation ist offenbar dann und nur dann 
einfach, wenn er ein Einseigraph ist, während der vollständige Graph mit 
aR-Relation immer einfach ist. Bei den freien Graphen ist das umgekehrt. 

2.4. Satz. Ein Faktorgraph F(f) des Graphen F(f) ist dann und nur dann 
einfach, wenn die Zerlegung F die kleinste Deckung des Systems aller erzeugerigen 
Zerlegungen des Graphen F(f) ist. 

Beweis. I. Es sei F(f) ein einfacher Faktorgraph und F^fx) ein behebiger 
Eaktorgraph des Graphen F(f). Es sei nun Y e F± und es sei weiter vorausge­
setzt, dass mindestens zwei solche Elemente der Zerlegung F, und zwar 
X', X" eF, X' * X\ existieren, dass X'nY*0*X"nY gilt. Es gibt 
also auch Knoten x' e X" n Yy x" e X" n Y9 x' 4= x", und zu jedem X eF 
kann man ein Z e Ft finden, sodass ein Knoten ze X n Z existiert. Dann aber 
gut nach ^ (5) f[X\ X] = f[x>, z] = ]X[Y,Z] = f[x% z] == f[X*> X] und 
f[X9 X'] =. f[X, X"] für jedes Element X e F, sodass nach 2.3 der Eaktor­
graph F(f) nicht einfach sein kann, was ein Widerspruch ist. Es muss also zu 
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jedem Y e Fx gerade ein Element X e F der Eigenschaft X n Y =j= 0 existieren 
und für dieses gilt dann X c Y. Damit wird gezeigt, dass F eine Deckung der 
Zerlegung Fx ist und weil F selbst eine erzeugende Zerlegung ist, ist sie auch 
das Supremum des Systems aller erzeugenden Zerlegungen. Daraus folgt nach 
einem Satze von 0 . Borüvka [2], S. 18, dass F die kleinste Deckung des be­
treffenden Systems ist. 

I I . Es sei nun umgekehrt F die kleinste Deckung des Systems aller erzeu­
genden Zerlegungen des Graphen F(f). Aus der Konstruktion der kleinsten 
Deckung eines Systems (siehe 0 . Borüvka [2], S. 16) geht unmittelbar hervor, 
dass F wieder eine erzeugende Zerlegung ist. Wenn wir nun voraussetzen, dass 
F(f) nicht einfach ist, d. h. dass nach (7) zwei solche Elemente X', X" e F, 
X' * X", existieren, dass }[X'. X] = ~f[X"9 X] und zugleich J[X, X'] = ~f[X, X"] 
für jedes X e F gilt, kann man aus der Zerlegung F eine neue Zerlegung Fx fol-
gendermassen konstruieren: Fx = E {X e F, X' =# X + X"} u {(X' u X")}. 

x 
Die Zerlegung F1 ist wieder erzeugend, aber F ist keine Deckung derselben, 
was ein Widerspruch ist. 

2.5. Folgerung. Jeder Graph F(f) besitzt einen einzigen einfachen Faktor-
graphen. Die entsprechende erzeugende Zerlegung ist durch folgende Äquivalenz 
bestimmt, 

x~y<> f[x, z] = f[y, z] , wobei gleichzeitig f[z, x] = f[z, y] (8) 
für jeden z e F gilt. 

2.6. Folgerung. Der einfache Faktorgraph ist das homomorphe Bild jedes 
Faktorgraphen des gegebenen Graphen. 

2.7. Satz. Jeder Graph ist das homomorphe Vorbild eines einzigen (bis auf die 
Isomorphismen) einfachen Graphen. 

Beweis . Der Satz folgt aus 2.2 und 2.5. 

Im Sinne des Satzes 2.7 können wir sagen, dass jedem Graphen F(f) sein 
einfacher Graph zugehört. Nach 2.5 ist es möglich, einen einfachen Faktor­
graphen F(f) für diesen zu wählen und jedem Knoten XLe F desselben die 
Mächtigkeit kard XL = ocL zuzuordnen. Das System (nicht die Menge) {#.} 
i e I, aller dieser Mächtigkeiten mit der Zuordnung derselben zu den Knoten 
eines beliebigen seiner einfachen Graphen (die Zuordnung wird durch behebige 
Isomorphismen unter den einfachen Graphen des gegebenen Graphen ver­
mittelt) heisst die homomorphe Charakteristik des Graphen F(f). 

Es sei nun ein einfacher Graph G(g) gegeben und es seien Knoten yL e Gy 

i€ I, irgendwelche Mächtigkeiten ocL zugeordnet. Man kann nun leicht den 
Graphen F(f) mit dieser homomorphen Charakteristik konstruieren. Zu die­
sem Zwecke, genügt es ein System der paarweise disjunkten Mengen Zl9 
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kard Zt -= ocL, für jedes i e I zu wählen und den Graphen F(f) folgendermassen 
zu definieren: F = \J ZL und xeZL, y *Z„=> f[x, y] = g\zL, zj. Dann ist das 

System der Mengen ZL eine erzeugende Zerlegung F des Graphen F(f) und 
zwar gerade die, die durch die Äquivalenz (8) bestimmt wird. Der entspre­
chende Faktorgraph FQ) ist offenbar einfach und mit G(g) in verlangter 
Weise isomorph, sodass F(f) die vorher gegebene homomorphe Charakteristik 
besitzt. 

In ähnlicher Weise kann man auch homomorphe Vorbilder eines beliegigen 
(nicht nur einfachen) Graphen konstruieren. 

2.8. Satz. Es sei {ocL} bzw. {ßL} die homomorphe Charakteristik des Graphen 
F(f) bzw. G(g). Dann gilt: der Graph G(g) ist ein homomorphes Bild des Graphen 
F(f) dann und nur dann, wenn folgende Bedingung erfüllt ist: 

den Graphen F(f), G(g) gehört derselbe einfache Graph H(h) zu, zu ' 
dessen Knoten zLe H die Mächtigkeiten ocL, ßt so zugeordnet werden > (9) 
können, dass die Ungleichheit aL ^ ßL für alle i gilt. 

Bewe i s . I . Es sei vor allem F(f)-> G(g), Ist H(h) der einfache Graph des 
Graphen G(g), so folgt aus der Transitivität des Homomorphismus und aus 2.7, 
dass H(h) der einfache Graph auch des Graphen F(f) ist. Is t nun H(h) der ein­
fache Graph, der dem Graphen F(f\ zugehört, so gilt F(f) ^ H(h) und nach 
2.2 gibt es solche Faktorgraphen F1(fx)i Fjß2) des Graphen F(f), dass F-JJ^) •«-* 
*->H(h) und F2(h) --* G(g) gilt. Aber FXQX) ist einfach, sodass aus 2.6 die 
Beziehung FzQt)-^ -Pi(7i) oder G(g)-> H(h) folgt und dann muss nach 2.7 
der einfache Graph H(h) auch dem Graphen G(g) zugehören. Damit ist also 
gezeigt, dass der gemeinsame einfache Graph H(h) der beiden Graphen F(f) 
und G(g) existiert, auf dessen Knoten zL e H die Mächtigkeiten ocL u n d ßL 

(durch entsprechende Isomorphismen) bezogen werden. Es gilt also F(f) —> 
—> G(g), G(g)-> H(h) und cp, %p seien die entsprechenden Homomorphismen. 
Dann ist auch x = yxp ein Homomorphismus, der F(f) auf H(h) abbildet. Die 
angeführten Homomorphismen bestimmen durch die Äquivalenz (3) ent­
sprechende erzeugende Zerlegungen, deren Elemente von folgender Gestalt 
sind: Yt = E {y € G, v(y) = zL, zL € H} und Xt = E {x e F, x(x) = zL, zLeH} = 

= E {x € J P , cp(x) = y,y e YL}, Die betreffenden Zerlegung sind nach 2.5 ge-
X 

rade die, die durch die Äquivalenz (8) bestimmt werden, sodass kard XL = 
= ocL, kard YL = ßL. Aus der Gestalt der Elementen Xt folgt, dass ocL _: ßL 

für jedes i gilt. 

I I . Erfüllen nun beide Graphen F(f) und G{g) die Bedingung (9) u n d be­
zeichnen wir mit Xt bzw. Yt die Mengen aller Knoten des Graphen F(f) bzw. 
G(g), die auf denselben Knoten zte H des Graphen H(h) abgebildet werden, 
so folgt unmittelbar aus (9) und (4), dass jedes Xt auf YL abgebildet werden 
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kann und dass die dadurch definierte Abbildung des Graphen F(f) auf den 
Graphen G(g) ein Homomorphismus ist. 

2.9. Folgerung;. Zu allen homomorphen Vorbildern und auch Bildern des ge­
gebenen Graphen gehört ein einziger (bis auf Isomorphismen) einfacher Graph. 

2.10. Satz. Es sei F(f)-^ G(g) und seien {ocL} und {ßL} die homomorphen Cha­
rakteristiken der Graphen F(f) und G(g), die die Bedingung (9) erfüllen. Dann 
gilt: 

a) es existieren mindestens [ | 1 ^ 1 Subgraphen des Graphen F(f), die 

isomorph mit G(g) sind, wenn I ') die Mächtigkeit des Systems aller Unter­

mengen der Mächtigkeit ßL auf der Menge der Mächtigkeit at bezeichnet und 

b) es existieren mindestens TlyL >̂ 1 Faktorgraphen F(f), die isomorph mit 

G(g) sind, wenn yL die Mächtigkeit des Systems aller Zerlegungen der Mächtigkeit 

ßL auf der Menge der Mächtigkeit ocL ist. 

B e w e i s . Beide Behauptungen folgen aus 2.8. 

2.11. Satz. Es sei Graph F(f) mit der homomorphen Charakteristik {ocL} ge­
geben. Dann sind folgende Bedingungen äquivalent 

a) F(f) ist einfach, 
b) F(f)^G(g)^F(f)^G(g). 
c) ocL = 1 für jedes i. 

B e w e i s . Die Implikation a) => b) folgt direkt aus 2.2 und aus b) nach 
2.2 folgt F(f)+~>F(f) für jeden Faktorgraphen F(f) des Graphen F(f), also 
auch für seinen einfachen Faktorgraphen, was aber heisst, dass F(f) auch 
einfach sein muss. Dies beweist die Implikation b) => a) und die Äquivalenz 
a) o c) folgt aus der Definition der homomorphen Charakteristik. 

2.12. Satz. Es gilt 

F(f) -> G(g), G(g) -> F(f) o F(f) ~ G(g) . 

B e w e i s . Ist die linke Seite der Äquivalenz gültig, so folgt aus 2.8, dass der 
gemeinsame einfache Graph H(h) der beiden Graphen existiert und dass auf 
seine Knoten zL e H die Mächtigkeiten der homomorphen Charakteristiken 
{ocL} und {ßL} der Graphen F(f) und G(g) bezogen werden. Nach (9) gilt also 
aL = ßL für jedes i. Ist weiter F(f) bzw. G(g) der einfache Faktorgraph des 
Graphen F(f) bzw. G(g), so gibt es (nach der Definition der homomorphen 
Charakteristik) Isomorphismen, die dem Knoten zL«- H den Knoten XLeF 
bzw. YL € G auf solche Weise zuordnen, dass kard XL = ocL bzw. kard Y\ = ßL 

für jedes i ist. Aus ocL = ßL folgt aber, dass XL immer auf YL schlicht abgebildet 
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werden kann, sodass die entstehende Abbüdung des Graphen F(f) auf den 
Graphen G(g) nach (5) ein Isomorphismus ist. Die umgekehrte Implikation ist 
trivial. 

Wenn wir die Relation „ein homomorphes Büd sein" in natürlicher Weise7) 
auf das System der Klassen der isomorphen Graphen übertragen, so wird 
nach 2.12 eine teüweise Anordnung dieses Systems entstehen. Wenn wir die 
Relation „ein satter Teügraph sein" oder „ein Teügraph sein" auf das System 
der Klassen von isomorphen Graphen übertragen, so wird nur eine Quasi­
Anordnung entstehen. Es ist nämlich möghch drei (unendlichep) Graphen 
F(f), G(g), H(h) auf solche Weise zu definieren, dass F(f) ein satter Teügraph 
von G(g) und G(g) ein satter Teilgraph von H(h) ist und dabei F(f) «--»• H(h), aber 
nicht F(f)+~*G(g) gut. Es sei z. B. H = {a0, aly a2) ...}, h[a0, a,-] = 1 für 
i = 1. 2, ...5 h[a2i+1, a,2i+2~] = 1 für i = 0, l, 2, ... und in aUen anderen EäUen 
gut h[au a^] = 0. Beide übriggebliebenen Graphen sind durch die Mengen aUer 
ihrer Knoten G = {a0, a2, aZ) ...}, F = {a0, az, a4, ...} als satte Teügraphen 
eindeutig bestimmt. 

2.13. Satz. Jeder R antiS-Graph ist einfach. 
Beweis . Setzen wir voraus, dass ein RantiS-Graph F(f) nicht einfach ist. 

Nach 2.3 gibt es die Knoten x,y € F, x =f= y, für die f[x, z] = f[y, z] und 
f[z, x] = f[z, y] für aUe z e F gilt. Aber f[x, x] = f[y, y] = 1, sodass auch 
f[x, y] = f[y, x] = 1 sein muss, was der Voraussetzung der Antisymmetrie 
widerspricht. 

Aus 2.13 folgt, dass auch jede teüweise geordnete Menge einfach ist, soweit 
sie als ein R antiST-Graph betrachtet wird. Betrachten wir die teüweise 
Ordnung als eine aST-Relation, braucht eine teüweise geordnete Menge nicht 
einfach zu sein und aUe Sätze dieses Abschnittes sind benutzbar und führen 
zu einer, offenbar nicht sehr tiefen, Klassifikation der teüweise geordneten 
Mengen. 

2.14. Satz. Die komplementären Graphen haben folgende Eigenschaften 
a) F(f)^G(g)oF(f*)->G(g*)) 

b) F(f) ist einfach <=> F(f*) ist einfach, 
c) Der einfache Graph G(g) bzw. H(h) gehört dem Graphen F(f) bzw. F(f*) 

zu o G(g) — H(h*), 
d) Die Graphen F(f), F(f*) besitzen dieselben Mächtigkeiten der homomorphen 

Charakteristik. 
Beweis, a) folgt direkt aus 1.1 und b) aus 2.3. Die beiden letzen Behauptun­

gen folgen aus den vorigen. 
7) D. h., dass wir eine Relation a unter den Klassen {F(f)}, {G(g)} foldendermassen 

definieren: {F(/}} a {G(g)} O es gibt einen solchen H(h) e{G(g)}, dass er ein homo­
morphes Bild des Graphen F(f) ist. Ähnlich definieren wir eine Relation a folgendermassen: 
{F(f)} o {G(g)} <=> es gibt einen solchen H(h) e {F(f)}, dass er ein satter Teilgraph des 
Graphen G(g) ist. 
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3. Zusammenhang 

Bezüglich der gegebenen Definition des Graphen braucht man einige all­
gemeinere Begriffe über die Knotenfolgen als die, die bei D. König [5] bzw. 
bei G. Birkhoff [1] eingeführt werden. 

Eine endliche Folge {&«}?_ i, d ^ 2, d$r Knoten des Graphen F(f)9 deren 
Elemente folgende Bedingung 

xi9 xi+1 € F , 1 ^ i < d => f[xi9 xi+1] + f[xi+1, Xi] = 1 (10) 

erfüllen, heisst die gebundene Folge von xx nach xd in F(f). Gilt noch mehr 
f[xl9 xd] + f[xd, sej = 1 bzw. == 0, so heisst sie die geschlossene bzw. offene 
gebundene Folge. Ist die gebundene Folge {#*}*„ i' schlicht (bezüglich ihrer 
Knoten), d. h. gilt x{ 4= xs für alle i 4= j9 1 ^ i, j 5g cJ, so heisst sie Zuc/ und 
d heisst seine Länge. Es ist klar, was man unter einem geschlossenen bzw. 
offenen Zuge versteht. Endlich jeden Knoten halten wir für die sog. triviale 
gebundene Folge bzw. für den trivialen Zug. 

Ist {«Jf.x ein Zug in F(f), der alle Knoten aus F enthält (d. h. F = {xls xZ9..., 
..., xd}) und wenn weiter 

f[xi9 Xj] = 0 für jedes i 4= j , j + 1, j — 1, 1 = i <: d , 

gilt, dann nennen wir auch den Graphen F(f) selbst einen Zug. Man kann zu 
keinen Missverstädnissen kommen, wenn wir Züge einmal als Folgen, ander­
mal als Graphen ansehen, weil der Zusammenhang zwischen diesen zwei Be­
griffen eineindeutig ist. 

Erfüllt die gebundene Folge {#Jfral in F(f) eine schärfere Bedingung 

xu xi+1 eF,l^i<d=> f[xu xi+1] = 1 , (10') 

so heisst sie eine monoton-gebundene Folge. Gilt noch weiter f[xd, x±] = 1 bzw. 
= 0, so spricht man von einer geschlossenen bzw. offenen monoton-gebundenen 
Folge. Analog ist das mit dem monotonen Zuge. 

Erfüllt die gebundene Folge {#j£„i in F(f) eine noch schärfere Bedingung 

»*, s*+i « F , l^i<d=> f[xi9 xi+1] = f[xi+1, x{] = 1 , (100 

so heisst sie eine voll-gebundene Folge. Gilt auch f[xl9 xd] + f[xd, xx] = 2 
bzw. < 2, so heisst sie geschlossene bzw. offene voll-gebundene Folge. Wieder 
kann man von einem vollen Zuge sprechen, der offenbar entweder geschlossen 
oder offen sein kann. 

Durch vorige Definitionen werden auch einige weitere spezielle Graphen 
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auf eine ähnliche Weise wie der Zug eingeführt, nämlich ein monotoner bzw.. 
voller Zug, der entweder offen oder geschlossen sein kann.8) 

Wir werden sagen, dass zwei verschiedene Elemente xl9 xdeF zusammen­
hängen (bzw. monoton-zusammenhängen bzw. voll-zusammenhängen) in F(f), 
falls es eine gebundene Folge (bzw. monoton-gebundene bzw. voll-gebundene 
Folge) {xi}f=sl von xx nach xd (bzw. auch eine von xd nach xt) in F(f) gibt-. 
Gilt dieses für jedes Paar von verschiedenen Knoten des Graphen F(f), so sagen 
wir, dass der Graph F(f) zusammenhängend (bzw. monoton-zusammenhängend 
bzw. voll-zusammenhängend) ist. Also ist jeder triviale Graph zusammenhängend 
(ja sogar voll-zusammenhängend). 

Für die nichtgerichteten Graphen sind alle drei Ar^en des Zusammenhanges 
äquivalent, aber ein nichttrivialer grichteter Graph muss nicht voll-zusammen­
hängend und die nichttriviale teilweise geordnete Menge muss nicht monoton­
zusammenhängend sein. Ein Graph ist dann und nur dann monoton-zusammen­
hängend, wenn je zwei verschiedene Knoten seiner Knoten auf einem geschlos­
senen und monotonen Zuge liegen. Es ist endlich klar, dass aus dem vollen 
Zusammenhange der monotone und aus diesem der (gewöhnliche) Zusammen­
hang folgt. 

Ein Homomorphismus bildet eine gebundene Folge auf eine gebundene 
Folge ab, wobei alle erwähnten Eigenschaften der gebundenen Folgen bei­
behalten werden. 

3.1. Satz. Ein homomorphes Vorbild und Bild eines zusammenhängenden und 
nichttrivialen Graphen ist wieder zusammenhängend. Dasselbe gilt für den mono­
tonen bzw. vollen Zusammenhang. Ein homomorphes Vorbild eines Einsei­
graphen ist voll-zusammenhängend. 

Beweis. Es sei F(f) ein nichttrivialer und zusammenhängender Graph, der 
ein homomorphes Bild im Homomorphismus <p eines Graphen G(g) ist. Sind 
nun yr 4= y" zwei beliebige Knoten aus G, so gibt es zwei Möglichkeiten. Ist 
cp(y') 4= <p(y"), so gibt es eine gebundene Folge {#*}?„!, d ^ 2 in F(f) von 
<p(yf) = xx nach <p(y") = xd. Es existieren weiter die Knoten y{ e G, für die 
ViVi) = %i, I ^ i = d, gut, wobei yx = y', yd = y". Nach 1.1 ist {^KU 
wieder eine gebundene Folge in G(g) von yr nach y". Gilt nun <p(yf) = <p(y")> 
so gibt es einen Knoten x e F, x* 4= <?%') und auch y e G, <p(y) = x. Dann muss 
aber y' 4= y 4= y" sein, sodass für die Paare y', y und y, y" die vorigen Bedin­
gungen erfüllt sind. Also gibt es eine gebundene Folge in G(g) von y' nach y und 
eine von y nach y". Aus diesen zwei Folgen kann man offenbar eine gebundene 
Folge in G(g) von y' nach y" konstruieren. 

8) Es ist klar, dass bei D. König [5] ein offener bzw. geschlossener monotoner Zug 
eine Bahn bzw. ein Zyklus genannt wird und ähnlich ein offener bzw. gechlossener voller 
Zug heisst ein Weg bzw. ein Kreis. Statt des Ausdrucks „monoton66 benützt D. König 
„kontinuierlich gerichtet66. 
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Auf eine ähnliche Weise führt man den Beweis für beide weiteren Arten des 
Zusammenhanges durch. 

Für die homomorphen Bilder ist die Behauptung klar. Endlich ist ein homo-
morphes Vorbild eines Einseigraphen immer vollständig, also auch voll­
zusammenhängend . 

Die Relation des Zusammenhängens (bzw. des monotonen bzw. vollen 
Zusammenhängens) auf der Menge F eines Graphen F(f) ist eine Äquivalenz­
relation und darum definiert sie eine Zerlegung F 

x,y e M , M e F ox,y zusammenhängen in F(f) . (11) 

In speziellen Untersuchungen ist es angebracht über die gebundene Eolge 
{Xi}i=1 in F(f) zu sprechen, die schlicht bezüglich der Kanten (xt, xi+1), 1 ^ i < d 
ist, d. h. für die x{ = xh i =t= j => xi+1 4= xj+1 gilt (vgl. den Begriff des Kanten­
zuges bei D. König [1]). 

Wir wollen noch bemerken, dass auch unendliche gebundene Folgen aller 
erwähnten Arten und auch entsprechende unendliche Züge eingeführt werden 
können. Bei unendlichen gebundenen Folgen unterscheiden sich drei Ordnungs­
typen und zwar a>-, co*- und o>* + oy-Folgen. 

4. Kardinalsumme 

Unter Kardinalsumme der Graphen verstehen wir einen Graphen, der bis 
auf Isomorphismus eindeutig bestimmt ist. Bei dieser Definition setzt man 
stillschweigend voraus, dass die betreffenden Graphen paarweise disjunkt 
sind.9) 

4.1. Definition. Es seien Graphen FL(fL), lel, gegeben. Der Graph F(f), wo 
E = U FL und f die Bedingung 

x,yzFL^> f[x, y] = fL[x, y] und xeFL,yeF„, i + x => f[x, y] =-= 0 
(12) 

erfüllt, heisst die Kardinalsumme 2 FL(fL) der Graphen FL(fL). Ist die Indizen-

menge I endlich, bezeichnen wir die Operation der Kardinalsumme mit dem 
Symbol+. 

4.2. Satz. Die* Kardinalsumme der Graphen ist allgemein hommutativ und 
assoziativ. 

4.3. Folgerung. Es sei AW bzw. i3(n> eine Inzidenzmatrix des endlichen Gra­
phen F(f) bzw. G(g). Dann ist jede Inzidenzmatrix £(•> der Kardinalsumme 

9) Siehe G. Birkhoff [1], S. 25. Die Kardinalsumme kann selbstverständlich als ein 
Spezialfall der Summe der Relationen eingeführt werden (siehe A. Mostowski [6], S. 96). 
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JP(f) + Q($f) vollständig äquivalent mit der direkten Summe beider Inzident-
matrizen A(m), B(n\ d. h. es gilt 

SWj&AW + BW.10) (IS) 

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus 4.1 und aus den Eigen­
schaften der Inzidenzmatrizen der isomorphen Graphen. 

Die Rolle der Null bei der Kardinalsumme der Graphen spielt der leere 
Graph. 

Eine Zerlegung F des Graphen F(f) wollen wir als eine Beduktionttzerlegung 
bezeichnen, wenn sie folgende Bedingung erfüllt: 

X,YeF,X^Y=>f[x,y]^f[y,x]^0 für jede xeX>y*Y. (14) 

Offenbar ist die Maximalzerlegung F (d. h. wenn F e F) immer eine Roditktion*-
zerlegung. denn die Bedingung (14) wird leer befriedigt. 

4.4. Lemma. Die grösste Verfeinerung des Systems aller Beduktionnzerleffmigen 
des gegebenen Graphen F(f) ist die Zerlegung F, die durch die Äquivalenz (11) 
bestimmt wird. 

Beweis. Ep seien also FL, ie I alle Reduktionszerlegungen dein Graphen 
F(f) und es sei F die grösste Verfeinerung dieses Systems. Ist F die Maximal­
zerlegung, so ist F auch eine Reduktionszerlegung. Ist F die Maximakerk** 
gung nicht, so müssen mindestens zwei Elemente X, Y eF, X + Y, existieren. 
Dann folgt aus der Konstruktion der grössten Verfeinerung (siehe (.). Boruvka 
[1], S. 19), dass X =- 0 XL, Y = fl F., wo Xn YL e F, alle solche Kbrnente 

iel Lei 

sind, für die XL n X 4= 0 4= YL n Y gilt. Daraus aber folgt, dass 'fi die Be» 
dingung (14) erfüllt. Damit wird gezeigt, dass F eine Reduktiorimerlegtmg 
ist. Es sei nunF ' die Zerlegung (11) auf dem gegebenen Graphen F(f). Wir be­
weisen vor allem, dass auch F' eine Reduktionszerlegung sein musa. Sind 
nämhch X', Y' e F', X' 4- Y', zwei beliebige Elemente, so können keine 
Knoten x e X', y eY' in F(f) zusammenhängen, also muss immer /[#, ?/) 
= f{y> x] = 0 gelten, was aber die Bedingung (14) ist. 

Es sei endlich X eF, X' eF' und X n X' 4= 0. Aus vorigen Überlegungen 
iolgt XcX'. Setzen wir weiter voraus, dass es einen Knoten y € X' n F, 
Y eF, Y 4= X, gibt. Es existiert auch xeX n X', x 4= y, sodasa nach (II) 
beide Knoten x, y in F(f) zusammenhängen, in anderen Worten en existiert 
•eine Kette {Zi}$ml9 d ^ 2, zx = #, za --- /̂. Dann gibt es zwei benachbarte 
Knoten zj9 zj+1, l <*j <d, für die z3- e X, zj+l non e X gilt, was aber in Wider* 
spruch mit (14) ist. Es muss also X == X' und darum auch .F * Ff geltem. 

10) Durch das Symbol 4- ist die direkte Summe der Matrizen bezeichnet («totic» A. I. 
MALCEV: Osnovy linejnoj' algebry, S. 208). Die direkte Summe ist allgemein nicht komm«* 
tativ. Aus 4.2 und 4.3 folgt die Kommutativität der direkten Summe der In/ÄtUm** 
matrizen, nicht aber für die Gleichheit, sondern nur für die vollständige Äquivalenz dt*r 
Inzidenzmatrizen. 
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4.5- Satz. Für den Graphen F(f) sind folgende Bedingungen äquivalent: 

a) F(f) ist keine Kardinalsumme von mindestens zwei (nichtleeren) Graphen, 

b) Auf F(f) existiert nur eine einzige lleduktionszerlegung, und zwar die Maxi-
malzerlegung, 

o) F(f) ist zusammenhängend. 

Beweis, Die Implikationen a ) o b ) => c) sind klar. Aus c) aber folgt, 
dass die Zerlegung (11) die maximale Zerlegung des Graphen F(f) ist und nach 
4.4 ist sie die einzige Ileduktionszierlegung des gegebenen Graphen. 

Aus 4.5 folgt, dasfi mit einem Zusammenhange, der bei J. HASHIMOTO 

[4] eingeführt wurde» der hier definierte Zusammenhang für teilweise geord­
nete Mengen äquivalent ist. 

4.6. Folgerung, Der zusammenhängende Graph ist entweder trivial oder ein 
Königscher Graph, 

4.7, Satz. Jeden (nicMleeren) Graphen F(f) kann man auf eine einzige Weise 
als Kardimdmmme seiner nicMleeren zusammenhängenden Teilgraphen FL(fL)> 
i c / ausdrucken. Dabei sind die Mengen Ft> i e / , die FlemerUe der Zerlegung 
(11). 

Beweis. Aus (11) folgt, dass jeder Teilgraph FL(fL), i e I, zusammenhängend 
ist und aus 4.4 folgt weiter, dass 2 *\(A) v I ^(f) ist. Wäre nun ]T GL(gL) SK 

- F(f), so milftBten 0t, t € K Elemente einer Reduktionszerlegung Ff sein 
Ist F die Zerlegung (11), so ist nach 4.4 JF" eine Deckung derselben, d. h. für 
Ft e I\ 0H € F\ Fi n 0n * 0 gilt FL c GH, sodass nach 4.5 auch GH = FL gelten 
muss (weil die 0n(gH) zusammenhängend sind), also Ist F' =? F.11) 

4.8* Satz» Die KardinaUnmme von einfachen Graphen FL(fL), tel, ist ein 
einfacher Graph dann und nur dann, wenn höcfistens ein einziger der Graphen 
Ft(ft) einen isolierten Knoten ohne Schlinge enthält. 

Beweis. Ist der Graph V Ft(ft) einfach, so enthält er höchstens einen 

isolierten Knoten ohne Behingi% sodass nach 4.1 und 2.3 die angeführte 
Bedingung notwendig ist« Ist nun diese Bedingung erfüllt, so enthält auch die 
Kardinalsumme 2 ^<{/*) höchstens einen isolierten Knoten ohne Schlinge. 

«« t 
Es seien nun z% y « 2 ^(Z«) un<* * * V* ^ s t - ö d e s t e m einer von diesen ein 
isolierter Knoten, so ist die Bedingung (7) aus 2.8 erfüllt (für die betreffenden 
zwei Knoten) und ist weiter keiner der beiden ein isolierter Knoten, so* sind 
zwei Fälle möglich. Entweder x9 y c Fa sodass (7) wieder erfüllt ist, oder 
x € Ftt y c FM, t + *, was aber bedeutet, dass mindestens ein z e FL, z + x, 

11) Einigt? dieser Ergebnisse über dem Zusammenhang sind wohl bekannt (siehe D. 
König [5]). Sie werden hier nur für ä<m allgemeinen Fall unserer Auffassung des Graphen­
begriffs, a j 8 0 a u o j l f{\r ({[e qviagi- hzw. teilweise geordneten Mengen abgeleitet. 
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existiert, für den die Gleichheit f[x, z] + f[z, x] = 1 erfüllt ist. Dann gilt 
nach 4.1 f[y, z] ==. f[z9 y] = 0, womit die Bedingung (7) für jedes Paar der 
Knoten x, y bewiesen wird. Also muss nach 2.3 2 FL(fL) einfach sein. 

4.9. Folgerung. Die Kardinalsumme der einfachen Königschen Graphen ist 
wieder ein einfacher Königscher Graph. 

4.10. Satz. Die Kardinalsumme der homomorphen Bilder Gt(gL) der Graphen 
Ft(ft),t € I ist ein homomorphes Bild der Kardinalsumme 2 FL(ft), d. h. 

Ft(fL)->Gt(gL) für alle te I => 2 FL(fL)-+ 2 QSffi) . (™) 

B e w e i s . Es sei cpL, tel, der entsprechende Homomorphismus, der FL(fL) 
auf Gt(gL) abbildet. Dann ist die Abbildung <p der Menge U FL auf die Menge 

U Gt, die durch die Beziehung xe FL => <p(x) = cpL(x) definiert ist, nach 4.1 
i ei 

ein Homomorphismus, der den Graphen 2 Ft(fL) auf 2 #i((7..) abbildet. 

4.11. Satz. Es sei GL(gL) ein einfacher Graph, der dem Königschen Graphen 
FL(fL) für iel angehört. Dan ist die Kardinalsumme ^Gt(gL) ein einfacher 

cd 
Graph, der der Kardinalsumme 2 FL(fL) angehört. 

t € 1 

B e w e i s . Die Behauptung folgt aus 4.9, 4.10, und 2.7. 

4.12. Folgerung. Die homomorphe Charakteristik der Kardinalsumme von 
Königschen Graphen ist eine blosse Zusammenfassung der homomorphen Cha­
rakteristiken einzelner Graphen. 

4.13. Satz. Es seien FL(ft), Gx(gx), tel, xeK zusammenhängende Graphen, 
Dann gilt 

2 FL(ft) -> 2 @H(9*) => ^ ffibt eine schlichte Abbildung cp der 

Indizenmenge I auf K, sodass FL(fL) -> G^^g^y) für alle i e I gilt. 

B e w e i s . Ist ip ein Homomorphismus, der ^FL(fL) auf 2 ®x($x) abbildet 

so muss nach 3.1, 4.7 und nach der Voraussetzung y{FL(fL)} == GH(gH) für ein 
geeignet gewähltes K e K gelten. Damit ist eine schlichte Abbildung cp der 
Indizenmenge I auf K bestimmt, weil die Kardinalsumme von mindestens 
zwei (nichtleeren) Graphen nach 4.5 nicht zusammenhängend sein kann . 

Nach 4.7 kann man jeden Graphen F(f) in der Form ^FL(ft) ausdrücken, 

wo FL(fL) zusammenhängende Graphen sind. Wenn wir also in (IQ\ auf der 
linken Seite s ta t t des Homomorphismus den Isomorphismus voraussetzen 
werden, so folgt aus 4.13 die Eindeutigkeit der Zerlegung in zusammen­
hängende Summanden der Kardinalsumme (bis auf Isomorphismus zwischen 
den Summanden). 
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4.14. Satz. Es sei X- eine der Eigenschaften der Relation R-, aR-, S-, antiS-, 
aS- und T-. Dann ist die Kardinalsumme der X-Graphen wieder ein X-Graph. 

Beweis . Die Behauptung folgt unmittelbar aus 4.1 und aus den Definitionen 

der einzelnen Eigenschfaten. 

5. Kardinalprodukt 

Unter dem Kardinalprodukt der Graphen verstehen wir einen Graphen, der 
bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmt ist. In der folgenden Definition 
setzen wir voraus, dass die betreffenden Graphen paarweise disjunkt sind. 

5.1. Definition. Es seien die Graphen FL(fL), izl, gegeben. Den Graphen 
F(f), wo F = ? FL und f folgende Bedingung erfüllt 

(...,xL,...),(...,yL,...)eF=> {/[(...,o;4-...), ( . . . , y„ . . . ) ] = l o 

o / ifo, VL] = 1 für jedes tel, 

nennen wir das Kardinalprodukt P FL(fL) der Graphen FL(fL), i e I. Ist die Indi-

zenmenge I endlich, bezeichnen wir die Operation des Kardinalproduktes mit dem 
Symbol x . 

m 
I m endlichen Falle des Kardinalproduktes P Fi(ft), kann man seine Relation 

z = l 

/ durch die Bedingung 
m 

f[(x±, x2, ..., xn), (yl9 y2, ..., xn)] = Y[ttxi> Vi] (18) 

definieren. 

5.2. Satz. Das Kardinalprodukt der Graphen ist allgemein kommutativ und 
assoziativ und mit der Kardinalsumme auch vollständig distributiv, d. h. es gilt 

tel x't€JL *p€& t d 

wo IL die Menge aller zweiten Indizen nL in Paaren i, xL ist und 0 ist die Menge 

aller eindeutigen Funktionen <p, die jedem tel irgendein <p(c) eIL zuordnen,12) 

Bewei s . Die Kommutativität und die Assoziativität des Kardinalproduktes 
folgt unmittelbar aus der Definition 5.1. Wir wollen nur die Formel (19) 
beweisen. Es sei F(f) bzw. G(g) der Graph, der auf der linken bzw. rechten 
Seite in (19) steht. Nach der Voraussetzung, dass die Graphen FLtX (fLy ) paar­
weise disjunkt sind, können wir F = G voraussetzen. Ist nun x,y € F, d. h. 
x = (...,xLtXi,...), y = (..., y t f V . . . ) , wo xL>K e FLtXi, y^eF^, so gut 
f[x, y] = 1 dann und nur dann, wenn xL = XL und fLl [xL>t, yL7l ] = 1 für 
jedes L € I gilt (nach 4.1 und 5.1). Dann gibt es aber eine Funktion <p e 0, für 

12) Über die vollständige Distributivität siehe G. Birkhoff [1], S. 233 bzw. 208. 
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die cp(t) = xl9 Lei, gilt, sodass fL#(t) [x^uh V^U)] = 1 für jedes u / 5 d. h. 
glx> y] = 1 gölten muss und auch umgekehrt. 

Die Rolle der Einser bei dem Kardinalprodukt spielt der Einseigraph. 
5.3. Folgerung, Es sei A<m) bzw. B(n) eine Inzidenzmatrix des endlichen 

Graphen F(f) bzw. G(g). Dann ist jede Inzidenzmatrix PW des Kardinalproduktes 
F(i) x G(g) vollständig äquivalent mit dem direkten (KBONECKERSCHEN) Pro­
dukte beider Inzidenzmatrizen A(mK 2?(n), d. h. es gilt 

PW &_ AW X JBC») , wo p = mn ,13) (20) 

Beweis. Die Behauptung folgt nach 5.1 aus der Definition des Kronecker-
schen Produktes und aus der vollständigen Äquivalenz der Inzidenzmatrizen 
der isomorphen Graphen. 

Aus 5.3 folgt unmittelbar, dass ein endlicher Graph bezüglich des Kardinal-
produktes dann und nur dann unzerlegbar ist, wenn keine seiner Inzidenz­
matrizen als direktes Produkt von mindestens zwei Inzidenzmatrizen des 
Grades > 1 betrachtet werden können. Also jeder Graph, dessen Mächtigkeit 
eine Primzahl ist, ist unzerlegbar. 

Es ist weiter klar, dass man jeden (endlichen) Graphen als Kardinalpro­
dukt von unzerlegbaren Graphen ausdrücken kann. Zum Unterschied von 
der analogen Zerlegung bezüglich der Kardinalsumme, ist die Zerlegung 
bezüglich des Kardinalprodukfces im allgemeinen nicht eindeutig (bis auf 
Isomorphismus der entsprechenden Paktoren) bestimmt, was aus folgendem 
Beispiele folgt: 

1 1 0 
1 ll 

1 1 0 
1 1 

1 1 0 X 0 0 - 0 0 0 X 1 1 
0 0 0 0 0 0 

14 

5.4. Satz. Das Kardinalprodukt der homomorphen Bilder GL(gL) der Graphen 
Ft(fL), iel, ist das homomorphe Bild des Kardinalproduktes P FL(fL), d. h. es 

gilt 
FL(ft) -> GL(gL) für jedes ce I => P FL(fL) - - P 0.(17.) (21) 

Beweis. Es seien q>Li itl die Homomorphismen, die FL(fL) auf GL(gL\ ab­
bilden, und es sei <p die Abbildung der Menge P FL auf die Menge P C?t, die 

18) Durch das Symbol x wird das direkte (Kroneckersche) Produkt der Matrizen 
bezeichnet (siehe A. I . Malcev: Osnovy linejnoj algebry, S. 209). Das direkte Produkt der 
Matrizen ist nicht kommutativ. Für die Inzidenzmatrizen folgt aus 5.2 die Korrrrrxuta-
tivität des direkten Produktes bezüglich der vollständigen Äquivalenz statt der Gleich­
heit der Inzidenzmatrizen. 

14) I n diesem Punkte unterscheidet sich das Kardinalprodukt vom Produkte der 
Graphen im Sabidussischen Sinne (siehe G. O. SABIDTJSSI: On a mvltipUcation of graphs, 
S. 49, Bull. Amer. Math. Soc. 62 (1956)), trotzdem die Menge der nichtisomorphen 
Graphen F(f), kard F < $n) auch einen kommutativen „Semiring" mit Null- und Einsel-
element, bezüglich der Operationen der Kardinalsumme und des Kardinalproduktes, 
bildet (vgl. weiter J . HASHIMOTO [4]). 
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folgendermassen definiert ist: q>(...,xL, ...) = (..., cpL(xL), . . .), wo xLeFL und 
(..., xL, ...) € P FL. Ist nun / bzw. g die Relation des Kardinalproduktes P FL 

iel tel 

bzw. P GL, so gilt nach 5.1 und 1.1 
l € l 

f[...,xL,...), (. . . ,y„-..)] = i*>/*fo,y*] = i = 9fcpAPi) >vAyi)\ 
für jedes * € I o g[(..., yt(a?t), . . . ) , ( . . . , y t(yj, ...)] = 1 . 

Darausfolgt sofort /[(..., xL, . . .), (...,yL, ...)] = g[cp(...,xL, . . .) , <?(..., y,, .,.)] 
für jede (..., xL, . . . ) ,( . . . , 2/t, ...) e P jF0 d. h. 9p ist ein Homomorphismus. 

5.5. Satz. Es seien FL (fL), t e I einfache Graphen, für deren Knoten gilt, dass 
weder ihr linker noch ihr rechter Grad gleich Null ist. Dann ist das Kardinal­
produkt P FL(fL) ein einfacher Graph. 

l € l 

Beweis. Setzen wir umgekehrt voraus, dass das Kardinalprodukt F(f) == 
== P FL(fL) nicht einfach ist, d. h. dass es nach 2.3 zwei solche Knoten a = 

i € i 

= (..., aL, ...), b = {..., bL, . . .) , a # b, des Kardinalproduktes F(f) gibt, dass 
f[a, x] = f[b, x] und auch f[x, a] = f[x, b] für alle x e F gilt. Dann gibt es einen 
Index 1 € I, für den aL + bL ist. Aus der Einfachheit des Graphen Ft(fL) folgt 
nach 2.3 die Existenz des Knoten cLe FL, für den mindestens eine der folgen­
den Ungleichheiten fL[aL, cL] 4= fL[bL, c.], fL[cL, a(] + fL[cL, bL] gilt. Wir können 
annehmen, dass z. B. fL[aL, cL] = 1 und fL[bL, cL] = 0 gilt. Dann gibt es zwei 
MögHchkeiten: entweder gibt es zu dem Index x e I, x 4= 1, einen Knoten 
cH e Fx, für den fx[ax, cx] = 1 ist, sodass auch f[a, c] = 1, wo c = ( . . . , cL, . . .), 
gilt, was aber ein Widerspruch ist, denn es muss f[b, c] = 0 sein; oder gibt es 
einen Index x e I, x 4= 1, für den /x[<z„, yx] = 0 für alle yx e Fx gilt, was unserer 
Voraussetzung über die Graphen FL(fL) widerspricht. Ähnlich kommen wir 
zu einem Widerspruch auch in den übrigen Fällen. Also muss das Kardinal­
produkt einfach sein. 

Es sei nun mit l(x) bzw. mit r(x) der linke bzw. der rechte Grad des Knoten 
x der Graphen F(f) bezeichnet. Dann nennen wir den Graphen F(f) halb-
regulär bzw. regulär, wenn die Grade seiner Knoten folgende Bedingung 
erfüllen 

x,yeF^ l(x) = l(y) und r(x) = r(y) (23) 
bzw. 

x,yeF^ l(x) = l(y) = r(x) = r(y) . (23') 

5.6. Satz. Für die Grade der Knoten des Kardinalproduktes ?FL(fL) der 
L€l 

Graphen FL(fL), 1 e I, gilt 
x = (..., z„:..) e?FL(fL), xLeFt ±l(x) = Y\l(x)L, r(x) = Y[r(xL) . (24) 

tel tel iel 

5.7. Folgerung. Das Kardinalprodukt der halbregulären bzw. der regulären 
Graphen ist wieder ein halbregulärer bzw'. regulärer Graph. 
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5.8. Satz. Es sei X- eine der Eigenschaften der Relation R-, aR-, S-, antiS-, aS-
und T-. Dann ist das Kardinalprodukt der X-Graphen wieder ein XL-Graph. 

Aus 5.8 folgt also, dass das Kardinalprodukt fler nichtgerichteten bzw. 
gerichteten Graphen oder der quasi-geordneten bzw. teilweise geordneten 
Mengen wieder ein Graph von derselben Art sein muss. 
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V ý t a h 

K T E O R I I GRAFŮ 

KAREL CULÍK, Brno 
(Došlo dne 25. srpna 1956) 

Teorie grafů zahrnutá v monografii D. KÓNIGA [5] není rovnocenná moder­
ním algebraickým teoriím. Její bohatství je ve velkém množství studovaných 
vlastností grafů. Definice grafu jako množiny, na níž je definována binární 
relace (srv. R. D. LTJCE: Networks satisfying minimality conditions, Amer. 
Journ . Math. 75 (1953) nebo P.TURÁST [12], O. O B E [10] aj.), dovoluje jedno­
duchým a přirozeným způsobem z;avést nejen známé základní pojmy teorie 
grafů (subgraf, isomorfismus, soufiet a souvislost), ale i zbývající základní 
pojmy algebraické teorie (homomorfizmus, jednoduchost, přímý součin aj.). 
Tímto způsobem je teorie grafů zahrnuta mezi moderní algebraické teorie. 
Např. teorie neorientovaných grafů je souřadnou teorií k teoriím různými 
způsoby uspořádaných množin. První je teorií množin se symetrickou relací, 
zatím co ostatní jsou teorie množin s různými transitivními relacemi. Všechny 
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т/утлэ -Ьеойе ]аои воисазй оЪеспё -Ьеопе §га{й, кЪега 8е V пёкйегуеЬ ЪойесЪ. 
ойШгце (зейпойисгижв а р п т у зоист) оо! Ъеопе ге1ас1 таЪетаИскё 1о§1ку 
(ЗГУ. А. ТАВЗШ [11] пеЪо А. М08Т0^8К1 [6]). 

V ргесПогепё ргас1 ве яауасИ гаЫасЫ а1§еЬга1скё ро]ту (оЪеспё) "Ьеопе 
§гай (у апа1о§п к Ъеогп §гир) а йокаги]! пёкйегё гаЫасЬа! тё1зу о угйаиск 
те21 тип. 

^еа^]^2,е зресхаИзизете ройттку к1айепё па ^гагу, икагице ее, ге оЪеспугш 
йе&псегш ]аои яауейепу поуё ро]*шу а оЪеспугш уё-Ьапп ывкапу поуё ту-
зЬЫку, парг. V "Ьеош савЪеспё шрогаДапусЪ. т п о г т (парг. ро]'ту Ьото-
шогйзти, зейпойисковй, 8оиу181овт1 а уеЬу осЫаусе 2). 

Ре зюме 

К ТЕОРИИ ГРАФОВ 

КАРЕЛ ЧУЛИК (Каге1 СиИк), Брно 

(Поступило в редакцию 25/УШ 1956 г.) 

Теория графов, изложенная в монографии Д. Кенига [5], не равноценна 
современным алгебраическим теориям. Ее богатство заключается в боль­
шом количестве изученных свойств графов. Определение графа как мно­
жества, на котором задано бинарное отношение (срв. Р. Д. Л юс: Nе^гоо^к8 
8аИз}утд тгпгтаШу сопсИИопз, Атег. ^ои^. МаЬЬ. 75 (1953) или П. Ту ран 
[12], О. Орэ [10] и др.), позволяет простым и натуральным образом ввести 
как известные основные понятия теории графов (подграф, изоморфизм, 
сумма и связность), так и остальные основные понятия алгебраической 
теории (гомоморфизм, простота, прямое произведение и др.)- Таким об­
разом теория графов включена в современные алгебраические теории. 
Напр., теория неориентированных графов стоит наравне с теориями раз­
личным способом упорядоченных множеств. Первая есть не что иное как 
теория множеств с симметричным, а остальные — как теории множеств 
с транзитивными отношениями- Все эти теории принадлежат общей теории 
графов, которая отличается в некоторых пунктах (простота и прямое про­
изведение) от теории реляции математической логики (срв. А. Тарский 
[11] или А. Мостовский [6]). 

В настоящей работе вводятся алгебраические основные понятия (общей) 
теории графов (в аналогии с теорией групп), и доказываются некоторые 
основные теоремы об отношениях между ними. 

Если условия для графов специализировать, то окажется, что введены 
новые понятия и получены новые теоремы, напр., теории частично упоря­
доченных множеств (напр., понятия гомоморфизма, простоты, связности 
и теоремы абзаца 2). 
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