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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 83 (1958), Praha

POZNAMKA K JEDNE DEFINICI TOPOLOGICKYCH
K-LINEALU

MILAN KOMAN, Praha - DT:513.831
(Doslo dne 10. prosince 1956)

V této poznémece je ukézéno, Ze pro topologické K-linedly defi-
nované v [1], pozndmka 2, str. 19, neplati tvrzeni: Ke kafdému okoli
nuly U existuje takové okoli nuly V,2¢ 0 <a b, beV =>aeU,
uvedené na téZe strans.

J. MaRix v [1] nazyvé topologickym K-linedlem K-linedl ¥, v némiZ je
definovana topologie tak, Ze jsou pfi ni algebraické i svazové operace spojité
a jednobodové mnoziny uzaviené.

Nasledujici pfiklad ukazuje, Ze pro takto definované topologlcke K-linealy
neplati véta:

Ke kaidému okoli nuly U existuje okoli nuly V tak, Ze
0Zaxsb, beV=>aelU.

- Pt#iklad 1. Bud F mnoZina vSech spojitych funkei v intervalu <0, 1).
Bud @ mnozina viech funkei v intervalu <0, 1>, riznych od nuly jen pro
konedny potet bodl z intervalu (0, 1>. Bud H mnoZina v8ech funkci b = f + ¢,
kde fe F, g € @ (vyjadieni je jednoznadné).
MnoZina H je zifejm& pfi obvyklé definici polouspofddani K-linedlem.
Definujme v H normu. Pro fe F bud [f|| = max|f(x)], pro g ¢« @ bud norma

lgl = 3 Jg@)} pro h e H bud pak [ = [f + lgl, kdo b= +g; fF

Z¢<0,1>
g € G. P¥i takto definované normé je H topologickym K-linedlem.

Dikaz. K-linedl H je zfejmé normovanym linedrnim prostorem. Je tedy
vyrazem p(a,b) = |la — b|, kde a, be H, definovina metrika, p¥i niZz jsou
algebraické operace spojité (viz na p¥. vétu 42 z [1]). Zbyva tedy dokazat, Ze
i svazové operace jsou pii dané normé spojité. Dikaz provedeme postupné.
~ 1. Je-li h € H, {h(x)[ Seproxe0, 1> a mdli h nejuyde n bodu nespojitosts,
je bl = (2n + 1) &.
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Jeli totiz b =f + ¢; f ¢ F, g € G, pak plati
h@) e = |fz) =&, [g)]=2e.

Tedy ||k = [Ifil + 9]l =& + 2ne = (2n + 1)e.

2. Jeli ge G, gy e H a plati-li go(x)] < |g(z)| pro z €0, 1), potom je gy e G
a platt |gol] < |lgll. Ztejmé.

3. Operace |h| je v kaZdém bodé h € H spojitd.

Necht hyc H a necht hy mé n bodld nespojitosti. Bud heH, h=f+g;
feF, ge@G. Pak

1ol — 1o + 2|l < ll|Ro| — [Bo + flIl + ”]ho + fl — Tho + Al -
Avsak ||hy| — |k + fl| = |f| = |Ifll, tedy podle 1 je
ko] — o + flll < (2n + 1) I} -
Dale je | [k + f| — |k + k|| < [g] < llgll, tedy podle 2 je

Il + ] — |ho + Rl < ligll -
Celkem tedy ‘

Aol — Tho + Al < (20 + 1) If] + llgll < (2n + 1) |[A]] -

4. Svazové operace jsow v kaZdém bodé h € H spojité.
Necht &, h, € H, pak

hovh = ho + (b — ho), = 3(JBo — B + Ty + B) ,
honh = — [(— ko) v (— B)].

H je tedy topologickym K-linedlem, pfes to v ném viak neplati vyse uvedend
véta. Stadi volit na pt. g(z) = & (¢ > 0) pro 7 hodnot z € €0, 1), jinak g(x) = 0
a f(x) = 2¢ pro z € {0, 1). Z¥ejmé nyni 0 < g < f, ale zatim co ||f|| = 2¢, je
lgll = me, coz miZe byt pfi daném e > 0 libovolnd velké (zdleZi na pottu
bodf nespojitosti funkee g).

Neplati-li v8ak pro topologické K-linedly shora uvedend véta, neplati pro
né ani celd fada jinych v&t, o nich? bychom predpoklidali, Ze pro né budou
platit, ma-li mit toti’ uvedend definice topologickych K-line4lti rozumny
vyznam. Jako priklad si ukdZeme, Ze pro topologické K-linedly mneplati
véta 46 b) a ¢) z [1].

Ptiklad 2. Bud H topologicky K-linedl z piikladu 1. Definujme v ném
funkcionalu J predpisem J(k) = > g(z), kde h = f + g; f e F, g € G. Snadno

m<01

se zjisti, Ze J je spojitou funkclonalou J (1) viak neni podle [1] regularm
funkcmnalou nebot

J4(1) = sup J(h) = oo

0sh=1
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Neni tedy C(H) (mnozina v¥ech spojitych funkeciondl na topologickém
K-linedlu H) K-linealem a neplati té% C(H) c R(H) (mnoZina viech regularnich
funkcionil na K-linedlu H).

Bud Y K-linedl, ve kterém je definovana topologie, p¥i niZ jsou algebraické
a Svazové operace spojité; bud B systém viech okoli nuly. Rekneme, %e ¥ ma
vlastnost 7';, jestlize ke ka¥dému okoli U ¢ B existuje takové okoli V e B,
Zex —yeV = z, — y, e U; fekneme, Ze ¥ mj vlastnost 7', jestlize ke kazdé-
mu U e B existuje takové VeB,%e 0 =z <yeV = 2eU. Na str. 19 v [1]
je vlastné dokézino, Ze z vlastnosti 7'y plyne vlastnost T',; poklids se viak za
z¥ejmé, Ze kazdy K-lineal s topologii, piiniz jsou algebraické a svazové operace
spojité a jednobodové mnoziny uzaviené, mé vlastnost 7. Av8ak K-lineal
H z naseho prikladu nemd vlastnost 7', a nemutze tedy mit ani vlastnost 7',
(o dem% se lze snadno presvédéit pfimo).

Snadno se zjisti, Ze naopak také z vlastnosti 7', plyne vlastnost T';.

To dokéZeme takto: Bud U e B. Protofe 2 = 2z, —x_, 2, < |, z_ = |z,
plyne z vlastnosti T, a ze spojitosti algebraickych operaci, Ze ke kazdému
U ¢ B existuje takové U, € B, Ze |x| e U, = x ¢ U. Z vlastnosti 7', plyne dile
existence takového U, e, ze 0 < x <y e U, = xeU,. Ze spojitosti alge-
braickych a svazovych operaci pak plyne, Ze existuje takové V e B,ze x e V =
= |z| e U,. Jestlize nyni x — y eV, je |x — y| e U,; protoZe podle [1], str. 8,
odst. 17 plati |z, —y. | < [z — y|, je |z, — y,| e U, a tedy 2, —y, e U. Tim
je dikaz ukonéen.

Vlastnost 7', vyjadiuje stejnomérnou spojitost zobrazeni x— z, a tedy (za
predpokladu spojitosti algebraickych operaci) také stejnomérnou spojitost
svazovych operaci; to znamen4, Ze ke kazdému U ¢ B existuje V ¢ B tak, Ze
plati implikace:

Zy — Y eV, — Y,V = (x1vxz)—“(ﬁ'/lvyz)eU:(a’xsz)“(ylAya)eU-

K-linedl Y, v ném? je definovina topologie, pfi niZz jsou algebraické a sva-
zové operace spojité a jednobodové mnozZiny uzaviené, se v [1], str. 19 nazyva
topologickym K-linedlem. Vidéli jsme v8ak, Ze tato definice neni vhodna.
Chceme-li pro topologické K-linedly zachovat aspoii hlavni véty, dokazané
v [1] pro K-linealy s obecnou normou, musime pozadovat vice, nap¥. nékterou
z vlastnosti 7', T, nebo stejnomérnou spojitost svazovych operaci.
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PezwoMme

3AMEYAHUNE OB OJHOM OIIPEIEJIEHUN
TOIIOJIOTUYECKUX K-JINMHEAJIOB

MUWJIAH HOMAH (Milan Koman), IIpara
(IToctymumo B pegaxumio 10/12 1956 r.)

Ecnn ompepensaiorcs romomormieckue K-nmmeansl kak K-IuHeAIs, B KO-
TOPHIX laHa TOLOJIOTHs, IPH KOTOPOH anre6pamdeckme W CTPYKTYPHEIE Ollepa-
OZIY HeOPepHBHE M OJHOTOYEYHEIE MHOKECTBA 3aMKHYTEHI, TO He CIOPaBeIJIuBO
yTBepxIeHde, IpUBefeHHOe B [1]:

B ramcdoii oxpecmmocmu myss U cywecmsyem makas 0EPECMHOCMb HYas
V, umo0Za<bbelU =acV.

Zusammenfassung

BEMERKUNG ZU EINER DEFINITION DER TOPOLOGISCHEN
K-LINEALE

MILAN KOMAN, Praha
(Eigelangt am 10. XII. 1956)

Definiert man topologische K-Lineale als K-Lineale, in welchen eine
Topologie gegeben ist, in der algebraische Operationen und Verbandoperatio-
nen stetig und Einpunktsmengen geschlossen sind, dann gilt in [1] angefiihrte
Behauptung nicht:

Zu jeder Umgebung des Nullelements U kann man eine solche Umgebung des.
Nullelements V finden, dass 0 <a < b, beV = aeU.
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