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Casopis pro pEstovani matematiky, ro&. 95 (1970), Praha

-

DVE VETY O DVOU ZBORCENYCH HYPERBOLOIDECH -

JAroSLAV STEPAN, Karlovy Vary
(Doslo dne 16. prosince 1968)

Mgéjme dva pary mimob&%ek m,, m,, a ny, n,, o kterych pfedpoklidejme, Ze lezi
v obecné poloze (tj. 24dné z nich nejsow komplan#rai). Nazveme bikomplandrni
pfimkou pfimku, komplanarni jak s mimobé&zkami m,, m,, tak i s mimob&Zkami
ny, n,. Pojem bikomplanarni p¥imky je uZite€ny v geometrii zborcenych hyperbo-
loidd, jak uvidime niZe.

a) Prvni véta o dvou zborcenych hyperboloidech. BudteZ ddny dva zborcené hyper-
boloidy H' a H”, u kterych nechf je uréeno, které povriky nélezi k prvnimu regulu.
Dale je dén svazek S rovnobéZnych pfimek v prostoru, kterym budeme fikat paprsky.
Libovolny paprsek a svazku S necht protne hyperboloid H’ ve dvou (a jen dvou)
riznych bodech A} a 4} a hyperboloid H” také ve dvou (a jen dvou) riiznych bodech
A} a A5. V t&hto &tyfech bodech sestrojme povriky prvniho regulu (o kterych pied-
pokladejme, Ze leZi v obecné poloze), &imZ obdrZime dva pary mimob&Zek: aj, a)
(leZicf na hyperboloidu H') a af, a3 (leZici na hyperboloidu H"). Sestrojme k t¥mto
dvéma parim mimob&Zek bikomplandrni pFimku, kterou oznaéme b,. Podobné
sestrojme bikomplanarni pfimky b, a b, k paprskiim b a ¢, o kterych necht plati tytéz
pfedpoklady jako u paprsku a. Pak plati véta:

Bikomplandrni pFimky b,, by, b., pFislusné k tFem paprskim a, b, c, svazku S,
protinajici dva zborcené hyperboloidy ve dvou riiznych redlnych bodech, jsou rovno-
béiné s jednou rovinou.

Dikaz. Necht jsou dany tfi mimobé&Zzky d’, ¢’ a f' v obecné poloze, kterymi pro-
loZzme zborceny hyperboloid H' a tfi mimob&Zky d”, e” a f”, rovn&Z v obecné poloze,
kterymi proloZme zborceny hyperboloid H”. Nechf viech Sest t¥chto mimobéZek
naleZi vidy k druhému regulu zborcenych hyperboloidi. Predpokladejme jeitE, Ze
paprsek a je obecné poloZen jak k mimob&zkam d’, €', f', tak i k mimob&zkam d”, ¢”
af”. ‘

Piedstavme si, Ze oba hyperboloidy H' a H”, jakoZ i svazek paprskil S jsou pevn&
spojeny s absolutné tuhym télesem 7. Nechf podél povrchovych pfimek d’, ¢, f’,
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d", " a f", jakoZ i podél paprsku a plisobi na t&leso T'sily F, aZ F, ,, jak naznadeno na
obr. 1, o kterych necht plati tyto vektorové rovnice:

(1) F4+F5=O.
) a)Fi+F,+F,+F, =0, b)F,+F +F+F=0,
¢)Fs+F, +Fo+F,=0, d)Fy+F, +F3+F,=0.

Vyloucime-li trividlni feSeni rovnic (1), (2) nulovymi vektory, pak vzhledem k pted-

Obr. 1.
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pokladim o mimob&zkach d,e,f',d", ¢" af”ao paprsku a jsou viechny vektory F,
aZ F,, nenulové.
Z vektorovych rovnic (1) a (2) je moZno snadno odvodit tyto vektorové rovnice:

a) Fo + Fio+F +F,+F;+F,=0,
(3) b) (F, + F)) + (F, + Fio) + (F3 + F;,) = O,
¢) (Fo + F,) + (F; + Fi3) + (Fs + Fi,) = O.

Z poslednich dvou vektorovych rovnic plynou ihned tyto vektorové rovnice (vzhle-
dem k pfedpokladu o mimob&zkach d', ¢, f', d”, " a f"):

(4) a)F,+F,=0, b F,+F,=0, ¢)F,+F,=0,
d)F6+F12=o’ e)F7+F13=O, f)F8+Fl4=o'

V disledku rovnic (1) a (4) je absolutn& tuhé téleso Tv rovnovaze. Proto je celkovy
moment sil F; aZ F,, vzhledem k libovolnému bodu O prostoru roven nulovému
vektoru, coZ vyjadfime vektorovou rovnici:

Mo

4 14
(5) ZPHXFH+ PnXFn+ZPnXFn=O'
n=1 5 n=9

Zavedme oznadeni:

4 8 14
(6) a)M, =P, xF, bM, =P xF, c)M, =P xF,.
n=1 n=5 n=9
P, znadi tu geometrické vektory, jejichZ pocate¢ni bod je libovolny bod O prostoru
a koncovy bod je pfislusny bod P,. PepiSeme-li rovnici (5), obdrzime:

(7 M +M +M =0.
O vektoru M, dokaZeme, Ze
a) je nenulovy,

b) je nezavisly na volb& bodu O v prostoru,

¢) je kolmy na povrchové ptimky a; a aj hyperboloidu H'. Pfedstavme si na oka-
mzik, Ze na absolutné tuhé téleso T pusobi pouze sily F, aZ F, a Ze absolutné tuhé
téleso T je voln& otadivé kolem povrsky m’ prvniho regulu hyperboloidu H’, nepro-
tinajici paprsek a. Sily F, aZ F, nevyvijeji na absolutné tuhé téleso T kroutici moment,
protoZe protinaji osu m’.

Avsak sila F,, ktera je nenulovym vektorem a neprotina osu m’, vyviji na absolutné
tuhé t€leso T kroutici moment. Proto je M, nenulovy vektor.

Vzhledem k vektorové rovnici (2a) je vektor M, nezavisly na volb& bodu O v pros-
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toru. Zvolime-li za libovolny bod prostoru bod N/, leZici na povrice a}, obdrZime
z rovnice (6a) vektorovou rovnici:

4
(8) M, =3P, xF,.
n=1

P, znadi tu opét geometrické vektory, jejichz pocatedni bod je bod N a koncovy
bod je pfislusny bod P,.

Nositelkou vsech vektorit P, v rovnici (8) je pfimka a}. Proto je vektor M, kolmy
na tuto pfimku. Stejnou tvahou je mozZno dokazat, Ze vektor M, je kolmy i na pfim-
ku aj.

Zcela stejnymi Givahami je moZno dokézat i o vektoru M., Ze

a) je nenulovy,
b) je nezavisly na volb& bodu O v prostoru,
¢) je kolmy na povrchové pfimky af a a; hyperboloidu H”.

Vzhledem k pfedpokladu, Ze povrchové pfimky aj, a3, ay, a; leZi v obecné poloze,
nemohou byt vektory M, a M, kolinearni, nebof v tom pfipad® musel by byt

vektor M, kolmy také na povrsky aj, a; a vektor M, musel by byt zase kolmy na
povrsky aj, a3, coZ je nemoZné vzhledem k vySe uvedenému pfedpokladu.

Také o vektoru M, dokiZeme, Ze

a) je nenulovy,
b) je nezavisly na volb& bodu O prostoru,
¢) je nekolinearni jak s vektorem M, tak i s vektorem M.

Kdyby byl vektor M, nulovy, pak by musely byt vektory M, a M. kolinearni
vzhledem k vektorové rovnici (7). AvSak prav& jsme si dokazali, Ze vektory M, a M.,
nejsou kolinedrni, proto je vektor M, nenulovy. Vektor M, je nezévisly na volbé
bodu O prostoru vzhledem k vektorové rovnici (3a).

Kdyby byl vektor M, kolinearni napf. s vektorem M., musel by i vektor M.
(ktery je nenulovy), byt kolinearni s vektorem M. Aviak uZ vime, Ze to neni moZné,
proto ani vektor M, neni kolinearni s vektorem M,. Z téhoZ divodu nemiZe byt
kolinearni vektor M, ani s vektorem M.

Vektor M,, ktery je kolmy na povrchové ptimky a; a a3, je kolmy také na bikom-
planarni pfimku b,. Z téhoZ divodu je také vektor M’ kolmy na bikomplanarni pfim-
ku b,. Je tedy bikomplanarni pfimka b, kolma na rovinu, rovnob&Znou s ob&ma
vektory M, a M} a je tedy také kolm4 na vektor M,. Stejnou uvahou miZeme doké-
zat, Ze i bikomplanérni pfimky b, i b, jsou kolmé na vektory M, a M_. AvSak vekto-
ry M,, M, a M, jsou kolinearni, pon&vadZ paprsky a, b, ¢ jsou pfimky navzijem
rovnob&Zné. Proto jsou viechny tfi bikomplanarni p¥imky b,, by, b, rovnob&Zné
s jednou rovinou (kolmou na kolinearni vektory M,, M, a M,). Tim je prvni véta
o dvou zborcenych hyperboloidech dok4zéana.
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b) Druh4 véta o dvou zborcenych hyperboloidech. Budte ddny dva zborcené hyper-
boloidy H’ a H”, u kterych nechf je uréeno, které povrsky naleZi k prvnimu regulu.
Déle necht jsou dany tfi komplanarni svazky rovnobéznych p¥imek (paprskii)
Sa Sy, S.. Zptsobem, vyloZzenym v prvni v&t€ o dvou zborcenych hyperboloidech, je
moZno sestrojit ke tfem paprskim a,, a, a a; svazku S, bikomplanarni pf¥imky
b,, b, a b), o kterych vime, Ze jsou rovnobé€Zné s jednou rovinou, kterou nazveme
komplandrni rovinou a oznaéme K,. Podobné& sestrojme pomoci paprski b,, b,, b3
svazku S, komplanarni rovinu K, a pomoci svazku S, komplanarni rovinu K.
O t&chto tfech komplanarnich rovinach K,, K, a K, dokaZeme vétu:

VSechny tFi komplandrni roviny K,, K, a K_, pFislusné ke tfem komplandrnim
svazkim rovnobéZnych paprski S,, Sy a S., jsou rovnobé?né s jednou pFimkou, tzv.
komplandrni osou.

Dikaz. Necht jsou dany tfi mimobéZky d’, e’ a f’ v obecné poloze, kterymi pro-
loZzme zborceny hyperboloid H' a tfi mimob&Zky d”, e” a f”, rovnéZ v obecné poloze,
kterymi proloZme zborceny hyperboloid H". KaZda tato trojice pfimek necht patfi
k druhému regulu povrchovych pfimek pfislu§ného hyperboloidu. Pfedpokladejme
jet&, Ze paprsky a, b, ¢, néleZejici postupné svazkim S,, S, a S, a které jsou proto
navzijem komplanarni, jsou obecné& poloZeny jak k mimob&zkam d’, ¢, f', tak i k mi-
mob&zkam d”, e” a f”. Déle pfedpokladejme, paprsek a (b, pfip. c) protind hyper-
boloid H’ ve dvou (a jen dvou) riiznych bodech 4] a 43 (B, B3, ptip. Cj, C3) a hy-
perboloid H” také ve dvou (a jen dvou) riiznych bodech A7 a A4; (Bjf, B, pfip.

1, C3). VSemi t&mito dvanacti body proloime povrchové p¥imky prvniho regulu
pfisluiného zborceného hyperboloidu H' nebo H”, které ozname aj, a3, aj, a3,

1, b3, b1, b, c1, c5, ¢, ;. O kazdé EtveFici mimobéZek pfedpokladejme jeste, Ze Zadné
tfi jeji mimob&zky nejsou komplanarni. Kromé& toho jesté pfedpokladejme, Ze je
vZdy moZno sestrojit pfimku v, rovnobé&Znou s libovoln€¢ danou pfimkou w, obecné
poloZenou jak k mimob&Zzkam d’, €', f', tak i k mimob&zkam d”, e” a f”, ktera pro-
tind hyperboloid H’ ve dvou (a jen dvou) riznych bodech V{, V; a hyperboloid H”
také ve dvou (a jen dvou) riiznych bodech ¥, a V; a Ze povrchové pfimky prvniho
regulu hyperboloidi H' a H”, sestrojené v bodech V{, V,, Vy a V; jsou obecn& poloZeny
(tj. Zadné t¥i z nich nejsou komplanarni). Disledkem tohoto pfedpokladu je, Ze vektor

14
M=>P, xF,
n=9

je vzdy nenulovy, protoZe sily F, aZ F,, jsou nenulové vektory a plati rovnice (3a),
jak bylo jiZ dokdzano v prvni vété.

Piedstavme si, Ze oba hyperboloidy H’ a H”, jakoZ i svazky paprski S,, S,, S, jsou
pevn€ spojeny s absolutné tuhym télesem T. Necht podél povrchovych pfimek
d,e,f',d", e" af”, jakoz i podél paprski a, b, ¢, plisobi na absolutn& tuhé t&leso T
sily Fy, Fs, Fy aZ Fyy, fo, s, fo aZ fia, 84, 85, 8 aZ 814, jak naznadeno na obr. 2.
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O t&chto silach nechf plati tyto vektorové rovnice:

) a)F,+F; =0, b)f,+fs=0, C)gs+8 =0.

(10) a)Fs +F, +F,+F,=0,
b)Fy +F, + F3+F,=0,
c) fs +fo +fio+fi, =0,

d)fs +fi2 +fis +f1a =0,
€) 85+ 8 + 8o+ 81=0
f) 8+ 812+ 813 + 814 =0,
(11) Fo+fs+8.,=0.

Obr. 2.
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Zpisobem, vyloZenym v prvni v&t& lze dokazat, Ze viem pravé napsanym vektoro-
vym rovnicim lze vyhovét vesmé&s nenulovymi vektory.

O vektoru
14
M, = Z P, x F,

n=9

jsme dokéazaH, Ze je nenulovy, nezavisly na volbé& bodu prostoru- O a kolmy na
komplanarni rovinu K,. TotéZ lze dokazat stejnym postupem o vektoru

14
M, =3P, xf,
n=9
i o vektoru
14

Mb = Z P;: X gn .
n=9
Z rovnic (9) a (11) obdrzime vektorovou rovnici:
Fs +f; + g5 =0
a z rovnic (2) obdrzime dvé& vektorové rovnice:
(13) a) (Fs +fs + gs) + (Fo + f9 + 85) + (Fio + fio + 810) +
+ (Fyy + iy + 811) =0,
b) (F4 +fo+ 84 + (Flz + fi2 + 812) + (Fis + fi3 + 813) +
+ (Fia + fia + 814)=0.
Vzhledem k rovnicim (11) a (12) a vzhledem k pfedpokladu o mimob&zkéach
d,e,f'ad’, e, f" plati:

(14) a)Fy +f, +8 =0, d) Fi, + fi, + 82=0,
b)F1o+f10+810=°, e) Fis+fis+85=0,
¢c)Fi,+fi:+8,=0, f) Fio + fia + 814 =0.

Z.rovnic (9) a (10) plynou jest? tyto tfi vektorové rovnice:

(15) a)Fy + F,g + F,y + Fy, + Fi3 + F, =0,

b)fo +fio +fis +fi2 +fis +f1a =0,
C) 89+ Bio+ 811+ 82+ 813+ 8ia=0.

Pfedstavme si na okamzik, Ze na absolutng tuhé téleso T puisobi pouze sily F, aZ F,,,
fo aZ f14, 8o 2% g14. Potom vzhledem k rovnicim (14) a (15) plati vektorové rovnice:

(16) M, +M,+M, =0,

O vekjorech M,, M,, M, dokazeme jesté, Ze nejsou spolu kolinearni.
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Za tim tGlelem piedpokladejme, Ze vektory M, a M, jsou kolinearni. Pak vSak
musi byt i vektor M, (ktery je nenulovy) kolinedrni s obéma vektory M, a M,,
takZe plati skalarni rovnice:

(17) (M,) + m(M,) + n(M) = 0.
Potom je moZno piepsat vektorové rovnice (13) na vektorové rovnice:

(18) a) (Fs + mfs + ngs) + (Fy + mfy + ng,) +
+ (Fio + mfio + "310) + (Fy; + mfy; + ng,;) =0,

b) (F4 + mf4 + ng4) + (F12 + mflz + nglz) +
+ (Fy3 + mfys + ngy3) + (Fia + mfis + ngy) = 0.

Z pravé napsanych rovnic je ihned zfejmé, Ze absolutng tuhé téleso T nemiZe byt
v rovnovaze, pisobi-li podél mimobézek d', ¢, f', d", e, f" sily (Fy + mfy + ng)
aZ (Fy4 + mfy4 + ngy,), nebot tyto vektory jsou vesmés nenulové, jestlize m i n
jsou reéln4 &isla riizné od 1. Proto také nemiZe platit vektorova rovnice (16), coZ
viak vede ke sporu. Proto nemohou byt vektory M,, M,, M_ spolu kolinearni.

Nazveme-li pfimku, kolmou na komplanarni vektory M,, M, a M_ komplandrni
osou, je ihned zfejmé, Ze komlanarni roviny K, K,, K, kolmé na vektory M,, M,, M.,
jsou s touto pfimkou rovnobézné. Tim je druh4 véta o dvou zborcenych hyperboloi-
dech dokazana.

MV e

Poznamka. Tuto druhou vétu je moZno je$té dale rozsifit. Nazvéme mnoZinu
vech komplanarnich svazki paprskti radikdlem. Je moZno sestrojit pfimku, kolmou
na vSechny moZné paprsky radikalu, kterou nazvéme radikdlni osou. K radikalni ose
pfislusi, jak jsme dokazali v druhé vét&, komplanérni osa. M&me nyni diny kompla-
narni radikaly, tj. takové radikaly, jejichZ radikalni osy jsou komplanarni pfimky.
Pak plati véta, Ze i pfislu$né komplanarni osy jsou spolu komplanarni. Diikaz tohoto
tvrzeni lze provést stejnym zplsobem, jako diikazy predchazejicich vét. V rozSifovani
druhé véty je moZno naznadenym zplisobem pokracovat.

Adresa autora: Karlovy Vary, Na vyhlidce 57.
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Zusammenfassung
ZWEI SATZE UBER ZWEI WINDSCHIEFE HYPERBOLOIDEN
JarosLAv STEPAN, Karlovy Vary

Es seien m,, m, und n,, n, zwei Paare von windschiefen Geraden, in allgemeiner
Lage (d. h. keine drei von ihnen verlaufen parallel). Als Bikomplanargerade wird eine
wie mit dem Paar m,, m,, so auch mit dem Paar n,, n, komplanare Gerade bezeich-
net. Es gelten nun folgende Sitze:

Satz 1. Die Bikomplanargeraden b, b,, b., die den drei Strahlen a, b, ¢ eines
Parallelgeradenbiindels S entsprechen, welche zwei windschiefe Hyperboloide in zwei
verschieden reellen Punkten schneiden, verlaufen parallel zu einer Ebene (die man
Komplanarebene nennt).

Satz 2. Alle drei Komplanarebenen K,, K;, K., die drei komplanaren Parallel-

geradenbiindeln S,, S,, S. entsprechen, sind zu einer Geraden (der Komplanarachse)
parallel.
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