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Casopis pro p&stovini matamatiky, ro&. 95 (1970), Praha

DVE VETY O PETI MIMOBEZKACH

JarosLAv STEPAN, Karlovy Vary
(Doslo dne 18. listopadu 1968)

Necht je dano p& mimobé&Zek v obecné poloze (tj. Zadné tfi mimob&Zky nejsou
rovnob&’né s jednou rovinou) o kterych dale plati, Ze je moZno sestrojit dvé a jen
dv¥ realné rizné pfitky k libovolnym &tyfem (a jen k t€mto &tyfem) z danych péti
mimobeéZek. O té&chto mimob&Zzkach plati dvé zajimavé véty, majici také fyzikalni
smysl.

a) Prvni véta o péti mimobéZkach. Ob& pfiCky téZe {tvefice mimobéZek jsou navza-
jem mimob&Zné, je proto moZno sestrojit jejich osu. PonévadZ je moZno utvofit pét
riiznych kombinaci, obsahujicich vZdy ¢tyfi z danych péti mimobéZek, obdrzime pét
os, pfislu§nych t&€mto péti ¢tveficim mimobéZzek, o kterych plati véta:

Vsech pét os, prislusnych k péti riznym ¢tveFicim mimobéZek, utvorenych z danych
péti mimobé%ek, je rovnobéinych s jednou rovinou (tzv. komplandrou péti mimo-
bézek).

Dikaz. Ozna¢me dané mimobézky pismeny a, b, c, d, e, utvoime vSechny mozné
kombinace, obsahujici vidy &tyfi mimob&zky, ke kazdé kombinaci pfipisme obé&
pri¢ky a oznaéme velkymi pismeny jejich osy. ObdrZime tyto kombinace:

I.ab,c,d, ¢,¢", E,
II. a,b,c,e, d',d", D,
III. a,b,d, e, ¢, c", C,
IV. a,c,d,e, b',b", B,
V. b,c,d, e, a’,a", A.

K dikazu véty pouZijeme nejprve prvnich téi kombinaci. Na obr. 1 jsou znidzorn&ny
dané mimobéZky a, b, c, d, e, pFiCky €', e", d’, d", ¢, ¢", a body, ve kterych protinaji
pficky mimobézky.

Pfedstavme si, Ze dané mimobé&zky jsou pevné€ spojeny s absolutné tuhym télesem T
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a 7e v bodech P, aZ P,, pisobi na t&leso T podél danych mimobé&zek sily F, aZ F,,
(z nichZ Zadna neni nulovym vektorem), o kterych necht plati vektorové rovnice:

4 8 12
(1) a)YF,=0, b)YF, =0, ¢)YF,=0,
n=1 n=>5 n=9
)] a)F, +F,; =0, b)Fg +F,=0.
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Je-li jeden z vektoril F, aZ F,, nulovy, pak z rovnic (1) a (2) ihned plyne z pfedpo-
kladii o mimobé&Zzkach a, b, ¢, d, e, Ze jsou vSechny tyto vektory nulové. Vyloudime-li
tento pfipad splnéni uvedenych rovnic, pak viechny vektory F; aZ F,, jsou nenulové.
Tuto okolnost 1ze prokazat pfimo, kdyZ zvolime nenulovy jeden z nich, napk. F,.

Se¢teme-li rovnice (1) a seskupime vhodné jednotlivé séitance s p¥ihlédnutim
k rovnicim (2), obdrZime:

(F, + Fs -1-i=9)+(i-'2 + Fs+ Fo)+(F3 + F)=0.
Této vektorové rovnici Ize vyhovét pouze za pfedpokladu, Ze
(F, +Fs +Fy), (F; +Fs+Fyp) a (Fs+F)
jsou nulové vektory, nebot mimob&Zky a, b, ¢, jsou nekomplanarni. ObdrZime tedy:
3 a)F, +F; +F, =0, b)F, + F,+F,=0, ¢)F; +F,=0.

Vzhledem k rovnicim (2) a (3) je absolutng tuhé téleso T v rovnovaze. Odtud také
plyne, Ze celkovy moment sil F; aZ F,, vzhledem k libovolnému bodu O prostoru je
nulovy vektor, coZ je mozno vyjadrit vektorovou rovnici:

(4) M +M, + M,=0,

kde
4 8 12

(%) a)M, =P, xF,, b)M,=>P, xF,, c) My=>) P, xF,.
n=1 n=5 n=9

Vektory P, znadi tu geometrické vektory, jejichZ pocateéni bod je libovoln& zvoleny
bod O prostoru a koncovy bod je prislusny bod P,.

Nyni dokazZeme, Ze vektor M, je nenulovy a rovnobézny s osou E.

Pfedstavme si na okamZik, Ze na absolutné tuhé téleso T plusobi pouze sily F, aZ F,,
o kterych plati vektorova rovnice (1a). Kdyby vektor M, byl nulovy, pak by abso-
lutné tuhé téleso T bylo v rovnovaze. To vSak neni mozné, protoZe kdyby téleso T
bylo ota&ivé kolem osy d’, vyvijela by sila F, na téleso T kroutici moment. Tedy
vektor M, je nenulovy. TotéZ mozZno dokazat stejnou ivahou i o vektorech M, a M;.

Vektory M, M, a M; v rovnicich (4) a (5) jsou nenulové.

Dokazme dale, Ze vektor M, je kolmy na pficku e’. Zvolme proto libovolny bod
prostoru na pfi&ce ¢’ a oznaime jej O,.. Pak moZno rovnici (5a) napsat ve tvaru

kde vektory P, jsou opét geometrické vektory, jejichZ pocate¢ni bod je bod O,. na
pfic¢ce ¢’ a koncovy bod je opét pfislusny bod P,.
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Podivame-li se na pravou stranu pravé napsané vektorové rovnice vidime, Ze kazdy
vektor P, x F, je kolmy na pficku e’ a tedy i vektor M, je kolmy na pficku e’.
Stejnou uvahou dokaZeme, Ze vektor M, je kolmy na pficku e” a tedy rovnobé&zny
s osou E. Podobnou ivahou miZeme dokéazat, Ze vektor M, je rovnobéZny s osou D
a Ze vektor M, je rovnob&Zny s osou C.

ProtoZe vektory M, M, a M; jsou komplanarni — viz rovnici (4), — jsou kompla-
narni také osy E, D, C. Podobnymi ivahami je moZno dokazat, Ze i osy B a A jsou
komplanarni s osami E a D. ’

Tim je prvni véta o péti mimobézkach dokazana.

Poznamka. Na zakladé danych pfedpokladi lze dokéazat, Ze zadné dvé€ osy
(4, B, C, D, E) nejsou spolu rovnob&zné. Pfedpokladejme proto, Ze naSe osy E a D
jsou spolu rovnobé&zné. Pak musi byt komplanarni pficky e’, e”, d’ a d”. Pfedstavme
si na okamZik, Ze na absolutné tuhé téleso T piisobi podél pritek ', " a d’ sily f,, f,
a fy (obr. 1), o nichZ nechf plati vektorova rovnice:

fi+f,+f;=0.

Pravé napsané vektorové rovnici lze vyhovét nenulovymi vektory, ponévadzZ p¥icky
', ¢" a d’' jsou komplanarni. AvSak téleso T neni v rovnovaze, protoZe sily f,, f, a fs
nelezi v jedné rovin€ a neprotinaji se v jednom bod&. Proto moment sil f,, f, a f;
vzhledem k libovolnému bodu prostoru je nenulovy vektor, ktery oznaéme m.
Plati vektorové rovnice:

3 3 3
a)m:ZIA”xf,,, b)nganxfn, c)m:;lcnxfn

kde A,(B,, C,) jsou geometrické vektory, majici potatek v bodé Qs(Qs, Q) a konec
v pfislusném bod& 4,(B,, C,).

Z pravé napsanych vektorovych rovnic plyne, Ze nenulovy vektor m je kolmy
k mimob&Zkam a, b, ¢, coZ viak neni moZné, protoZe mimobé&zky a, b, ¢, podle
pfedpokladu jsou nekomplanarni. Proto pfedpoklad, Ze osy E a D jsou rovnob&zné,
vede ke sporu. Podobnou uvahou je mozno dokazat, Ze zadné dvé osy nejsou spolu
rovnobézné.

b) Druhi véta o péti mimobéZzkach. ProloZme tfemi z danych péti mimobé&Zek
(o kterych plati shora uvedené pfedpoklady) zborceny hyperboloid a nechf tyto t¥i
mimobéZzky patii k prvnimu regulu zborceného hyperboloidu. Zbyvajici dvé mimo-
bézky protnou zborceny hyperboloid vidy ve dvou realnych rliznych bodech, ve kte-
rych sestrojme povrchové pfimky, patfici k druhému regulu zborceného hyperboloidu.
Obdrzime tak dva pary povrchovych pfimek druhého regulu a sice prvni par vytvo-
feny &Etvrtou mimob&Zkou a druhy péar vytvofeny patou mimob&Zkou. Sestrojme
bikomplanaru, tj. pfimku komplanarni jak s prvnim, tak i s druhym parem povrcho-
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vych p¥imek druhého regulu. Ponévad? existuje deset riiznych kombinaci tfi a dvou
mimobé&Zek z danych péti mimob&Zek, existuje také deset bikomplanar, pfislu$nych
ke kaZdé kombinaci. O téchto bikomplanarach plati véta:

Vsech deset bikomplandr, pFislusnych k deseti riiznym kombinacim ze tFi a dvou
mimobéZek, utvofenych z danych péti mimobéZek, je kolmych k jedné roviné (tzv.
komplandfe péti mimobézek).

Diikaz. Je ddno p& mimobézek a, b, c, d, e, o kterych plati naSe pfedpoklady.
Ke kazdé kombinaci pfipiSme do zévorek oba péry povrchovych pfimek druhého
regulu a pismeny b s ptislu§nymi indexy oznaéme pfislu$nou bikomplanaru. Obdrzi-
me tak téchto deset kombinaci:

I a,b,c, d,e, (¢,¢", d,d", )b,
IL. a,b,d, c,e, (¢,¢", ¢/,c", )b,
1L a,c,d, b,e, (¢,€", b',b", )b,
IV. b,c,d, a,e, (¢,¢", a’,a", )b,
V. a,b,e ¢, d, (d',d", c,c" )bs
VL a,c,e, b,d, (d',d", b',b", ) bg
VIL b,c,e, a,d, (d',d", a’,a", ) b,
VI a,d, e, b,c, (¢',c", b',b", ) bg
IX. b,d,e, a,c, (¢',c", a’,a", ) by
X. ¢, d,e, a, b, (b',b", a’,a", )by,

Provedme nejprve diikaz druhé véty pro prvni kombinaci. ProloZme mimobé&zkami
a, b, ¢, zborceny hyperboloid H,. Mimobg&Zzka d necht jej protne v bodech D] a D]
a mimobé&zka e v bodech E] a Ej. Mimob&zky a, b, c, nechf patfi k prvnimu regulu
zborceného hyperboloidu H,. Sestrojme v bodech D] a Dy povrchové pfimky dru-
hého regulu zborceného hyperboloidu H, a oznaéme je dj a di. Vidime ihned, Ze
povrchové pfimky di a df, protinajici mimobéZky a, b, c, d, jsou v podstaté pficky e’
a e”, nebot podle pfedpokladu maji mimobé&zky a, b, ¢, d, dvé a jen dvé pficky,
které jsme oznadili e’ a e¢”. Podobné& povrchové piimky druhého regulu zborceného
hyperboloidu H,, sestrojené v bodech E; a E] jsou opét pfiCky d’ a d”. Odtud je
také zfejmé, Ze zbyvajici mimob&Zky protinajici zborceny hyperbeloid H, sestrojeny
ze tfi danych mimobeZek vidy ve dvou riznych a redlnych bodech, jak jiz bylo uve-
deno bez diikazu v tvodu tohoto &lanku, protoZe podle pfedpokladu lze sestrojit
ke &tyfem z danych pé&ti mimob&Zek a, b, c, d, e vidy dvé (a jen dv&) rediné ptitky,
které se protnou s kaZdou mimobé&zkou vidy ve dvou riznych redinych bodech.
Také je zfejmé, % osa E, kolméa na ptitky e’ a e, je kolma na kazdou pfimku,
komplanarni s pfi€kami e’ a e” a tedy i na bikomplanéru b,. Z téhoZ diivodu je osa D
kolma na bikomplanéru b,. Je tedy bikomplandra b,, kolmd na osy E a D, kolmd
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na komplandru péti mimobéZek. Stejny ditkaz je moZno provést i pro kteroukoliv
jinou kombinaci.

Tim je druha véta o péti mimob&Zzkach dokazana.

Fyzikilni vyznam komplaniry péti mimobézek. Nechf je didno p&t mimobé&Zek
a, b, ¢, d, e, o kterych nechf plati nase pfedpoklady a které spoime pevné s absolutn&

1rP1 B fe }2 w&
TR R TR
JL 5
R R R R e’
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tuhym t&lesem T. Podél t&chto mimobe&Zek necht pilisobi na absolutng tuhé t&leso T
vesmé&s nenulové sily F; aZ Fs, o kterych necht plati vektorova rovnice:

s
YF,=0.
n=1

Je moZno dokézat, Ze sily F, aZ F5 nejsou v rovnovaze, ale Ze vyvijeji na absolutng
tuhé t€leso T kroutici moment a Ze momentova rovina, ve které leZi dvojice sil, schop-
na kompenzovat kroutici moment sil F, aZ F, je kolma ke komplanafe p&ti mimobe&Zek.

Pfedpokladejme nejprve, Ze na absolutné tuhé téleso T pusobi sily F, aZ F,;, jak
naznaéeno na obr. 2, o kterych nechf plati vektorové rovnice:

©) Q) ¥F =0, HYF=-0, 9 ¥ F,=0,

d)F, +F, =0, ¢)F; +F;=0.

Postupem, uZitym pfi diikazu prvni véty o péti mimobé&zkach lze dokazat, Ze vekto-
rovym rovnicim (6) Ize vyhovét vesmé&s nenulovymi vektory.

Sedteme-li prvni tfi pravé napsané vektorové rovnice, pfihlédneme-li k dal§im
dvéma rovnicim a seskupime-li vhodné jednotlivé s¢itance, obdrZime:

(F1+F6+F10)+(F2+F7+F11)+(F3+F8+F12)=o'

Vzhledem k tomu, Ze mimobé&zky a, b, ¢ nejsou komplanarni, 1ze pravé napsanym
vektorovym rovnicim vyhovét jen tak, Ze plati:

(7) a)Fl+F6+F10=o’ b)F2+F7+F11=0,
c)Fy; +Fg +F,=0.

Vzhledem k rovnicim (7), (6d) a (6€), je absolutn& tuhé t€leso T vlivem sil F, az F,
v rovnovaze, takze plati vektorova rovnice:

M+M¢+Md=0
kde '

5 9 13
a) M=ZIP,,>< F,, b) M.,_=26P,l x F,, ¢ Md=§:,, x F,.

P, jsou tu opét geometrické vektory, jejichZ pocéatedni bod je libovolny bod O
prostoru a koncové body jsou pfislu$né body P,.

O vektorech M, a M, je ndm jiZ znamo, Ze jsou nenulové, nekolinearni a rovnobézné
s komplanarou péti mimob&Zek — viz vektory M; a M, v rovnicich (4) a (5). Proto
také vektor M je nenulovy a je rovnob&Zny s komplanarou péti mimobézek.

354




Tim je dokdzdno, Ze sily F, aZ Fs vyvijeji na absolutné tuhé téleso T kroutici
moment (M je nenulovy vektor) a e momentovd rovina je kolmd ke komplandre péti
mimobéZek (momentovd rovina je kolmd na vektor M).

Adresa autora: Karlovy Vary, Na vyhlidce &. 57.

Zusammenfassung

ZWEI SATZE UBER FUNF WINDSCHIEFE GERADEN
JarosLAv STEPAN, Karlovy Vary

Es seien fiinf windschiefe Geraden in allgemeiner Lage gegeben (d. h. keine drei
von diesen Geraden verlaufen parallel zu einer Ebene), sodass man genau zwei
verschiedene reelle Schrigen zu beliebigen vier und nur zu diesen vier von den fiinf
gegebenen windschiefen Geraden konstruieren kann. Es gelten nun folgende zwei
Satze:

Satz 1. Alle fiinf Achsen, die den fiinf verschiedenen Quadrupeln von windschiefen
Geraden entsprechen, die man aus den fiinf windschiefen Geraden bilden kann,
sind zu einer Ebene (die man die Komplanarebene der fiinf windschiefen Geraden
nennt) parallel.

Satz 2. Alle zehn Bikomplargeraden, die den zehn verschiedenen Kombinatio-
nen von zwei und drei der insgesamt fiinf windschiefen Geraden entsprechen,
stehen zu einer Ebene (der Komplanarebene der fiinf windschiefen Geraden)
senkrecht.

Die Beweise beruhen auf Uberlegungen aus der Mechanik. Es ist auch die physi-
kalische Deutung der Sitze angefiihrt.
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