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Casopis pro péstovani matematiky, roc. 88 (1963), Praha

ZOBECNENI PLANARNICH BODU

K AREL SINDELAR, Zilina
(Doslo dne 24. fijna 1961)

V ¢lanku jsou zavedena dvé zobecnéni plandrnich bodl nadploch, a to
jednak na vicendsobné body nadploch, na tak zvané jejich body hyperkonic-
ké, jednak na body leZici mimo nadplochy, na tak zvané aplandrni body
k nadplochdm. V obou pfipadech se vySetfuji vlastnosti bodl vzhledem
k protindni nadplochy nadrovinami, které jimi prochdzeji, a ddle jejich cho-
véni k Hessidnu a k polardm. Kone¢né se zkoumaji vztahy aplandrnich bodit
k bodiim planarnim, zejména v roving, tedy k bodiim inflexnim,

Planarni body zavedené v [6] nebo v [9] jsou vZdy regularni body ploch nebo nad-
ploch, které maji urdité zvlastnosti pfi protindni nadplochy jeji te€nou nadrovinou
v takovém bodé. Na piikladé tak zvanych bodii hyperplandrnich je v [9] ukézéano,
jak lze pojem planarniho bodu zobecnit i na body vicenasobné, to viak jen ve velmi
specidlnim pfipad€ vicenasobnych bodd uniplanrnich.

UkaZeme, Ze takové zobecnéni je moZné jak v pripadé jakychkoli bodl vicendsob-
nych, tak — v jistém smyslu — i v pfipad& bodii 0-nasobnych, tj. boda leZicich mimo
nadplochu.

Pozndmka k oznaovani. V celém &lanku budeme pouZivat tychZ symbold jako
v [9]. Pismeno f nebo F bude vZdy znadit formu, jeho index n (vpravo dole) bude
udavat stupeni této formy a za nim ~ pokud bude tfeba — budou v zavorce uvedeny
nezavisle promé&nné, tedy celkem f,(xo, Xy, X5, ..., X,). Daldimi znatkami, na pfiklad
£.7f, f" a podobng, budou dvé rizné takové formy od sebe odlifovany. Pismeno n
bude znadit stupeil nadplochy, pismeno r dimensi prostoru.

Tak jako v [9] se v§ude omezime jen na algebraické nadplochy a variety.

I. HYPERKONICKE BODY

1. Ma-li algebraickd nadplocha V planarni bod P fadu k-tého (kde k je n&jaké
piirozené &islo), znamena to,') Ze P je regularni bod nadplochy takovy, Ze v ném tedné
nadrovina nadplochy mé oskulaci vy$§iho fadu neZ v oby&ejném ptipadé (to je v pfi-

1y viz [9].
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padg trividlniho planarniho bodu k = 0). Skuten& ka?da pfimka te¢né nadroviny
prochazejici planidrnim bodem k-tého fadu nadplochy ¥V ma v tomto bodé s nadplo-
chou priisetik alespofi (k + 2)-nasobny, pfitemZ v tené nadroving existuji pfimky
(alespoti jedna), které maji v bod& P s nadplochou V priisetik prav& (k + 2)-nisobny,
je-li P planarnim bodem k-tého fadu nadplochy V.?) Mohli bychom tedy na ptiklad
fici, Ze bod P nadplochy V je jejim bodem planirnim k-tého Fddu pravé tehdy, ma-li
v ném teéna nadrovina s nadplochou hyperoskulaci k-tého fadu.

Abychom v podobném smyslu mohli mluvit i o vicenidsobnych bodech nadploch,
zavedme tento pojem:

Definice 1. Necht' P je s-ndsobnym bodem nadplochy V s oskulaénim nadkuZelem
K. Potom Fikdme, ¥e nadkuZel K je hyperoskulacnim nadkuZelem k-tého Fddu nad-
plochy V v bodé P (nebo Ze md s nadplochou V v bodé P hyperoskulaci k-tého Fddu),
prdvé tehdy, kdy# vSechny piimky nadkuZele K prochdzejici bodem P maji v bodé P
s nadplochou V prise¢ik alespori (s + k + 1)-ndsobny, pFidem? existuji takové
primky (alespori jedna) nadkuzele K, které maji v bodé P s nadplochou V priisecik
prdvé (s + k + 1)-ndsobny.

Na zéklad& toho mlZeme jiZ zobecnit pojem planirniho bodu na body vicenasobné.

Definice 2. Necht' s je pFirozené &islo vétsi neZ jedna. Bod P, ktery je s-ndsobnym
bodem nadplochy V n-tého stupné v r-rozmérném projektivnim prostoru, se nazyvd
Jjejim s-ndsobnym hyperkonickym bodem k-tého Fddu, kdyZ oskulaéni nadkuZel K
nadplochy V v bodé P md s nadplochou Y v bodé P hyperoskulaci k-tého Fadu.

Pozndmka 1. Podle vyslovené definice je kaZdy s-ndsobny bod dané nadplochy
jejim hyperkonickym bodem fadu k 2 0. Hyperkonické body fadu k = 0, jeZ nazve-
me hyperkonické body trividlni, budeme viak nadale ze svych Gvah pravideln& vylu-
Covat, pokud neuvedeme opak, takZe hyperkonicky bod bude v dal§im znamenat
vzdy hyperkonicky bod fadu k 2 1 podobné jako v [9] bod planarni.

Pozndmka 2. Definice 2 mé zfejmé& smysl i pro s = 1, ale pak jde o body pla-
narni.

Véta 1. Nadplocha YV n-tého stupné v r-rozmérném projektivnim prostoru md
v bodé Oy s-ndsobny hyperkonicky bod k-tého fddu s oskulaénim nadkuZelem

(1 fdxi X2y 000 x,) =0
pravé tehdy, kdyZ ji lze pFi vhodné volbé soustavy soufadnic vyjadFit rovnict

k
(2) X7V fxg Xg0 s X,) +hzlx'(',”’“" SdXgs Xa0 o0 %) fi(Xgs Xg0 e )
-
n

+ -"?)ﬂh~fh(xhxzs-~-’xr)=0’
hesTht1

kde forma f, 44 ((X;, X, ..., x,) neni délitelna formou fy(x,, x,, ..., X,).

2) Viz [9], véta 2 a véta 5.
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Dikaz je evidentni s ohledem na analogii k dikazu [9] véty 1.

Poznamka. Forma f|(xy, X, ..., X,), ktera je jako &initel obsaZena v koeficientech
u viech mocnin x, od (n — s)-té az do (n — s — k)-té, nemiZe byt jako &initel obsa-
Zena v koeficientech u niZ$ich mocnin x,, mé-li aspoii jedna z pfimek nadkuZele (1)
prochézejicich bodem O, protnout nadplochu V v bod& O, ne vice neZ (s + k + 1)-
nésobng. Kdyby forma f, byla jaKo &initel obsaZena i v koeficientuu(n — s — k — 1)-
ni mocniny x,, pfipadné i v koeficientech u niZ§ich mocnin x,, byl by bud ¥ad s-nasob-
ného hyperkonického bodu O, nadplochy (2) vysii neZ k nebo by nadplocha (2) obsa-
hovala nadkuZel (1) jako soudast. I tato posledni moZnost miiZe viak nastat. Obsa-
huji-li koeficienty u viech mocnin x, i &len bez x, v rovnici (2) f, jako &initele, Ize f,
z celé levé strany rovnice (2) vytknout, takZe potom cely nadkuZel (1) a s nim i kazda
jeho piimka leZi celd na nadploSe (2) a ma s ni tedy v kaZdém svém bodg, tedy i
v bod€ O,, prisecik s nekoneénou nasobnosti. Bod O, budeme v takovém pfipadé
nazyvat absolutnim hyperkonickym bodem nadplochy (2) a budeme mu ptisuzovat
fad k = 0. V dalsim vSak budeme i absolutni hyperkonické body ze svych tivah vylu-
Sovat, pokud neuvedeme opak, takZe hyperkonicky bod nadplochy bude znamenat
jeji takovy hyperkonicky bod, jehoZ Fad k je pfirozené &islo.

vvvvvv

piipady.

Oskulaéni nadkuzel (1) nemusi byt vZdy jednoduchy, miZe se rozpadat na soucasti,
jejichZ hyperoskulace s nadplochou Y nemusi byt u vSech té€chto souéasti téhoz fadu.
Je pak pfirozené ve smyslu definice 2 pfisuzovat pfislu§nému bodu na nadplose jako
hyperkonickému takovy fad, ktery je minimem fadd hyperoskulaci vSech soudasti
nadkuZele (1). Je viak moZno a n&kdy je to i vyhodné v tomto pripad pfisoudit
hyperkonickému bodu celou soustavu ¥adii podle hyperoskulaci jednotlivych soudasti,

na néZ se hyperoskula¢ni nadkuZel v tomto piipadé€ rozpada.

Definice 3. Necht nadplocha V md ve svém s-ndsobném bodé P oskulaéni nad-
kuZel K, ktery se rozpadd na m nerozloZitelnych souldsti (nadkuzelil) Ky, K,, ..., K,
SHUPHIL Sy, S5 - .., Sy (PFiemZ ovSem plati s, + s, + ... + s, = s) a nechf ddle tyto
nadkuzele maji s nadplochou V v bodé P (v témze poradi) hyperoskulace Fddit ki,
k,, ..., k,. Potom nazyvdme bod P s-ndsobnym hyperkonickym bodem nadplochy Y
s oskulaénim nadkuZelem rozloZitelnym na m souldsti stuprii s, S,, ..., S,, a Fddi
kis kg vy ke

Zavedeme-li potom jest€ oznaceni

.

(3) tj=zsi, j=0,1,...,m_1, tm=0,

i=j+1
zméni se rovnice (2) nadplochy V timto zpiisobem:

Véta 2. Nadplocha V md ve svém bodé O, s-ndsobny hyperkonicky bod s oskulad-

nim nadkuZelem (1) rozloZitelnym na souldsti stuprii s, s,, ..., s, takZe plati
m
(4) fs(xla X325 eeey xr) = Hfsl(xla X250y xr) s
=1
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prifemz ovSem je
m

(5) Z §; =195,
i=1

a oc¢islovdni nadkuZelii je takové, %e jejich odpovidajici Fddy ki, ks, ..., K, tvoFi ne-
rostouct (konec"nou) posloupnost
(6) ki zkyzks2 ... 2kyy = kg

prdvé tehdy, kdyZ nadplochu V lze vyjadFit rovnici

(7) XY(I)—S _.];!fsi(xl, xz, aeey xr) -+

km m
YT L (Xgs X2s e X,) Hlfs,(xl, Xgs eees Xp) +
h=1 i=

km=-1 m—1
+ '"Z XTSTh ML (X Xy e %) T1fsi1s X2s e X,) + oo +
h=km+1 i=1
ki
+ Z x’(l)—s~h . lfh+tx(x1a x27 LR xr) 'fsl(xla xz’ LERE] x,) +
h=kz+1
n-s n
+ Z x'('J—S- . 0fh+to(x1’ X35 o5 xr) = 0,
h=ki+1

kde forma fr, +1+tm- (X1, X2, .-, x,) neobsahuje jiZ jako Cinitele formu f; (%, X3, ...,
x,), forma S i1+ 6ma(X15 X2 .-.» X,) neobsahuje jiZ jako Cinitele formu f, _ (xy,
Xgyeuns xr) a tak ddle, aZ forma fleHo(xl,xz,...,x,) neobsahuje jiZ jako Cinitele
formu fsl(xl’ X9y oens x,).

Ditkaz véty 2 je zcela obdobny dikazu véty 1, aZ na to, Ze ivahy o nadkuZelich, na
n&Z se (1) rozpada, je tfeba provést pro kaZdou jednotlivou soucast zv1aste.

Sklada-li se nadkuZel (1) ze dvou nebo n&kolika soucasti s tymiz hyperoskulacemi,
jsou si ptislusna k; v nerostoucim usporadani (6) rovna, takZe pak je vyraz na levé
strané rovnice (7) v nasem zépise vyjadfen méné& s€itanci o odpovidajici pocet.

MiiZe dokonce nastat i takovy pifipad, Ze oskulaéni nadkuZel (1) obsahuje vice-
nasobnou soudast, pfipadné i nékolik vicenasobnych soudasti. Rovnice nadplochy V
ma pak opét tvar (7), jen na pravé strang soudinu (4) n&ktefi Sinitelé splyvaji, pfidem si
jsou rovny i jejich ¥ady v usporadéni (6), takZe i v tomto pfipad® vymizi n&ktef
séitanci na levé stran& rovnice (7).

Znamy ptipad nastane, jsou-li v8ichni &initelé rozkladu (4) linearni a kdyZ vSechny
nadroviny, které jim odpovidaji, spolu splyvaji. Potom je m = s a v8echna &isla k;
(i = 1,2, ..., m) uspofadani (6) si jsou rovna. Oznagime-li jejich spole€nou hodnotu
k, je bod O, nadplochy V vyjadiené rovnici (7) jeji bod uniplanarni a je to*) s-ndsobny
hyperplanarni bod k-tého fadu nadplochy V.

3) Viz [9], str. 72, definice 5.
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3. O vlastnostech variet, v nich? protinaji nadplochu V nadroviny prochazejici
jejim hyperkonickym bodem, lze vyslovit vtu, ktera plati — podobné€ jako do jisté
miry analogicka véta pro body planarni*) — i pro hyperkonické body trivialni.

Véta 3. Protne-li se nadplocha n-tého stupné V v r-rozmérném projektivnim pro-
storu nadrovinou L, kterd prochdzi jejim s-ndsobnym hyperkonickym bodem k-tého
Fddu P, je bod P bud s-ndsobnym hyperkonickym bodem priiseéné variety U rFddu
aspon k-tého, pFipadné jejim absolutnim hyperkonickym bodem, nebo je bod P
aspori (s + k + 1)-ndsobnym bodem variety U, nikoli vak jiZ jejim bodem hyper-
konickym (leda trividlnim). Tento posledni pFipad miZe nastat jen tehdy, kdy? se
oskulacéni nadkuzel nadplochy V v bodé P rozpadd na souédsti, z nich? aspo¥i jedna je
linedrni.

Dikaz. Zvolme soustavu soufadnic jako ve vété 1, a to tak, aby nadrovina L byla
vyjadfena rovnici

(8) , X4 ‘=0.

Nerozpada-li se oskulaéni nadkuZel v bod€& O, na takové Cinitele, z nichZ aspoti
jeden je linearni, nelze &initele x; vytknout z formy fs(xl, Xoy een x,), takZe O, je
s-nasobnym bodem priseSné variety U pravé tak jako ptivodni nadplochy V. Avsak
f4d hyperkonického bodu O, miiZe byt v tomto piipad€ vyssi, a to nastava tehdy,
Ize-li z formy fy4+1(0, X5, ..., X,) vytknout formu f(0, x,, ..., x,), pfipadn& miize
byt O, i absolutnim hyperkonickym bodem variety U, lze-li £(0, x, ..., x,) vytknout
ze viech forem od f;1541(0, X3, ..., x,) aZ do f£,(0, x,, ..., X,).

Rozpada-li se v§ak oskulacni nadkuZel v bod€ O, na souéasti, z nichZ aspofi jedna
je linedrni, miiZe se stat, Ze forma fS(O, Xy enes x,) je rovna nule, takZe potom bod O,
jealespoii (s + k + 1)-nésobnym bodem variety U. V tomto p¥ipadg viak jiZ neni O,
hyperkonickym bodem variety U, nebot vSechny €leny s takovymi mocninami x,,
jejichZ koeficient obsahuje formu £(0, x,, ..., x,) jako &initele, v rovnici variety U
vymizi.

Poznamka. V dal’im budeme dopln&k o absolutnim hyperkonickém bod& disled-
né vynechavat a misto toho se budeme Fidit imluvou, Ze r8eni hyperkonicky bod fadu
aspotil k-tého bude znamenat bud hyperkonicky bod fadu h-tého, kde je h = k, nebo
absolutni hyperkonicky bod.

Jak se chovaji hyperkonické body k Hessidnu nadplochy, vyjadfuje véta zcela
analogické k obdobné v&t& o bodech hyperplanérnich. )

Véta 4. Je-li bod P s-ndsobnym bodem hyperkonickym k-tého Fddu nadplochy
n-tého stupné V v r-rozmérném projektivnim prostoru (s = 2), nemust byt P vice-
ndsobnym bodem jejiho Hessidnu neZ v pripadé obyéejného s-ndsobného bodu (ij.
trividintho hyperkonického bodu). ‘

4y Viz [9], str. 58, véta 2.
5) Viz [9], str. 72, véta 14.
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Diikaz. PouZijeme-li opét vyjadfeni nadplochy Y jako ve vété 1 rovnici (2), dosta-
neme, vypiSeme-li jeji Hessidn jako determinant (r + 1)-ho stupng, ve viech jeho
prvcich (n — 1 — s)-té mocniny x, kromé& jeho prvkd prvniho sloupce a prvniho
fadku, v nichZ se vyskytuji vesm&s (r — 2 — s)-té mocniny x,. MiiZe tedy byt O, a%
[(r +1).(s = 1) + 1]-ndsobnym bodem Hessianu dané nadplochy V, jako kdyby
byl bod O, oby&ejnym s-nadsobnym bodem této nadplochy.

4. O rozloZitelnosti polar hyperkonickych bodi plati véta, ktera je zna&né analogic-
ké vt o rozloZitelnosti polar dokonce bodt planarnich.®)

Véta 5. Bod P, ktery je s-ndsobnym bodem nadplochy VY n-tého stupné& v r-rozmér-
ném projektivnim prostoru, je jejim hyperkonickym bodem aspori k-tého Fddu prdvé
tehdy, kdyZ jeho (n — s — k)-td poldra k nadplode V, to je jeho poldra (s + k)-tého
stupné, obsahuje jeho (n — s)-tou poldru k nadplose V, to je jeho poldru s-tého
stupné, jako souldst.

Poznamenejme k tomu, Ze véta S plati i pro trividlni hyperkonické body nadploch.

Dikaz v&ty 5. Je-li nadplocha V vyjadfena rovnici (2) jako ve v&t& 1, je (n — s)-ta
poléra jejiho s-nasobného hyperkonického bodu k-tého fadu k této nadplose pifimo
oskulaéni nadkuZel (1) v tomto bod&. Tento oskulaéni nadkuZel hyperkonického bodu
je obdoba teéné nadroviny u bodu planérniho, takZe zbytek dikazu lze provést jiZ
zcela analogicky k diikazu o rozloZitelnosti polar planarniho bodu.”)

P¥i podrobném provadéni tohoto ditkazu (jeZ viak vzhledem k uvedené analogii
neni nijak obtiZné) je tfeba se opfit o pomocnou vétu, ktera je zobecnénim pomocné
véty k uvedenému analogickému dikazu a jejiZ uplné znéni je toto:

Obsahuje-li p-td poldra libovolného s-ndsobného bodu P nadplochy V n-tého
stupné v r-rozmérném projektivnim prostoru oskulaéni nadkuzel nadplochy V
v bodé P jako soucdst, obsahuje tento oskulaéni nadkuZel jako souddst i kaZzdd g-td
poldra bodu P k nadplose V, je-li g = p, pokud existuje.

Diikaz této pomocné véty, ktery lze provést presné tak jako v uvedeném pripadé,®)
v§ak také vynechame.

5. Zajimavy p¥ipad tu nastava, je-li oskulaéni nadkuZel sloZeny jako ve vét€ 2.
Tento oskuladni nadkuZel, to je (n — s)-t4 polara hyperkonického bodu P k nad-
ploSe V, se pak sklad4 podle vztahu (4) ze soudasti, po p¥ipadg i s riznymi hyper-
oskulacemi s danou nadplochou v jejim hyperkonickém bodé. O rozloZitelnosti polir
pak plati véta 5, poklddame-li za ¥a4d hyperkonického bodu minimum hyperoskulaci
vSech souddsti oskulaéniho nadkuZele pravé tak, jak jsme poznamenali v pfedbéZné
tvaze k definici 3. Kromé toho v§ak plati v tomto pfipad€ i dal§i podrobnéjsi vztahy
o rozloZitelnosti polar, jak ukazuje tato véta:

6) Viz [9], str. 64, véta 9.

7) Viz [9], str. 64, véta 9.
8) Viz [9), str. 64, pomocn4 véta.
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Véta 6. Bod P je s-ndsobnym hyperkonickym bodem (tFeba trividinim) nadplochy
V s oskulaénim nadkuZelem K rozloZitelnym na m souddsti’Ky, K,, ..., K, stuphi
515 S35 ---s Sy @ FAdil aspori ky, k,, ..., k,, prdvé tehdy, kdy? jeho (n — s — k)-td po-
ldra, to je jeho poldra (s + k)-tého stupné, k nadploSe V obsahuje pFislusny nad-
kuzel K; jako souddst proi = 1,2,..., m.

Dikaz je analogicky dikazu véty 5.

II. APLANARNI BODY

1. Nalezené vlastnosti polar bodd planarnich,’) hyperplanarnich'?) i hyperkonic-
kych!) jsou pro n& tak charakteristické, Ze jejich pomoci lze dokonce tyto body
i definovat. Na pfiklad lze vyslovit tuto definici ekvivalentni k pévodni definici pla-
narnich bod."?)

Definice 4. Reguldrni bod P algebraické nadplochy V n-tého stupné v r-rozmérném
projektivnim prostoru je jejim plandrnim bodem k-tého rddu prdvé tehdy, kdyZ se
jeho poldra (k + 1)-ho stupné k nadploSe V rozpadd tak, e jednou jeji soucdsti je
linedrni poldra bodu P k nadplose V, aviak takto se nerozpadd jiZ jeho poldra
(k + 2)-ho stupné k nadplose V.

Omezime-li se na trojrozmérny prostor (r = 3) a pak na rovinu (r = 2), dostaneme
nejprve obdobnou definici planarnich bodi algebraickych ploch a pak definici in-
flexnich bodl algebraickych €ar, kterou zvlasté vytkneme:

Disledek. Reguldrni bod P algebraické édry v roviné je jejim bodem inflexnim
k-tého Fddu prdvé tehdy, kdyZ se jeho poldra (k + 1)-ho stupné k dané édFe rozpadd
tak, %e obsahuje jako souldst linedrni poldru bodu P k dané ldre, to je te¢nu &dry
v bodé P, aviak takto se ji nerozpadd jeho poldra (k + 2)-ho stupné k dané &d¥e.

A takto pomoci obdobnych vlastnosti polar 1ze analogicky definovat i body hyper-
planarni a hyperkonické.

K novému druhu bodd dojdeme, upustime-li od poZadavku, aby bod P leZel na
nadplo$e V. Zfejmé i potom miZe mit vlastnost, jiZ jsme pouZili k definici planarniho
(resp. inflexniho) bodu, kterou jsme pravé vyslovili. Zavedme proto tento novy pojem:

Definice 5. Bod P lefici v r-rozmérném projektivnim prostoru mimo nadplochu
n-tého stupné V, jehoZ poldra (k + 1)-ho stupné k nadplose V obsahuje jeho linedrni
poldru k této nadplosSe jako souldst, se nazyvd aplandrnim bodem k-tého Fddu k nad-
plose V.

VSimnéme si nejprve, jak 1ze nadplochu V, k niZ existuje nejaky aplanarni bod k-tého
fadu, zapsat co nejjednodussi rovnici.

) Viz [9], véta 9, str. 64.

10) viz [91, véta 15, str. 72.

11y Véta 5 a véta 6 tohoto Elanku.
12y viz [9], str. 56, definice 1.
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Véta 7. Bod O, lezici mimo nadplochu V n-tého stupné v r-rozmérném projektiv-
nim prostoru je k nadplose V aplandrnim bodem k-tého Fddu prdvé tehdy, kdy? lze
nadplochu V pFi vhodné volbé soustavy soufadnic vyjddFit rovnici:

k n
9 xXp+ 2 X fu(x Xge e x) + Y X5 fiul(Xqs Xpy e x,) = 0.
K=2 r=%+2

Diikaz. ProtoZe O, neleZi na algebraické nadplose V, neleZi ani na své line4rni
polare k této nadplose, takZe tuto polaru lze zvolit za soufadnicovou nadrovinu

(10) Xy =0.

To viak znamena, Ze na levé stran& rovnice (9) odpadaji viechny &leny obsahujici x,
v mocning (n — 1)-ni. Ozna&ime-li dale levou stranu rovnice (9) znakem

(11) F(xgy X5 o5 X,)
bude rovnice (n — k — 1)-ni polary, tedy polary (k + 1)-ho stupng, bodu O, k nad-

plose (9)
(12) 5;’(;:,‘—_—1 F(xq, X1, ..., X,) = 0.

Tato polara je nadplocha (k + 1)-ho stupné a obsahuje nadrovinu (10) jako soudast
pravé tehdy, kdyZ v levé stran rovnice (9) chybi viechny &leny obsahujici x, v mocning
(n — k — 1)-ni. '

Poznamka. Z dikazu véty 7 vyplyva, Ze aplanarni body k-tého fadu k algebraické
nadplo§e — na rozdil od bodd planarnich — nemusi mit Zddnou z charakteristickych
vlastnosti aplanarnich bodd niZSich ¥ad{, coZ zfejmé souvisi s odlisnym chovanim
polar bodd planarnich, hyperplanarnich a hyperkonickych na jedné strané a aplanér-
nich bodt na druhé strané. Plati totiz:

an~k— 1

Véta 8. Nechf bod P leZi v r-rozmérném projektivnim prostoru mimo nadplochu V
n-tého stupné. Obsahuje-li jeho p-td poldra k nadplosSe V jeho linedrni poldru k téze
nadploSe jako souddst, nemusi ji jako souldst obsahovat #ddnd z jeho q-tych poldr
k nadplose V, pokud neni ani g = p ani ¢ = n — 1.13)

2. Je-li v8ak jakykoli bod P leZici mimo nadplochu V aplanarnim bodem k-té€ho
fadu k tého nadplose, neznamena to jesté, Ze by nemohl byt zaroveni aplanarnim bo-
dem i jinych fadd k téZe nadploSe. Zejména dileZity piipad nastane tehdy, je-li P
aplanarnim bodem k nadploSe V vSech fadi aZ do k-tého. Zavedme proto tento
pojem:

Definice 6. Bod P leZici v r-rozmérném projektivnim prostoru mimo nadplochu V
n-tého stupné se nazyvd hlavnim aplandrnim bodem k-tého Fddu k nadplose V, je-li
vzhledem k ni aplandrnim bodem vSech rddi aZ do k-tého, to je vSech h-tych Fddi,
kde h=1,2,...,k.

13) Odlisné chovani poldr bodd plandrnich vyjadfuje v [9] pomocna véta k v&t& 9 na str. 64
a polar bodl hyperkonickych pomocna véta k vété 5 tohoto Elanku na str. 89.
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Poznamka. Podle nasich definic 5 a 6 1ze libovolny bod P leZici mimo danou nad-
plochu V, ktery neni aplanarnim bodem Z4dného h-tého ¥adu k dané nadploge (kde h
miZe byt jakékoli pfirozené &islo), pokladat za aplanarni bod a tfeba i za hlavni
aplanarni bod nultého fadu k dané nadploSe V. Aplanirni body tohoto nultého fadu,
jimZ budeme Yikat aplandrni body trividlni, budeme vSak nadale ze svych tvah vylu-
¢ovat, pokud neuvedeme opak.

Mimo uvedené trividlni aplanarni body lze v§ak podle definice 6 i aplanarni body
prvniho ¥adu k dané nadplose pokladat podle potfeby za hlavni aplanarni body prvni-
ho Fadu k této nadplose.

Véta 9. Bod O, leZici mimo nadplochu V n-tého stupné v r-rozmérném projektiv-
nim prostoru je k nadplose V hlavnim aplandrnim bodem k-tého Fddu prdvé tehdy,
kdyz nadplochu VY Ize pFi vhodné volbé soustavy souradnic vyjddFit rovnici:

(13) X'(; + z x,(')—.h 'fh(xl’ x29 ey xr) = 0 )
h=k+2
kde forma fy4 (x4, X5, ---, X,) neni nulova.

Diukaz vyplyva z definice 6 a z véty 7.

Poznadmka. Kdyby byla forma sz(xl, Xgyeens x,) nulova, ziistal by bod O, hlav-
nim aplanirnim bodem nadplochy V, ale jeho fad by byl vysii nez k. Kdyby byly
viechny formy od této aZ do posledni f,(xy, X5, ..., X,) véetn& nulové, preila by nad-
plocha v n-nésobnou nadrovinu, k niZ by se viechny body leZici mimo ni chovaly tak
Jjako bod O,. V tomto pfipad® budeme fikat, Ze bod O, (a s nim i kterykoli bod leZici
mimo nadplochu) je absolutnim aplandrnim bodem k nadploie V, a budeme mu piisu-
zovat fad aplanarnosti k =o0.

V uvedeném smyslu roz§ifime i na absolutni aplanarni body vyznam r&eni hlavni
aplanérni bod aspoii k-tého fadu, které bude znamenat, Ze jde bud o hlavni aplanarni
bod fadu h-tého, kde h = k, nebo o absolutni aplanirni bod.

Jinak ovem — pokud nepfihliZime k absolutnim aplanirnim bodim — je nejvyssi
moZny fad hlavniho aplanirniho bodu k dané nadplose V n-tého stupné n — 2 pravé
tak jako u bodd planarnich.

U aplanarnich bodfi, které nejsou hlavni, je nejvys§i moZny ¥4d k nadploSe V¥
n-tého stupng& dokonce n — 1. Tento pfipad miZe v§ak nastat jenom tehdy, kdyZ nad-
plocha V, jiZ 1ze samu pokladat za nultou polaru bodu P k této nadploSe, se rozpada
tak, Ze obsahuje jako sougast linearni polaru bodu P k nadplose V, takZe jeji rovnice,
vyjadtime-li ji ve tvaru (9), pak je:

n—1

(14) xp +hzzx’6"' Su(x1s Xy %) = 0.

Podle toho miZe v§ak byt kone¢ny fad aplanarniho bodu P k nerozloZitelné nad-
plose n-tého stupné V nejvyse n — 2, i kdyZ to neni hlavni aplanarni bod.
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3. VSimn&me si nyni utvaru, ktery vznikne, protneme-li algebraickou nadplochu V
jakoukoli nadrovinou prochézejici aplanarnim bodem P k této nadplo$e. Aplanarni
bod P miZe pfitom byt i triviilni. Pfedev§im plati:

Véta 10. Libovolnou nadrovinou L prochdzejici aplandrnim bodem P k-tého Fddu
k nadploSe V n-tého stupné v r-rozmérném projektivnim prostoru je nadplocha V
protata ve varieté U, jeZ md v bod¢ P aplandrni bod k-tého Fddu.

Dikaz. Zvolime-li vhodné soustavu soufadnic, padne bod P do bodu O,, rovnici
nadplochy V lze dat tvar (9) a nadrovina L bude mit rovnici (8). Rovnice prisednice
v nadroving (8) bude pak mit tvar:

k n
(15) X +h‘;2x'c',_h Jil0, x5 x) + Y x0T fi(0, x5, .. x,) =0,

h=k+2
takZe bude vyjadfovat algebraickou nadplochu v prostoru (r — 1)-rozmérném, pro
kterou bod O, je aplanérni k-tého ¥adu, a budou-li po dosazeni z rovnice (8) krom&
formy f, ,, 1 n€které jiné nulové, bude mimo to aplanarnii jinych rada.

Vznika ovSem i opaéné otdzka: Protinaji-li nadroviny L; prochézejici bodem P leZi-
cim v r-rozmérném projektivnim prostoru mimo nadplochu Y n-tého stupné tuto nad-
plochu V v takovych varietich U,, Ze bod P je k nim aplanarni k-tého ¥adu, je také
aplanarni k nadplose V? A dale: Ke kolika nejméng takovym varietdim U; musi byt
bod P aplanarni k-tého fadu, aby z toho plynulo, Ze je aplanirni téhoZ ¥adu i k nad-
plose ¥? Na obé tyto otazky odpovida spolu s v&tou 10 tato véta:

Véta 11. Necht'V je algebraickd nadplocha n-tého stupné v r-rozmérném projek-
tivnim prostoru a bod P leZi mimo ni. Necht ddle bodem P prochdzi k + 2 riznych
nadrovin Ly,L,, ..., L., protinajicich nadplochu V postupné ve varietich U,
U,, ..., Uy, takovych, Ze bod P je ke kaZdé z nich aplandrni k-tého Fddu. Potom je
bod P aplandrni k-tého Fddu i k nadplose V. _

Diikaz. Zvolme soustavu souradnic jako ve vét€ 7. Rovnice nadplochy Y pak bude
mit tvar

(16) Xy + sz'a"' (%55 X250, %) =0
h=

a bod P padne do bodu O,.

Nadrovina L prochézejici bodem O, jejiZ rovnici 1ze vhodnou volbou soustavy sou-
fadnic dat tvar (8), protina nadplochu V ve varieté U, k niz bod O, je aplanarni k-tého
fadu, pravé tehdy, kdy¥ forma fi+1(xy, X5, -, X,) je délitelnd x;, to je levou stranou
anulované rovnice nadroviny L. Ale forma fi. (%, X2, ..., x,), ktera je (k + 1)-ho
stupng, nem@Ze byt délitelna vice neZ k + 1 riiznymi linedrnimi formami — levymi
stranami anulovanych rovnic riznych nadrovin — i kdyZ ji Ize rozloZit na samé linear-
ni &initele, leda kdyZ je nulova. Potom ov§em je bod O, aplanrni k-tého fadu ik nad-
ploSe V, jak jsme chtéli dokazat.

Ponékud jinak ovSem tomu je, je-li P hlavni aplanarni bod k-tého fadu k nadplose
V. Potom plati:
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Véta 12. Libovolnou nadrovinou L prochdzejici hlavnim aplandrnim bodem P
k-tého Fadu k nadplose V n-tého stupné v projektivnim prostoru r-rozmérném (kde r
je aspori 3) je nadplocha protata ve varieté U, k niZ bod P je opét hlavni aplandrni
bod Fddu alespori k-tého.

Dikaz. Zvolme soustavu soufadnic jako ve vété 9, a to tak, aby nadrovina L méla
rovnici (8). Potom rovnice priisednice v této nadroving bude mit tvar:

(17) xXg+ Y xp7 " fi0, x5, ...0x,) =0,

h=k+2
takZe tato priiseCnice je skuteCné algebraickd nadplocha n-tého stupné v nadroving L,
tedy v (r — 1)-rozmérném projektivnim prostoru, kterd méa v bodé O, hlavni apla-
narni bod aspoii k-tého ¥adu, jehoZ linearni polara je (10).

Opakovanim takového protinini dochizime k tomuto zobecnéni véty 12:

Disledek. Libovolnym linedrnim prostorem L (aspori dvojrozmé’rn)?m) prochdze-
jicim hlavnim aplandrnim bodem P k-tého Fddu nadplochy V n-tého stupné v r-roz-
mérném projektivnim prostoru (r 2 3) je nadplocha V protata ve varieté U, ke které
je P hlavni aplandrni bod aspori k-tého Fddu.

Neni v8ak naprosto vyloudeno, Ze by nadplocha Y, k niZ P je hlavni aplanarni bod
k-tého fadu, nemohla byt profata n&akou nadrovinou L prochazejici bodem P v ta-
kové varieté, k niZ bod P by byl hlavnim aplanarnim bodem fadu vyssiho neZ k-tého.
Zavedme proto tento novy pojem:'#)

Definice 7. Nadrovina L prochdzejici hlavnim aplandrnim bodem P k-tého Fddu
k nadplose V n-tého stupné v r-rozmérném projektivnim prostoru a protinajici nad-
plochu VY ve varieté U, k niZ bod P je hlavni aplandrni bod Fddu vy3$siho neZ k-tého,
se nazyvd asymptotickd nadrovina nadplochy V vzhledem k aplandrnimu bodu P.

Asymptotickych nadrovin dané nadplochy V vzhledem k urditému aplanirnimu
bodu P — pokud viibec existuji — je viak jen kone&ny podet, nebof plati:

Véta 13. Je-li P hlavni aplandrni bod k-tého Fddu k nadploSe V n-tého stupné
v r-rozmérném projektivnim prostoru, existuje nejuoyse k + 2 asymptotickych nad-
rovin nadplochy V vzhledem k bodu P.

Dikaz. Zvolme soustavu soufadnic jako ve vété 9. Je-li potom (8) asymptoticka
nadrovina k nadplose (13) vzhledem k hlavnimu aplanirnimu bodu O, plati

(18) fk+2(x1> X325 eees xr) = X3 ‘fk+1(x1’ Xoy oeny x,) .

Naopak je-li moZno formu (k + 2)-ho stupné fy, (X, X5, ..., X,) rozloZit tak, aby
aspoti néktery z Ciniteld tohoto rozkladu byl linearni, odpovida kazdému takovému
diniteli asymptotickd nadrovina, jejiZ rovnici dostaneme, poloZime-li kazdého tako-
vého linedrniho &initele rovného nule. AvSak takovych linearnich &initeld rozkladu
dané formy miZe byt nejvySe k + 2, pfiCemZ kromé toho dv€ma nebo i nékolika

14) Obdobné jako u bodu planarnich v [9], str. 59, definice 3.
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z nich miZe odpovidat tatd¥ asymptotick4 nadrovina. NemiiZe tedy byt vice asympto-
tickych nadrovin neZ k + 2. Ale nemusi existovat dokonce Zddn4 asymptoticka nad-
-rovina, nebot pro r-rozmérny prostor (r = 3) je forma fesa(*15 X3, ..., X,) aspoti ter-
nérni, takZe nemusi byt rozloZitelna nebo jeji rozklad nemusi obsahovat Z4dné linedrni
Cinitele. '
Nyni jiZ miZeme odpovédét na otdzku, zda lze vétu 12 obrétit obdobné& jako jsme
obratili vétu 10 a vysledek formulovali vétou 11.

Véta 14. Necht bod P leZi mimo nadplochu V n-tého stupné v r-rozmérném pro-
Jjektionim prostoru. Necht'ddle k + 2 nadrovinL,,i = 1,2, ..., k + 2, prochdzejicich
bodem P protind nadplochu V ve varietdch U, i = 1,2, ..., k + 2, vzhledem k nimZ
Jje bod P vesmés hlavni aplandrni bod aspori k-tého Fddu, pFicemZ aspo?i k jedné z va-

riet U; necht je P hlavni aplandrni bod prdvé k-tého Fddu. Potom je P hlavnim apla-
ndrnim bodem k-tého Fddu k nadplose V.

Dikaz. Nechf bod P je hlavnim aplanarnim bodem h-tého fadu k nadploSe V
(h = 0). Z véty 13 plyne, Ze nemiZe byt h < k. Z véty 12 pak plyne, Ze nemiZe byt ani
h > k. Nezbyva tedy jind moZnost nez h = k.

Opakovanim postupu uvedeného ve vété€ 14 dochazime k tomuto jejimu zobecnéni:

Dtsledek. Nechf1 < s < r. Je-li nadplocha V n-tého stupné v r-rozmérném pro-
jektivnim prostoru protata (k + 2)"™° linedrnimi s-rozmérnymi prostory L, h =
=1,2,...,(k + 2)7° v samych takovych varietdch U,, h =1,2,...,(k + 2)%,
vzhledem k nimZ je bod P leZici mimo V vesmés hlavnim aplandrnim bodem rddu
aspori k-tého, pFidemz aspori k jedné z nich je Fddu prdvé k-tého, je P hlavnim apla-
ndrnim bodem k-tého Fddu i k nadplose V.

4. Je znamo,'?) Ze inflexni body rovinnych &ar se od planarnich bodi ploch a nad-
ploch poné&kud 1isi chovanim k Hessidnu. Naproti tomu aplandrni body vSech nad-
ploch, tedy i rovinnych Sar, maji vSechny vlastnosti tykajici se chovani k Hessianu
spoleéné, jak ukaZeme.

Véta 15. Je-li bod P leZici mimo algebraickou nadplochu V n-tého stupné v r-roz-
mérném projektivnim prostoru k nadploSe V aplandrnim bodem prvniho Fddu, je
alespori r-ndsobnym bodem jejiho Hessidnu.

Dikaz. Zvolme soustavu soufadnic jako ve vét€ 7. Nadplocha V bude pak vy-
jadfena rovnici (9) pro k = 1.

Stupeti jejiho Hessianu je (r + 1) (n — 2). VypiSeme-li jej jako determinant, budou
viechny jeho prvky obsahovat x, nejvyse s mocnitelem n — 3 kromé& prvkd prvniho
sloupce a prvniho fadku, kde nejvyssi mozny mocnitel u x, je jen n — 4, a¥% na prvni
prvek determinantu (v némz se jeho prvni sloupec k¥iZ{ s prvnim fadkem), ktery obsa-

15) Viz [9], véta 7 a 8.
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huje x, vmocning (n — 2)-hé. Je tedy nejvy3si moZny mocnitel u x, v kterémkoli &lenu
determinantu

(19) mn=2)+r. n=-3)=@r+1).(n-2)-r,
a protoZe stupefi Hessianu je (r + 1) (n — 2), je O, jeho bodem alespoi r-nasobnym.

Véta 15 vyjadfuje nutnou podminku, kterou musi bod P, leZici mimo nadplochu ¥
v r-rozmérném prostoru, splitovat, aby mohl byt aplanarnim bodem prvniho Fadu
k nadplose V. Tato podminka vak neni postacujici, dokonce ani pro r = 2, to je pro
aplandrni body vzhledem k &ardm v roving.!®) UkaZeme to na p¥ikladé.

Agkoli kubicka ara ’

(20) xy + Xo(4x] + 12x,x, + 9x3) + 36x3x, + 108x,x3 + 81x3 = 0

neprochézi bodem O a tento bod je dvojnasobnym bodem jejiho Hessidnu, pfeci neni
bod O, k dané kubické ¢afe aplanarni.

O chovéni aplanarnich bodd vy$ich ¥add (pokud nejsou hlavni) k Hessidnu pii-
slu§né nadplochy v libovolném projektivnim prostoru dostdvame vysledek sice zé~
porny, ale dosti prekvapujici.

Véta 16. Je-li P aplandrnim bodem (nikoli hlavnim) nékterého vyisiho k-tého Fddu
(2 £ k £ n - 2) k nadplose Y n-tého stupné v r-rozmérném projektivnim prostoru,
nemust byt bod P bodem Hessidnu nadplochy V.

Dikaz. Zvolime-li soustavu soufadnic jako ve vété 7, bude nadplocha V vyjadiena
opét rovnici (9), ale pro k 2 2.

Rozepifeme-li jeji Hessidn jako determinant (r + 1)-ho stupné, mohou viechny
jeho prvky obsahovat x, v nejvy$$i mocning (n — 2)-hé kromé& prvki jeho prvniho
sloupce a prvniho fadku, jeZ obsahuji x, nejvyse v mocning (n — 3)-ti, aZ na prvni
prvek determinantu (v ném# se prvni fadek k¥iZi s prvnim sloupcem), ktery obsahuje
Xo Vv mocning (n — 2)-hé. Mohou tedy n&které &leny determinantu obsahovat xq
v nejvy$§i mocning aZ (r + 1) (n — 2)-hé, co¥ je stupeii determinantu.

Naproti tomu hlavni aplanirni body nadplochy jsou vZdy body jejiho Hessidnu, a to
dokonce vicendsobnymi.

Véta 17. Je-li bod P hlavni aplandrni bod k-tého Fddu k nadplofe V n-tého stupné
v r-rozmérném projektivnim prostoru, je bod P alespoi k . r-ndsobnym bodem jejiho
Hessidnu.

Dikaz. Zvolime-li soustavu soufadnic jako ve vété 9, bude mit nadplocha V rovnici
(13) a jeji Hessian jako determinant bude ve viech svych prveich obsahovat x4 v nej-
vy$8i mocning (n — k — 2)-hé krom& prvki svého prvniho sloupce a prvniho fadku,
kde x, bude v nejvy$i moZné mocning (n — k — 3)-ti s vyjimkou prvniho prvku
determinantu (v némZ se prvni sloupec ki s prvnim ¥adkem) obsahujiciho x, v moc-
ning (n — 2)-hé. Nejvy$§i mocnitel u x, ve kterémkoli &lenu determinantu tedy je

m=2)+r.(n~k=2)=@rF+1)(n-2)—k.r.

16) Na rozdil od inflexnich bod €ar, jak uvadi napf. [9], véta 8, str. 63.
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A protoZe stupeii Hessianu je (r + 1) (n — 2), obsahuje Hessian bod O, aspoii v na-
sobnosti k. r.

Poznédmka. ProtoZe kaZdy aplanirni bod prvniho fadu lze povaZovat za hlavni,
vyplyvé véta 15 z véty 17. Ukazali jsme viak, Ze véta 15 udéva jen nutnou podminku
toho, aby bod leZici mimo nadplochu k ni byl aplanarni prvniho fadu. Tato podminka
neni postaujici, a to dokonce ani v nejjednodud§ich ptipadech (pro n = 3, r = 2). Je
tedy podminka vyjadfena vétou 17 také jen nutn4, nikoli postadujici, takZe ani vétu 17
podobné jako vétu 15 nelze obratiti.

O tom, jak se chovaji k Hessidnu hlavni aplandrni body nejvy$§iho moZného fadu,
tj. (n — 2)-ho, k nadplo¥e V n-tého stupn& v r-rozm&rném projektivnim prostoru, lze
usoudit z véty 17, kam za k dosadime n — 2.

Diisledek. Je-li P hlavni aplandrni bod (n — 2)-ho Fddu — tedy nejvysstho moz-
ného Fddu — k nadplose V n-tého stupné v r-rozmérném projektivnim prostoru, je P
alesposi (n — 2).r-ndsobnym bodem jejtho Hessidnu.

To viak neni vie, co Ize o chovani téchto bodi k Hessidnu nadplochy Fici. Napise-
me-li p¥islusny Hessidn v podob& determinantu (r + 1)-ho stupng, zjistime na prvni
pohled, Ze jak v jeho prvnim fadku, tak v jeho prvnim sloupci jsou samé nuly, aZ na
prvni prvek determinantu (v némz se tyto fady k¥iX), ktery je n(n — 1). x5~ 2. Ostatni
prvky determinantu proménnou x, jiZ viibec neobsahuji. Nadrovina (10) je vSak
linearni polara bodu O, k nadploge V, a tato nadrovina je tedy v Hessianu nadplochy
V obsaZena jako (n — 2)-nasobné soudést. Z toho plyne:

Véta 18. Linedrni poldra hlavniho aplandrniho bodu nejvy$siho Fddu — tj.
(n ~ 2)-ho — k nadploe n-tého stupné V v r-rozmérném projektivnim prostoru je
(n — 2)-ndsobnd souddst jejiho Hessidnu.

5. Na zéklad& nalezenych vlastnosti aplandrnich bodi miZeme udat postup,'”)
kterym lze k dané &afe, ploSe nebo nadplose uréené rovnici najit v§echny hlavni body
aplanarni.

Jde-li 0 nadplochu v r-rozmérném projektivnim prostoru, lze podle véty 17 nejprve
uréit viechny takové body, které mohou byt hlavnimi aplanarnimi body aspoii prvniho
fadu k dané nadplode pomoci jejiho Hessidnu; jsou to ty body, které leZi mimo danou
nadplochu a jsou alespofi k. r-ndsobnymi body jejiho Hessidnu, kde k je jakékoli pfi-
rozené &slo. Cislo k pak uddva nejvy$§f mo¥ny ¥ad p¥islu§ného bodu, je-li hlavnim
aplandrnim bodem k dané nadplofe. Zda tomu viak tak skutedné je, nutno ovéfit —
neni-li to patrné na prvni pohled zrovnice nadplochy — uZitim polar nalezeného bodu.
Jejich pomoci lze také s kone€nou platnosti rozhodnout o fadu viech nalezenych
aplanédrnich bodi.

K uréeni viech hlavnich aplandrnich bodid k dané nadplose VY n-tého stupn& v r-roz-
mérném projektivnim prostoru se tedy nabizi tento postup:

17y Podobné jako u bodd plandrnich: [9], str. 69.

97



Nejprve napiSeme rovnici Hessidnu dané nadplochy a uréime vechny jeho body
alespoil r-ndsobné, které neleZi zaroveii na dané nadploSe. Dale napiSeme rovnice
linedrnich a kvadratickych polar k dané nadploSe vech bodi takto nalezenych.
Kazdy z nich, jehoZ kvadraticka polara se rozpada tak, Ze obsahuje jako souddst jeho
linearni polaru, je hlavnim aplanarnim bodem alespoii prvniho fadu k dané nadploge.
Z nalezenych aplanérnich bodi alespoti prvniho fadu k dané nadplose vybereme ty,
které jsou alespofi 2r-nasobnymi body jejiho Hessianu, a napi$eme rovnice kubickych
polar vSech takto vybranych bodd k dané nadplose. KaZdy z nich, jehoZ kubickd po-
lara obsahuje jako soudast jeho polaru linearni, je hlavni aplandrni bod alespon dru-
hého Fadu k dané nadplose; zbyvajici body jsou hlavni aplanarni body prvniho fadu
k dané nadploSe. Z nalezenych hlavnich aplanarnich bodl alespofi druhého Fadu
k dané nadplose vybereme podobné& — uZitim alespoil 3r-nasobnych bodd Hessidnu
‘a pak polar étvrtého stupné — vSechny ty body, které jsou hlavnimi aplandrnimi body
alespon tfetiho fadu k dané nadploSe, pfiemZ ty, které zbudou, jsou k nf hlavni apla-
narni body druhého fadu; a tak pokralujeme dale, aZ jiZ z bod naposledy nalezenych
nelze déle vybrat hlavni aplanarni body vys§iho fadu. Ur&it& takto skonéime nejpoz-
d&ji u fadu (n — 2)-ho, je-li stupei dané nadplochy n. Ale tim bude také nas vikol
ukoncen.

Podotknéme je$té k tomuto postupu, Ze jej nelze nikde zkratit ani zjednodus§it tak
jako tomu bylo pfi uréovani inflexnich bodid &ar v roving, nebof vétu 17 nelze ani
v nejjednodusSich pfipadech obréatit.

Pfiklad 1. Ureme vSechny hlavni aplanirni body k ekvianharmonické kubické
plose
(21) | X34+ x3+x3+x3=0.
Jeji Hessian je »
(22) ’ Xg.X{.Xp.X3=0

a jeho trojnasobné body jsou vrcholy soufadnicového simplexu, body O,(1, 0, 0, 0),

04(0,1,0,0), 04(0, 0,1, 0) a 05(0, 0, 0, 1). Kvadratickd polara kaZdého z nich k dané
nadploe je jeho dvojnasobna polara linearni. Jsou to tedy vesmés aplanarni body
(prvniho radu) k dané nadplose.

Pfiklad 2. Uréeme vSechny hlavm aplanérm body k plose vyjadfené analogickou
rovnici patého stupné:

(23) ' X34+ x;+x3+x3=0.

Jeji Hessian je

(24) . xs.x3.x}.x3=0,

takZe body Hessianu, které jsou na ném aspori trojnidsobné, leZi na rovinach soufadni-

cového simplexu a vypliiuji je.
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Lze vak snadno ukdzat, Ze Zidny bod leZici na kterékoli z téchto rovin mimo jeji
priseénice s ostatnimi neni hlavnim aplanarnim bodem dané plochy (23). Kdyby
tomu totiZ tak bylo, musela by existovat takova tii &isla yy, y,, y3 vesmés nenulova

(25) Yi-Y2.y3 %0,
e bod Y(0, y,, y;, ¥3) by byl hlavnim aplandrnim bodem (aspoii prvniho fadu)
k dané ploge (23). Potom by oviem kvadraticka polara
(26) yioxt+ ) xi4pyxi=0
bodu Y k ploe (23) musela obsahovat jeho linearni polaru k téZe ploge
(27) Vi oXg 4+ x4+ p3.xy=0
jako soudast, coZ znamen4, Ze by musela existovat takova tii &isla a, b, ¢, o nichZ by
platilo
(28) yi.xt 4 y3.x3 + p3.xd = (ax, + bxy + oxy) (0. x4+ ¥3x, + ¥Exs).
Cisla a, b, ¢ by pak splitovala podminky
(29) ayt =1, byi=yi, a5=73,
ays + byt =0, ayy + eyt =0, byt +cy; =0,
coZ znamend, Ze by podle prvnich t¥i z nich platilo

(30) a=l- bm»L, c=s1—,

Y1 Y2 V3
aviak po dosazeni odtud do poslednich tif rovnic ze soustavy (29) bychom dostali
(31) VRV g M BEX
Yi¥a Y13 Yays

Tyto posledni tfi rovnice nemohou viak o soufadnicich bodu Y(0, yy, y,, y3) z4-
rovefi platit, nebof na piiklad podle poslednich dvou z nich by pak muselo byt y§ =
= y} = — y3, coZ dosazeno do prvni by znamenalo y] = yj = 0, tak¥e by bylo
i y, = y; = 0, ale to odporuje pfedpokladu (25).

Tim je ukdzano, Ze plocha (23) nemé hlavni aplandrni body (leda trivialni) mimo osy
soustavy soufadnic,

UkéZeme nyni déle, Ze ani na osich soustavy soufadnic nema plocha (23) Z4dné
aplandrni body mimo vrcholy soufadnicového simplexu. Kdyby tomu totiZ tak bylo,
existoval by mimo danou nadplochu na pfiklad takovy bod Z(O, Zy, Zq, O), o jehoZ
soufadnicich by platilo

(32) 212, ] 0
a jeho? linedrnf poldra k dané nadplose
(33) 73X +25.%, =0
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by byla soudésti jeho polary kvadratické
(34) z3.x24+23.x2=0,
takZe by existovala takova dveé &isla p, g, o nichZ by platilo
23 .x} + 23 . x5 = (pxy + qx,). (21 . %; + 23 . x,) ;

to znamena, Ze Cisla p, q by spliiovala podminky

(39) zi = pzt, 23 =qz3, O=qzj+ pz5.
Podle prvnich dvou by pak muselo byt

1 1
(36) p=—, q=—,

zy z,

coz dosazeno do tfeti ze soustavy (35) dava

4 4 5 5
(37) 0=, 2_ntn

Z,  Z4 Zy .2,

ale zj + z3 nemiZe byt rovno nule pro Z4dny bod Z(0, z,, z,, 0), ktery lei mimo da-
nou plochu (23). Nalezli jsme tedy, Ze plocha (23) miZe mit na osach soustavy sou-
fadnic mimo vrcholy soufadnicového simplexu jen body planarni, nikoli v§ak body
aplandrni.

Zbyvaji tedy jiZ jen vrcholy soufadnicového simplexu body O,(1, 0, 0, 0), 01(0, 1,
0, 0), 0,(0, 0, 1, 0)a 054(0, 0, 0, 1). VSechny tyto &tyfi body jsou hlavni aplanarni body
dané plochy, jak se lze pfesvédcit uZitim jejich polar. Jejich pomoci lze také zjistit, Ze
jde vesmé&s o hlavni aplanarni body tfetiho to je nejvyssiho moZného fadu k dané plose
patého stupné. Je to v§ak moZno zjistit také jedinym pohledem z tvaru rovnice dané
plochy (23).

6. Jak bylo vidét z obou uvedenych piikladii, mohou leZet planarni body ploch na
polaradch hlavnich aplanarnich bodd, zejména nejvysSiho fddu, k danym plocham.
Podobné je tomu i u nadploch ve vicerozmérnych prostorech. Ve dvojrozmérném pro-
storu plati dokonce jest€ vice:

Véta 19. Linedrni poldra hlavniho aplandrniho bodu P nejvyssiho rddu k dané
&dFe n-tého stupné v roviné protind tuto édru v samych inflexnich bodech nejvyssiho,
tedy (n — 2)-ho Fddu. Inflexni teény dané édry ve vSech téchto priisecicich prochdzeji
danym hlavnim aplandrnim bodem P.

Diikaz. Zvolme bod P v bodé O, soustavy soufadnic. Potom lze podle véty 9
napsat rovnici ¢ary ve tvaru
(38) X + flx1, %5) = 0.

Prochazi-li tato 4ra vrcholem soufadnicového simplexu 0,4(0, 1, 0), CehoZ lze vidy
dosahnout vhodnou volbou soustavy soufadnic, ma forma f, z rovnice (38) tvar

(39) S35 X5) = ayx} 7 %, + apx) 7 2x3 + .+ ax)
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a tena &éry (38) v jejim bod& O, ma pak rovnici
(40) X, =0,

Piimka (40) prochazi bodem O, a danou &iru (38) protina v bod& O, n-nésobng,
tak¥e O, je skutetnd inflexnim bodem dané &ry (38) nejvy$tiho moZného to je
(n — 2)-ho ¥adu (je jejim bodem Eckardtovym). ProtoZe pak lze vZdy vhodnou volbou
soustavy soufadnic dosdhnout toho, aby libovolny priseéik dané ¢ary s polarou apla-
narniho bodu nejvyssiho fadu k této ¢afe byl bod O, pfi zachovani tvaru jeji rovnice
(38), je dokazana vlastnost spoletna viem prisetikdm &ary (38) s pfimkou (40).

V prostorech vicerozmérnych neplati sice véta analogicka k v&t€ 19, ale pfecii tam
zlstavaji nékteré vlastnosti hlavnich aplanarnich bodi a jejich polar zachovany. Proto
je vyjadfime jedinou vétou platnou pro vSechny prostory r-rozmérné, kde r je jakékoli
pfirozené Cislo.

Véta 20. Je-li P hlavni aplandrni bod nejvysstho mozného rFddu (n—2)—hb k nad-
plose V n-tého stupné v r-rozmérném projektivnim prostoru, existuje v tomto prostoru
grupa G cyklickych kolineaci stfedovych se stfedem v bodé P a s nadrovinou samo-
druZnych bodii L, jeZ je linedrni poldrou bodu P k nadploseV, jejiZ kolineace maji tyto
vlastnosti:

a) Ke kazdé z kolineaci grupy G je nadplocha V invariantni.

b) Libovolnd pfimka p prochdzejici bodem P protne nadplochu V (pokud neni
jeji te¢nou) v bodech n-bodového cyklu, vytvofeného na ni libovolnou z kolineact
grupy G, pokud je cyklickd n-tého stupné.

¢) Libovolnd pfimka p, spojujici bod P se kterymkoli bodem Q leficim na priiseé-
nici nadplochy V s nadrovinou L, je teCnou nadplochy V, kterd s ni md spolecny
n-ndsobny bod Q. '

Dikaz. Zvolme soustavu soufadnic jako ve v&té€ 9, takZe bod P padne do vrcholu
0, soustavy soufadnic, jeho linearni polara L 'bude mit rovnici (10) a nadplocha V
bude vyjadfena rovnici (13), do niZ za k je tfeba dosadit n — 2, to je rovnici

(41) Xp + ful*1s X255 X,) = 0.
Libovolnd kolineace vytvafejici grupu G bude pak vyjadfena soustavou rovnic
(42) . . Xo = Xo, Xy = &%,

pro h=1,2,...,r, kde ¢, znadi libovolnou n-tou primitivni odmocninu z jedné
(kteréhoZto ozna&eni budeme uzivat i déle).

O vlastnosti a) je moZno se okamZit& piesv&dgit dosazenim.

Abychom dokazali i vlastnost b), provedme v nadroving (10) transformaci sou-
fadnic tak, aby priise¢ik piimky p s nadrovinou (10) padl do bodu O, soustavy sou-~
fadnic (pokud v ném jiZ pivodng neleZel). M4-li pak forma f,, tvar

(43) fn(xl’ Xy eees xr) = ax,i + bx'{_ 1X2 + ey,
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budou prisediky pfimky p s nadplochou V body
(44) Py(c, &, 0,...,0), Py(c,&2,0,...,0), ..., Pfc,€,0,...,0),

kde ¢ = (/'; Zfejmg jsou body Py, P,, ..., P, sefazeny libovolnou kolineaci (42)
v n-bodovy cyklus.

Padne-li koneéné n&ktery z priseéikii pfimky p s nadplochou V — bodid P,,
Py, ..., P, — do bodu Q(0, 1,0, ..., 0) na nadroving L s rovnici (10), tj. do'n&kterého
samodruZného bodu kolineace (42), ztotoZni se v ném se viemi ostatnimi body cyklu,
ktery vytvari, to je se vSemi ostatnimi prisediky pfimky p s nadplochou V. Tim je
i vlastnost ¢) dokazéna.

Véta 21. Je-li P hlavni aplandrni bod nejvy$siho, tj. (n — 2)-ho Fddu k dané
nadploe V n-tého stupné v r-rozmérném projektivnim prostoru, existuje — aZ na
jednu nadplochu — cely svazek nadploch majicich vesmés vsechny vlastnosti nad-
plochy V, o nich% jednd véta 20. Je-li pFitom (41) rovnice nadplochy V, je rovnice
libovolné nadplochy tohoto svazku ' ;

(45) x’(l) +ﬂ"fn(xla x2"'-sxr)=0:
z néhoz je jen kuZelovd nadplocha

(46) SulX45 X2, o0y X,) =0
vyrata.

Dikaz. Zavedme pro druhého sgitance levé strany rovnice (45) oznadeni

(47) Ao fulXgs Xgs oeey Xp) = Fo(Xg, Xg, 0y X,) -
Potom nadplocha (45) bude vyjadfena rovnici ‘
(48) ' x’(l) + Fn(xls x23 e X,) = 0 3

to je rovnici téhoZ tvaru jako je (41), takZe nadplocha, ktera je ji vyjadfena, ma vSe-
chny vlastnosti nadplochy V s rovnici (41), o nichZ jedna véta 20.

Poznamka 1. Jednotlivé nadplochy soustavy (45) vytvareji svymi priiseCiky s riz-
nymi pfimkami p prochézejicimi bodem O, riizné bodové cykly kolineace (42).

Poznamka 2. Je-li nadplocha V, o niZ jedna véta 20, kvadraticka, lze libovolny
bod P, leZici mimo ni, pokladat za hlavni aplanarni bod nejvysSiho tj. 0-tého radu
k nadploe. Vlastnosti a), b), ¢) z véty 20 jsou pak zndmé harmonické vlastnosti pélu
a polary kvadratické nadplochy. Tento pfipad je jediny, kdy kolineace grupy G
i bodové cykly, které vytvareji, mohou byt pfi redlném bodu P a jeho realné polafe
realné.
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PesromMme

HEKOTOPBIE OBOBIIEHM S ITNTAHAPHBIX TO‘IEK.

KAPEJI IIWHIEJIAPX (Karel Sindeld?), XKumma

IToHsiTHEe MTaHAPHOH TOYKH OO60OINEHO, C OJHOM CTOPOHBI, Ha MHOI'OKPATHBIE
TOYKH TUIEPIOBEPXHOCTEH, HA TAaK HAa3bIBAEMEIE 2unepKOHUYeCKue moyKu, C IPYroi
CTODOHBI, Ha TOYKH, JIeKAIWe MHMO THIEPIOBEPXHOCTH, KOTOpbIE Ha3BIBAIOTCSH
ANnAaHapHbLIMU MOYKAMU K THIIEPIOBEPXHOCTSIM.

BBens ompepmeneHue mMOpSOKa TakKMM 0Opa3oM OOOOGINEHHBIX TOYEK, MBI BHIUM,
4TO HOPSIOK IHIEPKOHUYECKUX TOYEK — 3TO MHOTIa Lebld psin mopsinkoB. HanmpoTus
anyaHapHBle TOYKH HEKOTOPOrO MOpsOKa HE MMEIOT B o0weM Ciyyae CBOMCTBa
aIUTaHapHBIX TOYeK Bcex 6oree HU3KUX MopsaakoB. Ho ecim Takue CBOMCTBa BCE-TakKu
HMMEIOTCH, TO TOYKY HA3BIBAIOTCS 21A6HbIMU ANAAHAPHVIMU MOUKAMU.

HoxaspIBaeTcs, 9T0 BCSKAs THIEPIUIOCKCTD, MPOXOASINAS Yepes THIIEPKOHHYECKYIO
TOYKY k-rO TMOPSAAKA 3aJaHHOM TMIEPHOBEPXHOCTH, NEpEceKaeT FHIIEPIOBEPXHOCTH
B MHOT000pa3uH, y KOTOPOro 3Ta TOYKa MIIH SBJISeTCS THIEPKOHIMYECKOH 0 Kpaitnei
Mepe k-ro mopsjika, WK ee KPaTHOCTh Ha MHOrooOpasuy yBeJMIuBaeTCs 0 KpaiHeh
Mmepe Ha k. .

B OTMYME OT IUTAHADHBIX TOYEK MHOTOKDATHOCTH THIIEDPKOHHYECKHX TOYEK
y IeCCHsHA TUIEPIOBEPXHOCTH BOOOILE HE IPEeBHINaeT MHOIOKPATHOCTh aHaIOIH4-
HBIX KOHHYECKHX TOYEK.

Ho noJipsl rUnepKOHMYECKHX TOYEK K THIEPIIOBEPXHOCTH pacHmalaloTcs BechbMa
IO AOOHBIM 06pa30OM.

Ha pacmajgeswd moisip OCHOBEIBAETCS onpenenenne alUTaHApHBIX M TJAaBHBIX
anIaHapHBIX TOYEK.

INmeprutockocTy, TpoXoasIiye Yepe3 amIaHapHbIC M IJIaBHEIE arlIaHApHBIE TOYKH
K T'HIIEPIIOBEPXHOCTH, IIePECEKaIOT IMIIEPIOBEPXHOCTS B MHOrooGpasuy, y KOTOporo
MOPSIOK TaKOH amlaHAPHOM TOYKM HUKOI[A He YMEHbIIAeTCA.

ITockonbKy meno KacaeTcs recCHsHa, OKa3bIBAEeTCSA YTO BCAKAs INIaBHAS aIliaHap-
Has TOYKa k-ro MOpPSIKA K FANEePIOBEPXHOCTH B F-MEPHOM NPOSKTHBHOM NPOCTpPaH-
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CTBe SBIAETCA Kk.r-KpaTHO# TOUKoO# ee reccusma. Ho 3To ycroBue aniaHapHOCTH
TOYKM BCETJAd TOJHKO HEOOXOAMMO M HHKOTZAA HE JOCTATOYHO B OTJIMYHE OT TOYEK
neperu0a KpUBHIX HA IUIOCKOCTH. ’

3aTeM yka3aH METOJ ONpPEeNeNeHHs BCEX IJIaBHBIX armanapnmx TOYEK K 3az(aHHon
IOBEPXHOCTH MM IHIeprnoBepxHOCTH. Cnocol HaXOXISHUSA IOKa3aH Ha IpHMepe
SKBHAHIaPMOHWIECKOH KyOugeckoi nonepxnocm ¥ Ha aHAJOTHYHOM ITOBEPXHOCTH
S-ro mopsnxa.

B 3axiroueHve IepeYrcIeHbl HEKOTOPhIe CBOMCTBA IJIaBHBIX allNIAHAPHBIX TOYEK Ca-
MOT'0 BBHICIIETO NOPsIAKA: UX CBA3HOCTD C INIaHAPHBIMU TOYKaMH, KOTOPast OYeHb SIBHA
B INTOCKOCTH, TO €CTh C TOYKaMH meperuba; 3aTeM rapMOHUYECKHE CBOHCTBa TakKHX
TOYEK H KX IOJIAP K FMIEPIOBEPXHOCTH, KOTOPHIE SBISIOTCS 00001IeHHeM rapmMo-
HAYECKHX CBOMCTB TOYKM M €€ HOJSIPHI K TMIepIOBEPXHOCTH 2-TO NOPsAKa.

Résumé
QUELQUES GENERALISATIONS DES POINTS PLANAIRES

KAREL SINDELAR, Zilina

La notion de point planaire est généralisée d’une part aux points multiples des
hypersurfaces, d’est-a-dire a leurs points hyperconiques, d’autre part aux points hors
des hypersurfaces qu’on appelle points aplanaires par rapport aux hypersurfaces.

Passant & la définition d’ordre de ces points généralisés, on voit que les points
hyperconiques peuvent avoir quelquefois en méme temps toute une série d’ordres. Par
contre, les points aplanaires d’un-ordre déterminé n’ont pasen général toutes les pro-
priétés des points aplanaires de tous les ordres infénieurs. S’il y en a pourtant, on les
appelle points aplanaires principaux.

On démontre que chaque hyperplan passant par un point hyperconique d’ordre k
d’une hypersurface coupe ’hypersurface dans une variété sur laquelle ce point est soit
hyperconique d’ordre k au moins soit de multiplicité augmentée de k au moins.

Par opposition aux points planaires, la multiplicité des points hyperconiques sur la
hessienne de ’hypersurface ne dépasse en général celle des points coniques analogues.

Au contraire, les polaires des points hyperconiques se décomposent d’une maniére
bien analogue. .

Sur la décomposition des polaires s’appuye méme la définition des points aplanaires
et des points aplanaires principaux.

Les hyperplans passant par les points aplanaires et les points aplanaires principaux
par rapport a une hypersurface coupent I’hypersurface dans des variétés sur lesquelles
I’ordre d’un tel point aplanaire ne diminue jamais.

Quant’ a la hessienne, on démontre que chaque point aplanaire principal d’ordre k
par rapport a une hypersurface dans I’espace projectif 4 r dimensions est un point

104



k. r-tuple de sa {hessienne. Mais cette condition nécessaire n’est jamais suffisante
par opposition aux points d’inflexion des courbes.

Ensuite, on donne une méthode de déterminer tous les points aplanaires principaux
par rapport & une surface ou hypersurface. On démontre ce procédé en déterminant
tous les points aplanaires par rapport a la surface cubique équianharmonique et & une
surface analogue d’ordre 5.

On termine par énumérer quelques propriétés des points aplanaires d’ordre su-
préme: c’est leur connexité avec les points planaires, trés bien évidente dans le plan,
c’est-a-dire avec les points d’inflexion; et finalement les propriétés harmoniques
de ces points et de leurs polaires & ’hypersurface qui ne sont qu’une généralisation
des propriétés harmoniques d’un point et de sa polaire & une hypersurface quadra-
tique.
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