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Casopis pro p&stovani matematiky, rot. 88 (1963), Praha

REFERATY

POJEM ZAVISLOSTI V ALGEBRE

(Referit o pfednasce VLASTIMILA DLABA, konané 21. kvétna 1962
na matematicko-fyzikalni fakults KU)')

Problému axiomatizace pojmu zivislosti v matematice byla zasvécena ¥ada praci.
Metody feSeni této otdzky — &asto dané ti€elem, pro ktery je pfisluSny axiomaticky
systém konstruovin — li¥i se mnohdy jiZ volbou primitivniho nedefinovaného objektu
(i kdyZ systémy jsou n&kdy ekvivalentni). Bindrni relace ,,prvek (i mnoZina) zavisi na
mnoZin&*“?) je primitivnim objektem jednoho z prvnich axiomatickych systémd,
systému B. L. VAN DER WAERDENA (Moderne Algebra I, 1937) a velmi pfibuznych
systémtt O. TEICHMULLERA (1939), G. PIcKERTA (1951), A. KERTESZE (1960), M. N.
BLEICHERA a G. B. PRESTONA (1961) a2 K. G. JoHNsONA (1961); axiomatické systémy
zaloZené na pojmu nez4vislé (& zavislé) mnoZiny studoval H. WHITNEY (1935), T. Na-
KASAWA (1935—1936), O. HAUPT, G. NGBELING a CHR. Pauc (1939) a R. RADO (1943)
a systémy zaloZené na pojmu ,,hodnostni‘ funkce H. Whitney (1935) a R. Rado (1949);
axiomatizaci zavislosti pomoci uspotadéni (svazi) podal S. Mac LANE (1938), pomoci
operace uzavéru N. BOURBAKI (1950) a J. ScumIDT (1956) a pomoci algebraickych
operaci E. MARCZEWSKI (1958—1960). P¥ednésejici zhodnotil jednotlivé axiomatické
systémy a osvétlil hlavné dileZitost ,,tranzitivniho axiomu‘ (uvedeného Casto v riiz-
nych implicitnich forméch) p¥i studiu zavislosti a odvozeni zékladniho invariantu —
hodnosti (dimense, stupng).

Kromé jinych otazek zahrnuje problém axiomatizace zavislosti nasledujici dva dile-
Zité€ body:

(a) zahrnuti riznych specidlnich pojmt zavislosti (linearni zavislosti ve vektoro-
vych prostorech, algebraické zavislosti v teorii t&les, zavislosti v Abelovych grupach
apod.) a

(b) mozZnost vybudovani obecného invariantu — hodnosti & dimense uvaZované
struktury.

K porovnani riiznych axiomatickych systémi se tudiZ nabizi toto hrubé kritérium:
S jakym tusp&chem spliiuje dany axiomaticky systém poZadavky (a) a (b). Z tohoto

1) Pfednisku s obdobnym tématem proslovil autor za svého pobytu v NDR dne 20. ervna

1962 v 1. Matematickém institutu university Martina Luthera, Halle-Wittenberg.
2) Casto je u¥ito ve formulaci misto mnoZin, posloupnosti.
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hlediska maji shora uvedené systémy spole€ny rys: systémy, umoZiiujici splnéni pod-
minky (b), jsou aZ na jisté modifikace (zahrnujici roziifeni na nekoneéné mnoziny)
ekvivalentni van der Waerdenovu axiomatickému systému. Zadny z nich tudiZ ne-
pokryva dileZity pojem zavislosti v Abelovych grupach, studovany nezavisle T. SzE-
LEM a autorem.

Jadrem pfednasky bylo zavedeni relace zavislosti, ktera je zobecnénim dosavadnich
pojmi a zahrnuje téZ grupovou zavislost. Jde o feSeni problému poloZeného T. Szele
v J. reine angew. Math., 188 (1950), 167—192. Primitivnim objektem je relace ,,prvek
zavisi na mnoZiné*, tj. bindrni relace mezi danou mnoZinou a jeji potenéni mnoZinou.
Tato relace urluje jednoznalné tfidu vSech nezévislych mnoZin, avSak opak neplati.
V tomto smyslu je zvoleny postup a priori obecn&jsi neZ pfi jiné volb& primitivaiho
objektu.

Piednadejici zavedl pojem OA-zavislostni struktury, jakoZto mnoZiny S s OA-
zavislosti, tj. binarni relaci & < § x PS mezi S a potenéni mnoZinou P3, kterd
spliiuje jistych 6 axiomi (I) —(VI). Krom& prvnich dvou podminek, uréujicich chovani
tzv. neutrdlnich a singularnich prvki a vyjadfujicich finitni charakter zavislosti
(a zarudujicich existenci maximalnich nezévislych mnoZin), odpovidaji zbyvajici pod-
minky axiomim van der Waerdena. Tak (III) spolu s (VI) odpovid prvnimu a (IV) je
zobecnénim druhého van der Waerdenova postulatu. Nejtypiétéjsim rysem zavede-
ného axiomatického systému je vynechani ,.tranzitivniho axiomu‘‘; nicmén& (V) je
oslabenou nahrazkou tohoto poZadavku. V déisledku toho neni operace X — cl(X),
kdeZ cl(X) je mnoZina viech (regularnich) prvki zavislych na X, idempotentni; odpo-
vidajici nejmensi idempotentni operace uzdvéru podava obecné velmi hrubé informace
a je pki studiu (i v pfipadg grupové zavislosti) témé&F bez uZitku.

V pfednaice byl téZ uveden ekvivalentni systém axiomd (1)—(6) formalng siln&jsi
a ukézéna logické nezavislost axiomi obou systémi. Posledni axiom (VI) zarudujici,
Ze prvek zavisi na mnoZing, jejimZ je ¢lenem, neni pro dalsi studium podstatny; plati
totiz véta:

Ke kaZdé relaci ¢ = § x 95 s vlastnostmi (I)—(V) existuje OA-zdvislost & na §
takovd, Ze prislusné tridy g-nezdvislych a d-nezdvislych mnoZin jsou identické.

Prednagejici pak uvedl nékteré vlastnosti nezavislych mnoZin, zavedl pojem hod-
nosti (jakoZto mohutnost jistych maximélnich nezavislych mnoZin, tzv. kanonickych)
a naznagGil dikaz invariance tohoto pojmu. Nasledujici dvé lemmata potfebna k di-
kazu moZno interpretovat jakoZto zobecnéni Steinitzovy véty o vymeéné:

Je-li I nezdvisld a C kanonickd mnoZina takovd, ¥e I = cl(C), potom pro kaZdou
podmnozinu I' < I plati C & cl(I').

NechfI, al, jsou dvé nezdvislé mnoZiny al, < cl(Il). Potom existuje podmnoZina
Iy <1, takovd, %e I, U I, je nezdvisld mnoZina a (kroméI, v I, < cl(I,)) je I, <
c cl(I, u I).

Zékladni vlastnosti hodnosti 7(S) OA-zavislostni struktury § mohou byt pak for-
mulovany vétou takto:
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a) Jestlize I* je maximdlni nezdvisld mnoZina, potom
card (I*) < r(5).
b) Jestlize C* je maximdlni kanonickd mnoZina, je
card (C*) = r(5).
Struéné bylo téZ pojednano o rozkladech a spojenich OA-zé.vislostnich'struktur,

zachovavajicich ,,linearitu‘ hodnostni funkce, a ukaziny aplikace ziskanych vysledkd,
hlavng v teorii Abelovych grup.

Nakonec uvedl pfednasejici tfi bezprostfedni problémy, které studium p¥inasi:

1. Nalézt ekvivalentni axiomaticky systém, ktery by uZival primitivniho pojmu
nezavislé mnoziny.

2. Podat reprezentaci OA-zavislostni struktury pomoci podmnoZin jisté mnoZiny
(s operaci inkluse).

3. Doplnit systém vhodnymi podminkami, aby rozsifeny axiomaticky systém cha-
rakterizoval grupovou zéavislost (na tento problém upozornil autora prof. R. RADO).

PIné znéni tvrzeni a ditkazli bude publikovano v éasopise Publicationes Mathema-
ticae, Debrecen.

Viastimil Dlab, Chartum (Stiddn)
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