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. Casopis pro péstovini matematiky, rot. 92 (1967), Praha

ESTE O JEDNEJ TRIEDE RACIONALNYCH KRIVIEK

NixoLAJ PODTJAGIN, Bratislava

(Doslo dila 27. janudra 1966)

Cielom tohoto &ldnku je zovieobecnif vysledky, ku ktorym dospel autor vo svojom
predchddzajiicom &ldnku [1]. PouZitim rovnakej metédy sa v flom dokazuje, Ze
vietky epiepicykloidy, epihypocykloidy, hypoepicykloidy a hypohypocykloidy,
pokial st uzavreté, st raciondlne krivky. Ich stupeii sa dd ur&if jedinym, pre vietky
tieto krivky spolonym vzorcom.

1. Parametrické rovnice kriviek triedy PP. Vychodiskom nasich ivah je nasledu-
dujica tloha: Usetka OA sa rovnomerne otd&ka pkolo bodu O. Druhd Gi¢seka AB

Y

M /

Obr. 1.

sa rovnomerne otdfa okolo pohyblivého konca A prvej useCky OA. Tretia usetka
BM sa rovnomerne otd¥a okolo konca B tusetky AB. Treba urdit krivku, ktora pri
tomto zlofenom pohybe opisuje koniec M tsetky BM (obr. 1).

Tie hladané krivky, ktoré su uzavreté, povaZujme za prvky istej mnoZiny, ktoru
pre struénost nazveme triedou PP.
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V dal¥om budeme pismenami a, b, ¢ oznaovat samotné Gisetky OA, AB, BM i ich
dizky.

Zo samotnej definicie kriviek triedy PP vyplyvaju tieto ich vlastnosti:

1) krivka mdZe prechddzat pevnym bodom O len vtedy, ked dizky usegick a, b, ¢
vyhovuji podmienkdm

a<b+c, ba+c, cga+b,

2) vzdialenost bodov kaZdej krivky od pevného bodu O nie je vi&iia akoa + b + c.

Pri urovani rovnic kriviek triedy PP postupujme takto: Zvolme pevny bod O
za podiatok pravouhlej suradnicovej stistavy XY a predpokladajme, Ze v okamihu
zaCatia pohybu body A4, B, M leZali na osi X, prifom bod 4 sa nachddzal medzi
bodmi O a B a bod B sa nachddzal medzi bodmi 4 a M. Predpokladajme dalej, Ze
za isty &as t sa useCka a pootoéila o uhol «, tiseka b o uhol § vzhladom.na tsetku a,
teda o uhol « + B vzhladom na stradnicovi ststavu a usetka ¢ o uhol y vzhladom
na usefku b, teda o uhol & + B + y vzhfadom na siradnicovi sdstavu. Ak pre-
mitneme vektory 52, Zﬁ, BM, OM do suradnicovych osi, dostaneme rovnice

(1) x=a.cosa+b.cos(ax+ f)+c.cos(x+ B +7),
y=a.sina+b.sin («+ p) +c.sin(x+ B +9),

kde x a y st suradnice bodu M v &ase ¢.

Oznaéme v uhlovii rychlost otd€ania sa usedky a, v’ uhlovii rychlost otd¢ania sa
use¢ky b vzhladom na dse€ku a, v” uhlovi rychlost otd¢ania sa usetky c vzhladom na
usedku b. Vzhladom na suradnicovid ststavu uhlové rychlosti otddania sa usefiek
a, b, c postupne budd v, v + v’, v + v’ + v". Z rovnic

a=v.t, f=v.t, y=0v".t

potom dostaneme

R ™
]
e | <=

R I

v
v
Ak teraz pomer rychlosti v'[v ozna¥ime pismenom m a pomer rychlosti v"/v zasa
pismenom m’, rovnice (1) mdZeme pisat v tvaré

) x=a.cosa+b.cos(l+m)a+c.cos(l+m+m)a,
y=a.sina+b.sin(l+ma+c.sin(l+m+m)a.

Mozno sa Iahko presvedSit, %e rovnice (2) urfuji uzavreti krivku, teda krivku
triedy PP, vtedy a len vtedy, ked pomery m a m’ rychlosti otdania sa 1setiek a, b, ¢
st vyjadrené raciondlnymi &islami.
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‘Polo¥me m = p[q, m' = P'lq', kde pa g ako i p’ a q’ st nesideliteIné &sla. Po-
lo¥me dalej @/99’ = . Potom rovnice (2) nadobudaju tvar

(3) x=a.cosqqw +b.cos(p+ q)g'w+c.cos(p'q + pg + 499w,
y=a.sin g¢w + b.sin (p + q)q'w + c.sin (p'q + pq’ + gq’) .

Ak sa tse&ky b, c otd&ajii v zmysloch opadnych zmyslu otdCania Use€ky a, podiely
rychlosti otddania m = p/q, m’ = p’[q’ st zdporné. V daliom pre ur&itost budeme
predpokladat, %e &isla q a q’ st kladné. Cisla p a p’.su potom kladné, ak zmysel
otdCania sa usecky b a c je zhodny so zmyslom otd¢ania sa usecky a, &isla p a p’ su
zdporné, ak zmysel otd¢ania sa useky b a c je opaény zmyslu otd¢ania sa tsecky a.
Suradnice x a y bodov krivky triedy PP, definované rovnicami (3), s periodické
funkcie parametra w. Ich spolo&nd perioda je uréend kazdym z troch zlomkov

@ ' 2kn 2k, 2k,

g |p+dld |Pa+pd +aq|

kde k, ky, k, s najmengie celé kladné &isla, pre ktoré je splnend podmienka ich rov-
nosti..

Podmienka (4) je rovnocennd s podmienkou

ki _lp+a| ko _|Pa+pd +aqd
k q k- aq’

Oznatme g najvalii spolotny delitel &isel g a " a poloZme

Predchddzajice rovnosti potom moZno pisaf v tvare

ki _lp+a|l ko _|Pg9s + paz + 9]

k q-9 k 4d-91-92

PretoZe &isla p a q ako i &isla p’ a g’ st nesudeliteIné, zlomky na pravych strandch
tychto rovnosti sa nedaji uZ zjednodusif. Najmensie hodnoty konitdnt k, k,, k,,
ktoré vyhovuji tymto rovniciam, teda su

k=3.q,.9;, ky=|p+a|q2, ko= |p'ay + pa: + 94| .

Pre tieto hodnoty kon3tént k, ky, k, kaZdy zo zlomkov (4) sa rovnd 2n/g. Suradnice
x, y bodov krivky triedy PP st teda periodické funkcie parametra w so spolo&nou
periodou 27/G: pri zmene parametra w od nuly do 2n/g krivka bude celd opisand.
V dal¥om budeme predpokladaf, Ze parameter @ je nezdporny a meni sa v intervale
[0, 27/3).
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PretoZe krivky triedy PP podla definicie st vytvorené otdfanim sa troch usetiek
a, b, ¢, konitanty a, b, c, p, g, P'> ¢’ nemdZu sa rovnat nule. PretoZe dalejpre p + g =
= 0 alebo pre p’'q + pq’ + 44’ = O rovnice (3) uréujii v &dnku [1] uZ podrobne
preskiimané krivky triedy P, v dalom budeme tieZ predpokladat, Ze

p+qg*0, pa+pqg +qq9 *0.

2. Z#kladné typy kriviek triedy PP. Predpokladajme, Ze po pevnom kruhu A4
(obr. 2) o polomere R sa rovnomerne vali v kladnom zmysle, tj. v zmysle opainom
otdéaniu sa hodinovych rudidiek,
kruh B o polomere r, a po kruhu Y
B sa rovnomerne bez Smyku vali ‘
vzhladom na kruh B v kladnom / £
zmysle kruh C o polmere r,. %

Ked sa kruh B vali mimo kru- M A
hu A4 a kruh C mimo kruhu B, \
krivku, ktoru pri tomto zloZenom :
pohybe opisuje bod M, pevne
spojeny s kruhom C, nazyvdme
epiepicykloidou [2]. Ked sa kruh
Byvali po obvode kruhu 4 zvniitra
a kruh C sa vali po obvode kruhu
B zvonka, krivku, ktord opi$e bod
M, nazyvdme epihypocykloidou.
Ked'sa kruh Bvali po obvode kru- ) Obr. 2.
hu A zvonku a kruh C po obvode
kruhu B zvnutra, krivku, ktorti opife bod M nazyvdme hypoepicykloidou. Napo-
kon, ked sa kruh B vali po obvode kruhu A zvniitra a kruh C po obvode kruhu B
tieZ zvnitra, krivku, ktorl opi¥e bod M, nazyvame hypohypocykloidou.

Je zrejme, Ze velkosti polomerov R, r,, r, kruhov A, B, C este neuruji krivku,
ktoru opi¥e bod M. Této zdvisi tieZ od pomeru rychlosti valenia sa kruhov B a C.

UvaZujme napr. epiepicykloidu. Predpokladajme, Ze za urdity &as sa kruh B otodéil
o uhol ¢, a za ten isty &as sa kruh C otodil o uhol 5. Z obr. 2 Iahko ndjdeme hodnoty
suradnic bodu M hladanej krivky:

(5) x=(R+r)cost+(ry+r))cos(t+1t;+t,)+h.cos(t+1t, +1t,+1s),
y=@R+r)sint+ (ry+r)sin(t+t +8,)+h.sin(t+1t, +1,+13),

kde h je vzdialenost bodu M od stredu kruhu C.

Pre h = r, epiepicykloidu nazyvdme prostou, pre h > r, predlenou a pre h < r,
skrdtenou.
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PretoZe ot4lanie sa kruhov B a C sa deje bez ¥myku, musime mat

) r1t1=R.t, r2t3=r1.12.
Z toho
R Ar,

(6) ty=—t, t,=—2t, ty3=172,
L$1 ry

kde A = t,t je dané &islo, ktoré zdvisi od pomeru rychlosti otd¢ania sa kruhov Ba C.

Y

Obr. 3. Obr. 4.

Lahko by sme sa mohli presvedéit, Ze bod M opife uzavreti krivku vtedy a len
vtedy, ked &isla 4, R[r, a r,[r; st raciondlne.
Po dosadeni hodndt (6) uhlov t,, t,, t; do rovnic (5), dostaneme

R+r1+).r2t
Ty
R+r1+/1(r,+r2)t
ry

x = (R + ry)cost + (r, + r;)cos +

+ h.cos

R+r1+/'l.rzt.

y=(R+r)sint + (r; + ry)sin +

r
R+ r1+A(r1 +r2)t
ry

+ h.sin

Mo#no sa Iahko presveddif, Ze epiepicykloidy, uréené tymito rovnicami, su krivky
triedy PP, ktoré st dané tieZ rovnicami (3), v ktorych

P_, P_R+in

= , a=R+r,, b=r+r,, c=h.
q q ry



Pre ¢ = h = r, prisluind krivka je prostd epiepicykloida. Jednoduchy vypo&et ndm

ukdZe, Ze to bude vtedy, ked konitanty rovnic (3) vyhovuju podmienke

4, =aqq’ —b(p+q)q +c(p'q+pa +4qq)=0.

Analogickym postupon ndjdeme rovnice ostatnych zovieobecnenych epicykloid

a hypocykloid.
Epihypocykloida je uréend rovnicami (obr. 3)

x=(R—r)cost + (r, + rz)cosR"' n—dn,

ry

hocos Romm Mt r),

L}
y =(R'— rl)sint—(rl + rz)sini:__r—l—:lr._zt— |
ry

R'—'rl "‘l(rl +r2)t
ry )

— h.sin

Hypoepicykloida je uréend rovnicami (obr. 4)

x= (R +ry)cost+ (r, — rz)cosB_i'_':l_____}ﬂt_*_
r
+h.cosR+ ry + Ary —Tz)t’
7'1 :
y=(R 4+ r)sint + (ry — rp)sin R F T = Ay
Ty
+h.sinR+ ry + Ary —rz)t.
ry
Hypohypocykloida je uréend rovnicami (obr. 5)
x = (R = rp)cost + (ry — ry)cos LT R 42y
L§1
+ h.cos 2 —R'*'}‘(’fl —'z)t,
r :
y=(R-r)sint+(r, — ”z)sinfl_:_g:_fllzt_*_
r
+ h.sin 2 — R+ Ar, ""z)t.

Ty
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Rovnice (3) urujt prosta epihypocykloidu, ak plati
4, =299 +b(p+4q)q —c(p'a + pg' +q9') =0,
prostti hypoepicykloidu, ak plati
4y =aqq —b(p +a)q —c(p'qa + pg' +49’) =0
a prostd hypohypocykloidu, ak plati
dy=2ag9q +b(p+a)q' +c(P'qa+pg' +499)=0.

Y

Obr. 5.

PretoZe podla predpokladu je p + q £ 0, p'q + pq’ + qq’ + 0, moZno sa Iahko

presveddif, Ze ked jeden z vyrazov 4y, 4,, 45, 4, sa rovnd nule, ostatné tri musia
byt od nuly rdzne. Pri zachovani pofiato¥nych poléh kruhov B a C, vyplyvajicich

z obrdzkov 2, 3, 4 a 5, av¥ak pri zmene zmyslu ich valenia sa, znamienko parametra 4

sa v uvaZovanych rovniciach kriviek meni. Pritom viak uvedené tvary vyrazov 4,

(i = 1,2, 3, 4) se nemenia.

3. Zikladné vlastnosti kriviek triedy PP. Z rovnic (3) pre vzdialenost ¢ =
= /(x* + »?) bodu krivky od po¥iatku siiradnicovej siistavy dostaneme

(7)  @*=a%+b*+c? + 2ab.cos pg’w + 2ac.cos (p'q + pq’) w +
+ 2bc.cos p'qw .

PretoZe kon3tanty a, b, c si kladné, usudzujeme, Ze bodom, vzdialenym od potiatku
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suradnicovej sustavy na vzdialenost ¢ = a + b + ¢, odpovedaji len tie hodnoty
parametra w, pre ktoré platia rovnosti

®) cos p'qw =cospgdw = 1.

Tdto podmienka zrejme plati pre w = 0. Je v3ak splnend aj pre

©)

kde k a k, st celé kladné &isla.

Oznalme teraz p najva&ii spoloiny delitel &isel |p| a [p’| a poloZme p = 5. p,,
p = P . p,. Vzorec (9) mdZeme potom pisaf v tvare

2kn Zkln
w = -———-——’ = -—T—. s
el |rlq

_ 2kn - 2k,m
AR pd|p,| g,

(10) w

Cisla k a k, musia potom vyhovovat podmienke

(11) by = P22

|ps| 42

PretoZe |p2| q; 2 |p1| 42 st celé nesideliteIné &isla, &islo k musf byt nasobkom &isla
|p1| 4, Ked poloZime k = |p,| q,k,, kde k; je opét prirodzené &slo, z rovnosti (11)
dostdvame k, = |p,| 4,k a z rovnosti (10) potom méme

(12) 0=

PretoZe pre vietky hodnoty w mdme w < 2=/g, z toho usudzujeme, %e na ka¥dej kriv-
ke triedy PP vZdy existuje presne p bodov, vzdialenych od podiatku sdiradnicovej
sustavy na vzdialenost ¢ = a + b + c, uréenych vzorcom (12), kde k, = 0,1, 2, ...
.op—1

DokdZeme, Ze vietky tieto body si rdzne, tj. Ze kazdému z tychto bodov odpovedd
len jedna hodnota parametra w. Predpokladajme opak, tj. nech napr. niektorému
bodu, vzdialenému od poc&iatku siradnicovej sustavy na vzdialenost g =a + b + ¢
odpovedaju dve rézne hodnoty parametra w: ‘

2k'n 2k"n
Oy =-——, W= ——
Pq Pq

ke k' < k",
PretoZe pri splneni podmienok (8) rovnice (3) nadobudaji tvar

x=(a+b+c)cosqggw, y=(a+b+c)singgw,
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vidime, e musia nutne platif aj rovnosti
cos gq'w, = cos gq'w, , sin q¢’'w, = sin gq'w, .

Tieto viak mo6Zu byf splnené len vtedy, ked gq'w, — gq'w, = 2k”n, kde k” je isté
prirodzené &slo. Musime teda mat

-

2q¢'k'n _ 2qq'k'n
pq Pq

= 2k”ln

alebo

k” —_ k’ - __p_ kIII .
992

PretoZe celé &isla p a qq, nemaji spoloénych delitefov, celé &slo k” musi byt deli-
teIné &islom gq,. Ak poloZime k” = qq, . k, kde k je opift celé kladné &islo, dosta-
neme k” — k' = p. k. Aviak celé¢ nazdporné &isla k' a k” nie st valiie ako &islo
p — 1. Poslednd rovnost nemdZe byt teda splnend pre k' =+ k”.

Z rovnic (3) dalej dostaneme

2 2 .
(13) (_if_ + 9_!_) — a2q2q12 + bzqu(p + q)z + CZ(prq + pqr + qqr)z +
do do
+ 2abgq’(p + g) cos pg’w + 2acqq’(p'q + pq’ + qq’) cos (p'q + pa’) @ +
+ 2bcq’(p + q) (p'q + pa’ + 4q’) cos p'qo .

Za podmienok (8) m4 t4to rovnica tvar
(14) (dx/dw)* + (dy/dw)* = [aqq’ + b(p + q) 4’ + c(P'q + pa’ + qq')]* = 45.

Videli sme, Ze na kaZdej krivke triedy PP existuje p bodov, pre ktoré g =a + b + ¢
a ktorym odpovedaji jediné hodnoty parametra w. Rovnica (14) ndm hovori, Ze
vietky tieto body st reguldrne body u vietkych kriviek triedy PP s vynimkou prostych
hypohypocykloid, pre ktoré, ako sme videli, plati 4, = 0.

Pre
(15) cos pg'w = —1, cos p'qw =1
z rovnosti (7) dostaneme ¢ = |a “b- c|. Podmienky (15) su splnené pre

oo G+ DT _ 2kym
|p| @’ P’ 4

kde k je celé nezdporné &islo a k, je celé kladné &slo.
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Ak napiSeme tieto rovnosti v tvare

(16) o = @k +Dn _ 2k7
p|ps| 342 plp2| 34, ’
dostaneme

(17) 2k, = 2202 @k + 1).

|ps] 22

PretoZe &isla |p,| 41 a |ps| ¢, nemaji spolodnych delitelov, rovnost (17) mbZe platit
len vtedy, ked aspoit jedno z &isel |Pp2| 2 g, je &islo pdrne. Avsak ked slo lpz‘ a4 je
pérne, &slo |p;| g, musi byt nepdrne. MdZeme tedy poloZit 2k + 1 = (2k; + 1).
. |p1| 22, kde k; je celé nezdporné &islo. Vzorec (17) teraz nadobuda tvar 2k, =
= (2k; + 1) |p2| q1. Z rovnosti (16) potom dostaneme

(19) P L
pq

Z toho usudzujeme, Ze na kaZdej krivke triedy PP pre | le g, pédrne vidy existuje p

bodov, vzdialenost ktorych od podiatku siradnicovej ststavy je ¢ = [a — b — c|

a ktoré su urdené vzorcom (18).

Aj tu by sme sa mohli presvediif, Ze v pripade, ked rovnost (7) ndm ddva ¢ =
=|a — b —c| len za podmienok (15), kaZdému bodu, vzdialenost ktorého od
pociatku suradnicovej sustavy je ¢ = |a -b- c| > 0, odpovedd len jedna hodnota
parametra w. Aviak mdZe sa staf, Ze pre niektoré hodnoty konstdnt a, b, c rovnost
(7) ddva ¢ = |a — b — c| nie len pre hodnoty parametra w vyhovujlice podmienkdm
(15), ale i pre niektoré iné jeho hodnoty. Aviak z rovnosti (7) mdZeme dostaf rovnost
e =la—b—c|len pre urdity konetny poet izolovanych hodnét w € [0, 2x/7).
To ale znamend, Ze pre |p,| g, pdrne na kaZdej krivke triedy PP vZdy existujd inter-
valy (@', @) € [0, 2n/g) také, v ktorych sa nachddzajii body, ur¥ené jedinymi hodno-
tami parametra € (@', "), definovanymi vzorcom (18). Pre a—b—c =0
pociatok stiradnicovej stistavy je aspoii p ndsobnym bodom.

Za podmienok (15) rovnost (13) ddva

, (k;=0,1,2,...,5—1).

dx\? /[dy\? , , , , , 2
(——) + (——) =[agq’ — b(p + 9) ¢’ — c(p'q + pa’ + qq')]* = 43.
dw do
Vidime, %¢ body uréené rovnostami (15) v spomenutych intervaloch (', ") pre
43 # 0 su bodmi reguldrnymi. A pretoZe 4; a A, sa nemdZu sufasne rovnaf nule,
vyplyva z toho, Ze u prostej hypohypocykloidy pre [ le g, parnomaprea — b — c +
# 0 vZdy existuji intervaly, v ktorych sa nachddzaji jej reguldrne body, ktorym
odpovedaju jediné hodnoty parametra w.

Ak pre |p,| 41 pdrne mdme a — b — ¢ = 0, krivka prechddza podiatkom stiradni-
covej sustavy, ktory je aspoil p ndsobnym bodom tejto krivky. Aviak aj v tomto
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pripade existuju intervaly (o', ®”), v ktorych podiatku suradnicovej sistavy odpovedd
len jedna hodnota parametra w z tychto intervalov.

Podobnymi tvahami mohli by sme dokdzaf, Ze na kaZdej krivke triedy PP pre
|Ps» |P2l> 41, 42 nepdrne existuje aspoit p roznych bodov, ktorych vzdialenost od
potiatku siiradnicovej sustavy je ¢ = |b — a — c| > 0a ktoré su definované vzorcom
(18) a pre |p| g, pdrne p bodov, ktorych vzdialenost od potiatku siradnicovej
sistavy je ¢ = |c — a — b| > 0 a ktoré st definované tym istym vzorcom (18). Pre
b—a—c=0 v prvom pripade a pre ¢c — a — b = 0 v druhom pripade krivka
prechddza podiatkom siiradnicovej sustavy, ktory je jej aspoii p ndsobnym bodom.

Analogicky sa moZno tieZ presvedCif aj o tom, Ze u prostych hypohypocykloid
vZdy existuji intervaly (w ") také, v ktorych vietky spomenuté body st bodm1
reguldrnymi, ktorym v tychto intervaloch odpovedaju jediné hodnoty parametra w

4. Zikladné veta. Teraz dokdZeme tiito zdkladnu vetu:

Veta: Krivky triedy PP, urdené rovnicami (3), si raciondlnymi krivkami. Ich
stuperi n je dany vzorcom

(19) n=|pq| + |pd’| + [P'a + pd’ + 24q|,

ked kon$tanty p a p’ maju rovnaké znamienka. Tento vzorec plati aj v tychto dvoch
pripadoch:

1) p'<0,p>0, p'qg+pqg + 299 20,
2)p>0,p<0, p'g+pqg + 2499 £0.

V pripadoch, ked

1) P <0, p>0, pqg +pg +2g99' <0,
2) p'>0,p<0, p'qg+pqg + 24 >0,
plati nerovnost
n < |p'q| + |pa'| + [p'q + P2’ + 2q4'| .

D8kaz. Napi¥me rovnice (3) v tvare
x = ;; (efu'm + e—l«'m) + _g[ef(pﬂ)q’w + e-i(p+q)q’w] +
+° [et(p’¢+pq'+u')o + ¢TIt ]
y = i(c‘""” - e"""")'-!- _t?_ [el(pﬂ)q'w _ e-l(pﬂ)ﬂ'm] +
2i 2i

+ 5 [e‘(r’¢+n'+u’)w — e ratprtad)w]

2i



a poloZme e'® = 7. Tieto rovnice potom budi mat tvar

(20) x = %[a(‘r‘"' + 1:—‘”') + b(qu'*-qq’ + T—m',—qq’) +
+ C(Tp’q+pq'+qq' + t—p’q—m’—qq’)] ,
y=- :;—[a(r'“’ - t—qq’) + b(,rpq’*'qq' _ t-pq’—qq’) +
+ c(rp'c+pq’+qq’ —- T-p’q-pq’—qq’)] .
Dalej mdme
%2_*-92_292 1{2+_dlz~—e_2m(giz+g:v—2
dr dz dr dow do do do/ |
Z foho, ¢o sme povedali uZz skér, vyplyva, Ze na kaZdej krivke triedy PP existuji

intervaly (@', ®"), v ktorych sa nachddza aspoti jeden bod, ktorému odpovedd jedind
hodnota parametra t, pre ktort plati nerovnost

2 2
CRGR
dr dr

PoloZme dalej

Rovnice (20) potom nadobudni tvar

(21) X L[, (10 L) L (Y ey
X3 2 #u' 3’ #n’ +qq’ ype’ tad’
yp'atpa’ +aa’ Mp'q+p|’+qg’
+ c ‘a+ ’ 4 ’ + . . ’ 2
#pq re’ +aq ypatpra’+ag
X2 _ _ 1 a Y.q.q_' - ’L“_’ +b yrre _ prete +
X3 2 ”«’ v’ un'*«' yPa ey’

yP'atpa +at ”p’q+pq’+qq'
t ol = — — 1.
“P q+pq’ +aq yPatre +ag
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Rozoberme teraz tieto moZné pripady:
1) p’ > 0, p > 0. Ak napiSeme rovnice (21) v tvare

X1 1
= ‘q+pe’+qe’ . p'at+pe’ +aq’
P'q
X3 2 u

[a(vp’q+pq’+ Zu’un'ﬂm’ +

+ vr'l+n’pp'q+n'+2n’ + b(vv’q+2pq’+2u'“p’q +
'a p’'a+2pa’+2aa’ 2(p'a+pa’ +aa’ 2(p'a+pa’+aq’
+vr¢”pq re “)+c(v (p'a+pa qq)+u q qq))],

2‘_2_ P : [a(vp'u+pq'+2qq p'at+pq’ __
‘q+pa’+eq’ ,p'atpa’+aq’ K
X3 2vP4 7

—_ vp’¢+m’#p'q+m'+2u’) + b(vp'q+2n'+2qq'up’q _

- vn’qup'¢+2m’+2q¢') + c(vz(p’q+m’+qq’) — “2(p’q+pq'+qq’))] ,
vidime, Ze homogénne stiradnice x,, X,, Xx; bodov kriviek, definovanych rovnicami
(3), v danom pripade mdZeme urdif tymito bindrnymi formami parametrov v a u:

ox, = a(vp'q+n’+2m’un'q+m' + vn’a+m’ﬂp’q+n'+2qq’) +
+ B(vp'¢+2n'+2pn’”p’q + vp’q"p'q+2m'+2n’) +
+ c(v2(p'q+m'+qq’) + “2(p’¢+m'+qq')) ,
0X, = _i[a(vp’q+m’+2qq'up’q+pq' - vv’cfmﬁv’ﬁpq'ﬂqq') +
+ b(vp’q+2m’+2qq’ uv'q - vp’qup’¢+2pq’+m’) +
+ c(vi(p'q+pq'+qq') - pZ(n'q+pq’+qq')) ,
ox; = 2vp'q+pq’+qq'up’q+m‘+qq’ s
kde o je koeficient timernosti.

Z toho vidime, Ze krivka triedy PP je v danom pripade raciondlnou krivkou stupiia

2(p'q + pq’ + qq'). A preto¥e podla predpokladu p’ a p si ¥sla kladné, mdZeme
pisaf

2p'q + pa’ + aq’) = |P'a| + |pa’| + |P'a + pg’ + 297'|.

2)p'<0,p<0, p'q+ pqg’ +2qq’ > 0. Z rovnic (21) v tomto pripade urdime
tieto bindrne formy pre homogénne stradnice x4, X, X3 bodov krivky triedy PP:

ox, = a(v’“' + #2-1«1’) + b(v"u'z“'u—”l + v—m’“m’ﬂu') +
+ c(vr’!+n'+2ﬂ'u-v’q-m’ + v—p'q*m'up'q+pq’+2qq') ,
ox; = —i[a(v*® — p?9) 4+ b(v? ‘at24d’ )y "re’
- v-u'nn"rzu') + c(vp'q+pq'+3'!¢'u“v'c—n' -
v-p'c—n'up’ﬂn'ﬂu')] ,

oxy = v st |



Vidime, Ze krivka triedy PP v uva¥ovanom pripade je raciondlna krivka stupfia
2qq’. PretoZe teraz p a p’ su &isla zdporné a p'q + pq’ + 2qq’ > 0, mdme

2qq’ = |p'q| + |pq’| + |P'9 + Pq’ + 244'].

3) P <0,p<0, p'q + pqg’ + 299’ <0.V tomto pripade z rovnic (21) moZno
urdit

\

ox, = a(v—p'q—pq’u—p’q—pq'-Zﬂ’ + v-n’a-m"m‘”—p’(-m’) +
+ b(v-p’q#—p’c-zpq’—m’ + v—r'«-Zm'—Z«’#-p’q) +
+ c(v—z(p'q+pq’+qq') + “—Z(P’q+m’+qq’)) ,
X, = __i[a(v—p’q-m’#—l”q—m’—zaq' —_ v-p’q~pq'-2¢q'#-p’q-n’) +
+ b(v—p’q”—p’qﬁm’—qu’ _ V’-P’q—2m’—2u’#-p’q) +
+ c(v—z(p'q+m’+¢q’) — u—z(p’q+m'+qq'))] ,
0x; = 2v-p’q—pq’—qq'”—p’q-pq'-qq’ .
V danom pripade rovnice (3) ur&uji raciondlnu krivku, ktorej stupeii sa rovnd
—2(p'q + pq’ + qq'). Aviak aj teraz mdme
—-2p'q + pa’ + aq’) = |p'q| + |pa’| + |P'q + pa’ + 244'].
4) p'<0,p>0,p'q+ pg’ + 2qq’ = 0.V tomto pripade homogénne stiradnice
Xy, X3, X3 bodov triedy PP moZno uréif bindrnymi formami
ox, = a(vm’+2qq'“pq’ + qu’”pq'ﬁqq') + b(v2(pq’+qq') + -ﬂz(u'wq’)) +
+ c(vp'q+2pq’+2qq'”-p’q + v-p’q“v'ﬁ 2pq’+2n') ,
0X, = _i[a(qu’+zqq'”pq' - qu'um'+2m’) +
+ b(v2(m’+qq') - Mz(pq’+qq’)) + c(vp'¢+2p¢’+2ﬂ'”—p’q —
—_ v-v'qﬂp’ﬁ 2m'+2qq’)] ,
ox; = 2vm'+qq'“pq'+qq' .
Krivka triedy PP je v tomto pripade raciondlnou krivkou, ktorej stupeti sa rovnd

2(pq’ + qq’). To viak znamend, Ze jej stupeil je opdt dany vzorcom (19), pretoZe aj
teraz mdme

2(pq’ + qq') = |p'q| + |pa’| + |P'a + pd’ + 244'|.

5)p"<0, p>0, p'q + pg’ + 299" < 0. Homogénne stradnice x;, Xz, X3
bodov krivky triedy PP su teraz dané bindrnymi formami parametrov v a u tvaru

0x, = a(v—p’q”-p'q-zqq’ + v-n’q—qu'”-r’!) +
+ b(v" AT ~290° 4 =P Pe’ 244 [T q) +

+ c(v“ “-Zp q—pq’—2qq’ + y-2Pa-pe -2qq ”Pl),
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0x, = _i[a(v-p'qu-p’q-zqa’ — v-n’a—qu'u-p’q) +
+ b(vn’—p’q”-p’q-n'—qu' — v-p’q—pq'-qu’”m’—p’q) +
+ c(vm'ﬂ-Zn’q-m’—qu’ —- v-2p’q—m’—2qq’#pq')] ,
0%y = 2v~p'q-u'u-p’q-u' .
PretoZe polynémy, ktoré sme uréili pre x,, x, maju spolo¥nych deliteov s polyné-

mom, ktory sme nafli pre x,, krivka triedy PP je v tomto pripade raciondlnou
krivkou, ktorej stupeti n je dany nerovnosfou

n< -2p'q+4qq’).
Avsiak teraz mdme
-2p'q + q4') = |p'q| + |pa’'| + |P'a + pa’ + 244'].
6) P >0,p<0,p'q+ pg’ +2qq" < 0. Homogénne siradnice x,, X2, X3 bodov
krivky triedy PP su teraz bindrnymi formami parametrov v a u tvaru
ox; = a(v-pq’#-m’-hq’ + v—pq’-qu'”—pq’) +
+ b(”’sz"zﬂ' + v-2m'—2qq’) +
+ c(vp’q“—p'q—zpq’—qu’ + v-p’q—zpq'—uq’up'q) ,
ox, = _i[a(v—m'u-m'—qu' — v—p'q—qu’”wq‘) +
b(”-'zm’—uq’ - v—ZPq'—qu') + c(vp’qﬂ—p’q-zm’—m' —
— v—p'a—zn’-zqq'”p’q)] ,
0xy = 2v—m’-¢q‘u—m’—qq' .

V tomto pripade krivka triedy PP je raciondlna krivka stupfia —2(Pq’ + 44')
a opif mdme

~2pq’ + q4') = |p'q| + |pq’| + |P'a + pa’ + 249'|.
7 p>0,p<0,pq+ pq + 299" > 0.V tomto pripade mdZeme pisat
0xy = a(vp'qﬂu'up'q + vp’q”p'ﬁzqq’) +
+ b(vp'¢+u’+2¢q'“p'q~qq' + vp'q—m’#p'ﬁm’ﬂqq’) +

2p’q+pg’ +24q’,,~pq’ -pq’,,2p’'q+pa’+24q’
+c(qupq qqum +vm”pqm qq),

i
0X, = —i[a(v""““'p"" - vp’q“p’qﬂu’) +
+ b(vp’q+m’+2¢q ”n'q-«‘ - vp'q—m’”p'ﬁn’ﬂu’) +

2p'q+pa’+29¢’,,—pq’ -pq’,,2p'q+pq’ +2qq’
+¢(qu111 qq“m -y pq#pqm qq)],

Oxy = 2yPeter piete



V tomto pripade krivka triedy PP je raciondlna krivka, ktorej stupeii n je dany
nerovnostou

n<2(pq+a4qq).
Avsak aj v tomto pripade
2p'q + qq’) = |p'a| + |pa’| + |P'a + pd’ + 244|.

Pozniamka. Ak v dokdzanej zdkladnej vete poloZime p' = 0, ¢’ = 1, nadobudne
tdto znenie zdkladnej vety &ldnku [1]. V tomto pripade rovnice (3) skuto&ne uréuji
krivky triedy P a plati

|P'a| + |pa’| + |P'a + pa’ + 244’| = |p| + |p + 24| .

Pri dokaze vety tohoto &ldnku potom pripad 3), pri ktorom je p > 0, p'q + pq’ +
+ 2qq’ < 0, nie je moZny a v pripade 7), priktoromje p < 0, p'q + pq’ + 2qq' > 0,
polynémy, ktoré sme uréili pre x; a x,. nemaji spolo¢nych delitelov s polynémom,
ktory sme ur¢ili pre x;.
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Pe3rome
EIIE Ob OJHOM KJIACCE AJITEBPAMYECKHNX KPUBBIX

HUKOJIAY MOATATMH (Nikolaj Podtjagin), BpaTnciana

B craTbe paccMaTpuBaeTcs KJIacC KPMBBIX, HA3BaHHBEIX aBTOPOM KpPHBBIMH KJIacca
PP, xoTopsle sBIsAI0TCS 0600meHHEM KPUBBIX Kiacca P, HccitlefoBaHHBIX aBTOPOM
B ero crartse [1].

OTH KpUBBIE JAHBI ypaBHEHUAMHU

x=acosqq'w + beos(p + g)q'w + ccos(p'q + pq’ + q9) w,
y =asin gqqw + bsin (p + q)q'w + csin(p'q + pq' + 99" w.

Ile ® — mapameTp, H3MeHsoumiics B unTepsaie [0, 2n/q), p u ¢, xak u p’ u ¢,
UeJTble YHCIIa, He MMEIOLIME OOIMX A€/ MTe e, IPHYEM YHCIIA g U g’ TOJOXKHUTEbHBL,
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d — o6upait HamGopInMil HemuTeNh IUCEN g K q', @, b, ¢ — JIIO6BIE MOJIOXKATEILHEIE
9HCIIA.

B craTbe JOKa3HBaeTCA, YTO K KpHBLIM Kilacca PP mpuHamjiexaT Tak Ha3bIBaeMEbIe

CIHETHIMKIONABL, SMUTHIOMUKIONIB], THOOCIUIAKIOUAB M THIIOTHIOMUKIONIEL.
Jloxa3sIBalOTCA HEKOTOPHIE CBOMCTBA 3THX KPHUBEIX.

JoKa3LIBAETCA, YTO ECITH MOJIOKHATD
p=Ppi, P =Pp;
rae p — o6unuit HanGoTbummit fesuTes e |p| u |p’|, To:

1) Ha xaxnoit kpusoii knracca PP cymecTByeT p TOYeK, yHAJIEHHBIX OT Havyajia
KOOPAMHAT Ha paccTosiHEe a + b + c. ¥V Bcex KpuBbIX Kiacca PP, 3a ucxiroueHHeM
MPOCTHIX THNOTHIOUAKION 3TH TOYKH SBJISIOTCS OOBIKHOBEHHBIMH TOYKaMH.

2) Ipu |p,| g, eTHOM Ha kakzoli KpHBOi Ki1acca PP cymecTByeT Mo MeHbIIeH
Mepe J TOWeK, YAAJIEeHHBIX OT Ha4aja KOODJHMHAT Ha paccTosHue |a — b — c|. Ipu
a — b — ¢ = 0 HaYaJI0 KOOPAMHAT SBJAETCS KPATHOIO TOYKOIO IO MEHBIIEH Mepe
nopska p.

3) Hpu |py|, |p2|, 41, 92 HeveTHBIX Ha Kaxmoi# KpuBOii Kiacca PP cymecrsyeT mo
KpaliHell Mepe P TOUeK, yJaJleHHBIX OT Haajia KOOpJMHAT Ha paccTosHKe |b—a —c|.
IIpu b — a — ¢ = 0 HaYal0 KOOPAMHAT SBJIAETCA KPATHOIO TOUYKOIO IO MEHbILEH
Mepe nopsaka p. . :

4) Ip |py| g, veTHOM Ha Kaxoi KpHBoil Kiacca PP cymecTByeT mo MeHbIIeH
Mepe P TOUeK, AANCHHEIX OT Havaja KOODJMHAT Ha paccTosHue |c — a — b|. Ilpu
¢ —a — b = 0 HayaJ 0 KOOPAMHAT ABJIAETCA KPAaTHOIO TOYKOIO MO MEHBIIEH Mepe

nopszxa p.
5) Kpussie xiacca PP sBisioTcs panuoHaIbHBIME HPUBBIME. VIX cTeneHs n JaHa
dbopmynoit
n=|p'q| + |pq’| + |p'a + pqa’ + 244']

€CJIH NOCTOSHHBIE p K p’ MMEIOT OJMHAKOBHIE 3HAKH. JTa (POpMYJIa HMEET MECTO
H B ABYX CIICAYIOLMX CIIydYasix:

1) p’<0,p>0, p'g+pq + 299 20,
2)p'>0,p<0, p'qg+pg +29q9" £0.

B ocranbHBIX Ciry4asx:

1) p’<0,p>0,p'qg+pq +299 <0
2)p'>0,p<0,p'qg+pq +299" >0

HMEET MECTO nepanencr BO
n < |p'q| + |pd’| + |P'qa + pa’ + 24q’|.
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Résumé

ENCORE SUR UNE CLASSE DE COURBES ALGEBRIQUES

NikoLAJ PODTJAGIN, Bratislava

Dans cet article on étudie une classe de courbes nommées par I’auteur les courbes
de la classe PP qui sont d’une généralisation des courbes de la classe P étudiées par
lauteur dans son article [1]. Ces courbes sont données par les équations

x =acosqq'ow + bcos(p + q)q'w + ccos(p'q + pqg’ + qq’) o,
y = asin g¢g’w + bsin (p + g) g'w + csin (p'q + pq’ + 99" ®,

ou le o figure comme un paramétre changeant dans I'intervalle [0, 27/q), p et g, aussi
que p’ a q’ sont les nombres entiers, n’ayant pas de diviseurs communs, q a g’ étant
de plus positifs, g est le plus grand diviseur commun des nombres g a ¢’, a, b, ¢ sont
des constantes positives arbitraires.

Dans I’article on démontre qu’aux courbes de la classe PP appartiennent les soi-
disantes épiépicycloides, épihypocycloides, hypoépicycloides et hypohypocycloides.

On montre quelques propriétés générales de ces courbes.

En posant

p=>pp; P =Dpps,
ou p est le plus grand diviseur commun de nombres |p| et [p’|, on démontre, que

1) Sur toute courve de la classe PP existent précisément p points éloignés de
Porigine a la distance a + b + c. Pour chaques courbes de la classe PP, sauf les hypo-
hypocycloides simples, ces points sont les points ordinaires. ’

2) Dans le cas ou le nombre | p2| g, est pair, sur toute courbe de la classe PP
existent au moins p points éloignés de ’origine 3 la distance la -b- cl. Dans le
casoua — b — ¢ = 0, origine est un point multiple au moins d’ordre p.

3) Dans le cas ol tous les nombres l pll, l PZI’ di, 4, sont impairs, sur toute courbe
de la classe PP existent au moins p points éloignés de Porigine i la distance
Ib —a- c|. Dans le cas ou b — a — ¢ = 0, l’origine est un point multiple au moins
d’ordre p.

4) Dans le cas ou le nombre [ P1l quI est pair, sur toute courbe de la classe PP
existent au moins p points éloignés de I’origine 4 la distance |c —a-— bl. Dans le cas
ouc — a — b = 0, 'origine est un point multiple au moins d’ordre p.

5) Toute courbe de la classe PP est une courbe rationnelle. Leur ordre n est donné
par la formule

n=|p'q| + |pd'| + |P'q + pa’ + 2aq|,
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si les nombres p, p’ ont les mémes signes. Cette formule a lieu aussi dans les deux cas
suivants:

1) p'<0; p>0; p'qg+ pg’ + 244" 20,
2)p'>0;, p<0; p'q+pg + 299 0.

Dans les deuXx cas restent

1) p'<0; p>0; p'q + pg’ + 299’ <0,
2)p'>0;,p<0; p'g+pqg +299" >0

a lieu I'inégalité
n < |p'q| + |pd'| + |P'a + pa’ + 244'| .
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