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Casopis pro péstovéni matematiky, ro&. 76 (1951)

POLOUSPORADANE LINEARNI PROSTORY
VLASTIMIL PTAK. Praha.
(Doklo dne 19. #jna 1951.)

V referitu se vyklédaji zdkladn{ pojmy z theorie polouspoiéddanych
prostora vybudované leningradskou 8kolou a étenéf se informuje o ns-
kterych piednostech této theorie proti theorii normovanych prostori.

Pfi aplikacich method funkciondlni analysy na nékteré problémiy
klasické analysy 8asto hrajf dileZitou ilohu vztahy, vyplyvajici z té sku-
tednosti, Ze prostory redlnych funkei 1ze pfirozenym zpiisobem &4stednd
uspofddati. Vzpomeiime jen, jak ¢asto se objevuji monotonni posloup-
nosti funkef, nerovnosti mezi funkcemi, nebo operace, které nezdporné
funkeci pfifazuji nezdporné ¢&islo, jako na pfiklad Stieltjestiv integrél, je-li
integrujici funkce neklesajici. Zavedenim &dstetného uspotddéni 1ze asto
dociliti pfekvapujicich zjednoduSeni diikazl a zostfeni vét zndmych
z theorie Banachovych prostori. Typickym pfikladem pro to jsou me-
thoda majorant p¥i existendnich diikazech v theorii diferencidlnich a in-
tegrélnich rovnic, nebo odhady chyby pfi method$ postupnych aproxi-
macf. Pro viechny tyto vztahy nenf mista v theorii normovanych lineér-
nich prostord; ukdzalo se tedy tdelnym podrobiti linedrni prostory s ¢és-
tednym uspofddénim podrobnému a soustavnému studiu. Tohoto tikolu
ujala se vedle fady jinych matematikii skupina pracovnikii seminéfe pro
funkciondlni analysu leningradské university pod vedenim L. V. Kanto-
rovide. Vysledkem tohoto studia je obsshlé monografie: Karroposnd -
Bymux - [Imackep: @yEKOUOHANBHEI aHATHS B MOJYYHOPAROYEH-
HHX npocrpaHersax, Mocksa 1950. :

Ukolem této informativni stati jest vysvétlit zdkladni pojmy theorie
polouspofédanych lin. prostord, upozornit na nékteré jeji pfednosti proti
theorii normovanych linedrnich prostori a hlavné zainteresovati pro
hlubéf studium jejich nefeSenych problémi, kterych je znadny podet.

Nazveme K-prostorem modul nad télesem &isel redlnych, ktery je
zérovell polouspofddanou mnoZinou, p¥i dem# dstetné uspofddéni sou-
visi 8 algebraickymi operacemi nasnadé jsoucim zptisobem: soudet dvou
kladnych prvkd je zase kladny prvek, kladny prvek ndsoben kladnym
dislem ddvé opét kladny prvek. Pfi tom poZadujeme déle, aby kaidy .
prvek se dal majorisovati nezdpornym prvkem a aby ka¥dé neprdzdnd
mnoZina shora omezend méla supremum (v obvyklém smyslu theorie
polouspot. mnoZin). ProtoZe katdy prvek se d4 majorisovati nezdpornym,

283



jest ka¥d4 koneénd mnoZina shora omezena dokonce nezdpornym prvkem
a mé tedy supremum. Pro suprema & infima koneénych mnozin uZfvdme
oznatenf obvyklého z theorie svazii o, V 2, V ... V 2, Tesp. 2, A x3 A
A ... A z,. Uvedeme hned nékolik ptikladi.

Prostor P, viech &sel redlnych s pfirozenym uspordddnim.

Prostor P, necht je prostor viech #n-&lennych posloupnosti redlnych
¢sel 8 obvyklymi alg. operacemi. P¥i tom prvek x = (&, ..., &) nazve-
me kladnym, jestliZe pro vSechna ¢ je &; > 0, ale pro viechna ¢ nenf

é=0.

Prostor P, viech redlnych funkef definovanych na intervalu (0, 1)
8 obvyklymi alg. operacemi. Pfi tom prvek x = x(t) prohlé,mme za kladny,
jestliZe pro viechna te (0,1) jest x(t) =0 a aspoir pro jedno #, jest
(ty) > 0.

Prostor P, viech lebesgueovsky méfitelnych redlnych funkef defino-
vanych na intervalu {0, 1> modulo funkef skoro vSude rovnych nule s na-
snadé jsouci definicf alg. operaci i ¢4st. usporadani.

Prostor Py viech funkef 8 kone¢nou variaci na {0, 1>. Pfi tom funkei
#(t) prohldsime za kladnou, jestlize (1) 2(0) 2> 0, (2) z(¢) je neklesajicf,
(3) neni identicky rovna nule.

Viimneme-li si axiomd pro K-prostor, shledéme, %e se lis{ od vlast-
nost{ redlnych &fsel jen tim, Ze misto plného uspofdddni vyZadujeme
pouze &4stedné uspofddani.

Je tedy patrné, %e i viechny ostatni vlastnosti redlnych &isel, p¥i
jejichZ diikazu se nepou%ivé toho, e mnozina redlnych &isel je plnd uspo-
¥4déna, zlstanou v platnosti i pro obecné K-prostory. Typickym p¥ikla-
dem takové véty jest rovnost v

z+y=@@Ay)+ (=Vy),

kterd, a& pro redlné &fsla zcela trividlni, mé zna¥ny vyznam v obecném
K-prostoru.

Vedeni jsouce analogif s theorif redlnych funkei definujeme pro libo-
. volny prvek x v K -prostoru jeho kladnou a zdpornou &dst vztahy

s =2V0 z_=—2VO

thmnéme §i, %o tento rozklad v prostoru Py jest obvykly rozklad
funkce s koneénou variacf na rozdil dvou funkef neklesajicich.
Plati potom, jak se d4 ofekdvati, x = z, — z_. Je vhodné zavésti
6% absolutni hodnotu |z| jakoito soudet z, + z_ . Doké%e se bez potiZf,
e takto zavedénd absolutnf hodnota méd obvyklé vlastnosm, z nichZ né-
kter$ uvedeme:
- [—2 =lal,

|z + 9| < 2| + lyl,
f—yi=@@Vy—(=Ay).
\(limnéme #i zejména poslednfho vztahu, ktery je velmi ndzomy
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Rekneme, e dva prvky 2z, z, K-prostoru jsou disjunktni, jestlize
|2, A |xo] = 0. ¥V prpstoru P, na pfiklad znamenéd disjunktnost dvou
-funkei, %e neexistuje mnoZina kladné miry, na ni% by obé funkcez,(f)
i 2,(t) byly od nuly rGzné. Pojem disjunktnich prvkid jest analogicky
pojmu orthogondlnich prvkid v unitdrnich prostorech.

Z obecnych ,,algebraickych* vét o K-prostorech zasluhuji zminky
jebtd dvé. - '

Mnozina vSech pfirozenych ndsobkd kladného prvku « nenf shora
ohraméena, t. zv. Archtmediv princip. Kaydy K-prostor tvoli svaz;
tento svaz je distributivni v nésledujicim smyslu: je-li 2, (x € 4) libovolnd
‘shora omezen4 mnozina prvkd K-prostoru a z libovolny prvek, pak

z A sup z, = sup(z A x,).
o &

Ke ka#zdé vété pfirozend plati i véta dudlnf, coZ nemusime pfipo-
minat.

Ptistupujeme nyni k nejdillezitéj§im pojmiim, t. j. k zavedeni topo-
logie do K-prostoru. Definujeme nejdiive o-konvergenci. Rekneme, e
ohranidend posloupnost z, prvki K-prostoru o-konverguje k bodu =,
jestlize '

x = infsup z; = supmfx,,,
n k=n n
coZ je zase definice pfejatd z elementd analysy Nyni miiZeme zavésti do
K-prostoru P topologii tim, %e za uzaviené mnoZiny prohldsime ty mno-
imy F C P, pro néz platf

z,eF, 2 =o0-limz,=>z¢F.

Rekneme nynf, e posloupnost , € P t-konverguje k bodu z e P, jestlite
pti pravé zavedené topologii ka%dé okolf bodu z obsahuje skoro véechny
¢leny posloupnostf z,. Plat{ zfejmé implikace

x—ohmz,»z—thmx,.

Obracend implikace viak platit nemusi. Skutetnd, v prostoru P, mé&fi-
telnych funkef o-konvergence znamend konvergenci skoro viude, zatfm co
t-konvergence znamené konvergenci podle miry, jak plyne z klasické
véty Rieszovy.

Mohli bychom také definovati topologii tim, e bychom za uzdvér
mnoZiny ‘M c P prohldsili mnoZinu viech limit o-konvergentnich po- .
sloupnostf, jich% &lenové le?f v M. Dostali bychom viak topologii 8 ne-
otnost{ pro L-prostory pislovednou: uzévér dané mnoZiny nemusf{ byti
uzavienou mnoZinou.

Vezmeme-li na ptklad v prostoru P, za M mno#inu viech spojitych
funkef, dostaneme takto jako uzévér mno¥iny M mnozinu viech funkof
prvni tHdy, jejiz uzédvér jest opét Sirdf mnoZina viech funkef druhé t¥dy
a teprve ,,po nekonedn®$ mnoha krocich* dospéjeme k mno%ind uzaviensé.
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‘ Pro o-konvergenci v K-prostoru lze dokdzati jesté velmi diletitou
vlastnost, t. zv. o-dplnost: posloupnost z, jest o-konvergentni, kdyZ a jen
kdyz ‘
inf sup [Ty — 24| = 0.
rmnr

+  Jedn4 se ddle o n&jakou rozumnou definici podprostoru. MnoZinu
@ c P nazveme podprostorem K-prostoru P, jestliZe je pfedeviim podpro-
storem ve smyslu theorie linedrnich prostorid a za druhé, je-li K-prosto- .
rem pti ¢dstedném uspofdddni, indukovaném v nf édstednym uspofdddnim
P. Ctené# si snadno uvédomi, %e v prostoru P mnoina viech spojitych
funkecf, kteréd jest podmodulem, neni podprostorem. Tato definice pod-
prostoru mé viak nékteré nevyhody. Je-li totiz M C @ shora omezend
néjakym prvkem z € @, mé v podprostoru @ jisté supremum. Odnikud
viak neplyne, Ze by v Sir8im prostoru P (kde je tim spife omezend) méla
totéZ supremum a skutedné supremum mnoziny M v prostoru P mize
byti mensi nez jeji supremum v . MiZe se dokonce stdti, 6 mnoZina
M c @ je shora omezené v P, ale neomezend v Q. Vezméme na piiklad
P = P,, a nechf @ znamend mnoZinu viech ohranidenych reélnych
funkef definovanych v {0, 1>, takZe Q je podprostor P.

Vezméme nyni funkei z(¢) takto definovanou

z(0) = 0, x(t)=—];- pro 0 <t 1.

Necht déle z,(f) znamend min(n, z(t)). Potom z, ¢ @, mnoZina viech z,
jest v P omezena shora prvkem z, ale je neomezena v Q. Z tohoto dé-
vodu je tdelné déle ziZiti pojem podprostoru. Rekneme, %e podprostor
@ c P je pravidelny, jestliZe pro ka¥dou mnoZinu M c @, shora omezenou
v P, supM « Q. Jak je ihned patrno, jest potom pro katdou shora ome-
zenou mnofinu M c @ lhostejno, zda jeji supremum ,,poditdéme* v P
nebo v Q.

‘ Z dbvodd, které by se objevily pfi hlubfim studiu projektorti, bu-
deme poZadovati jestd normalitu podprostord, totiZ ndsledujici vlastnost:

jedi z¢ @, ye P, |y < |2|, potom y e Q.
~ Podprostory zéroveii pravidelné i normélnf nazgyvéme komponentami
K-prostoru. Je-li £ c P libovolnd mnoZina, potom mnoZina @ viech
prvkd &’ ¢ P, disjunktnich se viemi prvky z ¢ E, tvof komponentu pro-
storu P, kterou nazyvéme disjunktnfm dopliikem mnofiny E. Platf proni
-obdobné véty jako pro orthogondlni dopliky v unitdrnich prostorech.
Je-li Q komponenta K-prostoru P, z ¢ P, x = 0, polotime

Pgz =" Bup .
’!Q’ o-‘.'é’

 Z pravidelnosti Q vyplyvé, &e tento prvek lek v Q.
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Je-li dén libovolny z ¢ P, pak poloZime
PQ.’!? = qu_,_ — qu_ ,
.anazveme prvek Pgx projekei prvku z na komponentu Q.

Takto definované zobrazeni Py t. zv. projekior jest additivni a ho-
mogenni & plati pro nd i ostatni véty, které bychom oéekévali.

Mezi K-prostory nejvyznadnéjsi kategorii tvoif t. zv. K-prostory
s jednitkou. Jednit¢kou K-prostoru nazyvime takovy kladny prvek 1, Ze
nejmensi komponenta jej obsahujici jest cely prostor P, nebo, coZ je to-
té%, takovy kladny prvek 1, Ze neexistuje Zddny kladny prvek s nim dis-
junktni. Ka?dy K-prostor nemusi byti K-prostorem s jednikou, jak
ukazuje ptiklad prostoru Py, d4 se v¥ak (ve smyslu, ktery by bylo nutno
precisovat) sestavit z K-prostord s jedni¢kou.

V dal§im bude P znamenati vidy K-prostor s ]edmékou Jednotko-
vym prvkem nazveme potom libovolnou projekei jednidky.

Kazdé komponenté @ odpovidéd tedy urdity jednotkovy prvek eq
vztahem

€ = qu.'
Tento vztah je vzdjemnd jednoznaény v nésledujicim smyslu: utvofi-
me-li nejmensi komponentu-obsahujici prvek eqg, dostaneme pravé kom-
ponentu Q. Zejména tedy kazdému jednotkovému prvku pi'isluéi jedno-
znaéné urdeny Pl‘O]ektOl‘

Vezmeme-li si prostor P,, pak funkce identicky rovné 1 jest jednid-
kou prostoru P,. Snadno se nahlédne, Ze jednotkové prvky jsou potom
pravé charakteristické funkce méfitelnych podmnoZin intervalu (0, 1)
(oviem modulo nulovych mnoZin).

Mnotina vlech jednotkovych prvkii je 8dstednd uspofdddna jakoZto
podmnoZina prostoru P. Pfi tomto &dstedmém uspofddéni tvof{ dplnou
Booleovu algebru, kterou nazyvédme basf K-prostoru P. Naznadime nyni,
jak je moZno pomocf jednotkovych prvki popsati kazdy prvek z .« P. D4
se toti% dokdzati toto: ke katdému x ¢ P a kaidému redlnému A existuje
jednotkovy prvek e, tak, %e pro jeho doplnsk °A =1 — &, a pHsluiné
projektory P,, P} plati vztahy

ij é /103, PAx g 101.

Ctend¥ necht si laskav® nakresli obrézek pro prvek z ¢ P,; zjisti, Ze prvek
e; mé velini ndzorny vyznam. Podobné jako je méfitelnd funkee x(f)
urdena systémem mno#in E; = E[z(t) < 4], dé se otekévati, Ze i v obec-

] .
ném K-.prostoru bude kafdy prvek z urden systémem jednotkovych
prvkil e, ktery nazveme charakteristikou prvku z. Tomu tak skutednd
jest; préve tak, jako méfitelné funkee aproximujeme pomocf stepfunkei,
t. j. linedrnich kombinaci charakteristickych funkef méfitelnych mnokin;
* poslouif ném k tomuto ddelu v obecném K-prostoru s Jedmékou charak-
teristiky prvki.
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Neoht kazdému &slu celému r jest pfifazeno redlné &fslo A, tak, Ze

(1) A < Ap41s .
(@) Hli‘ﬂ Ay = + 0,
(3) /Iim }-r = — 00,

'(4) &= sup(}., — ).,;1) < 0.

Potom, je-liz hbovolny prvek z e P aeyjeho charaktenstxka, o-kon-
verguje fada

z '11-1(0&, - 6A‘I,__l) =
P == O
a platf |r — Z| < 1. Z této nerovnosti ,,v limité* dostdvdme vyjddfeni
prvku « integrilem .

T = f/lde;,

které je opét analogii podobnych vyjadfent, uﬁvanych v theom Hilber-
tovych prostord.

Pojem K-prostoru v celé své obecnosti ukazuje se vBak pifli§ Siro-
kym: obecny K-prostor miZe je§té miti nékteré velmi nepfijemné vlast-
nosti. Ukazuje se tedy tdelnym uloZiti K-prostorfim nékters dalsf ome-
zeni. Nezdd se viak, ¥e by v tomto sméru bylo docileno definitivnich
vysledkd.

. Zakon#ime tedy tento-referét nékolika slovy o déle#ité a velmi
zajimavé partii theorie polouspofddanych linedrnich prostord s jednié-
kou, totit o problému jejich realisace.

Je-li & libovolna 1iplnd Booleova algebra, pak zobrazeni e(4) mno-
%iny viech &isel redlnych do € nazveme rozkladem jednidky, jestlize mé
tyto dvd vlastnosti -

(1) 4, £ 3= ¢(4,) S e(y),
2) mfe().) 0, sup e(d) = 1.

Dva rozkhdy Jedniéky e,(1) a e,().) budeme poklédat za stcjné,
jesﬂiia plati implikace:
b < A=) S ey(y), &dy) S (dy)

: lﬂnoiinu viech rogkladd jédnisky oznadime L(E). Jest zajfmavo
vﬁimuﬁ si, %o, divime-}i se na € jako na pravdépodobnostni pole, nenf
(@) nidm jingin net mnokinou viech ndhodngeh proménngeh na @&
(Vpojett K orovové ndhodndé proménnd mié za argumenty elemen- .
. thrnf jevy; divéme-li se viak na jevy jakofto na prvky jisté Booleovy



algebry, jest vyhodn&j¥ chdpat ndhodné proménné prévé obrécens:
jejich argumenty jsou redlnd ¢&isla a jejich hodnoty jevy.) Nynf jest
moZno mno%inu (&) linearisovat a &4stednd uspofddat tak, Ze se stane
K-prostorem 8 jedni¢kou, pfi demZ jeho base je isomorfni Booleovd al-
gebfe €. Z nasnadé jsoucich diivod nembZeme zde pfisluiné uvahy de-
tailné rozvadét, dtendi vSak jistd tusi, jak se to provede. Algebraické
operace je moZno jednoduse zavésti pro elementdrni néhodné proménné,
totiZ pro takové, které nabyvajf jen kone¢né mnoha hodnot, odtud se dajf
roz&fiiti na oelé Q(@ ), nebof mno%ina elementdrnich ndhodnych promén-
nych lezi v Q(E) v jistém smyslu hust&.

Stadi si nyni viimnouti toho, Ze, je-li P K -prostorem s jednitkou,
pak charakteristika e, libovolného prvku x mé ob& vlastnosti rozkladu
jednidky. Oznatime-li tedy @(P) basi prostoru P, pak, jak vime, G(P)
je tuplnd Booleova algebra a je tedy moZno utvotit .Q(@ (P)).

Charakteristika ka%dého prvku x ]est rozkladem jednitky a vidime
tedy, %e méZeme prostor P pfirozenym zplisobem vnotit do (E(P)).
Skuteénd plati véta, fe ke kazdému K-prostoru s jednit¢kou P existuje
normélni podprostor K-prostoru Q,E(P)) isomorfni s P.

Z tohoto diivodu bude stadit zabyvat se problémem realisace jen
pro takové K-prostory s jednitkou, kde kaidy rozklad jednitky jest
charakteristikou vhodného prvku z ¢ P. Takové K-prostory budeme na-
gyvat roziffenymi K-prostory. '

K realisaci budeme se snaZit uZiti prostorii spojitych funkei na
vhodnych kompaktnich Hausdorffovych prostorech.

Je-li T kompaktni Hausdorffiv prostor, oznaéime C(T') linedrni
prostor viech spojitych funkef na 7'. Je vidét, %e viak prostor T' bude
muset mit dosti specné.lni charakter, aby C(T') byl K-prostorem. CtensF se
snadno pfesvédéi, Ze na piiklad prostor spojitych funkef na intervalu
{0, 1) s obvyklym &dstednym uspofdddnim neni K-prostorem; je vidét,
%e zdp vadi souvislost prostoru T'. Skute¢né dé se dokazati, Ze C(T) je
K-prostorem, kdy? a jen kdyz T je extrémné nesouvisly (t. j. uzdvér '
kazdé oteviené mnoZiny jest mnoZina obojetné). Dostaneme tedy v p¥i-
pads extrémné nesouvislého 7' K-prostor C(T'). Nedostaneme viak timto
zplisobem kaidy K-prostor, protofe na kompaktnim prostoru kaZdéd
spojitéd funkce jest omezens a ndsledkem toho mé C(7T') tuto vlastnost:
katdy « e C(T') d4 se majorisovat vhodnym nésobkem jednitky. (Dalo by
se viak dokdzati, e timto zplsobem lze dostati viechny K-prostory
8 pravd uvedenou vlastnost{.) Jest viak mo%no malou modifikac{ prostoru -
C(T') situaci zachrénit. BudiZ 7' extrémné nesouvisly kompaktni Haus-
dorffiiv prostor. Oznadime C(7T') mnoZinu viech spojitych funkef na 7,
které mohou nabyvati i hodnot 400 nebo —o0, aviak nejvyse na Fidké
mnoZind. P¥i pfirozené definioi alg. operacf i polouspofddéni (malékompli-
kace pii definici sedit4ni se snadno odstranf) tvoli potom C(T') roziifeny
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K-prostor. Naznadime nynf struéné dikaz, Ze kaZdy rozsfieny K-prostor
je isomorfni vhodnému C (7).

BudiZ P libovolny roziffeny K-prostor. Vezméme jeho basi E(P)
kterd, jak vime, tvofi dplnou Booleovu algebru. Z klasické véty Stoneovy
" plyne, %e existuje 0-dimensiondlni kompaktni Hausdorffiv prostor 7'
tak, e G(P) je isomorfni s Booleovou algebrou obojetnych podmnoZin
prostoru T'. Dé se dokézati, Ze prostor 7' bude dokonce extrémné nesou-
visly. (To vyplyne z tplnosti Booleovy algebry E(P).) MiZeme tedy
utvofit rozéffeny K-prostor Co(T') a ptfifadit navzéjem ty prvky z P
a z Cu(T), které maji stejné charakteristiky.
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