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Casopis pro pastovani matematiky, roé. 76 (1951)

PRACE J. M. GEL’FANDA O ALGEBRAICKYCH OTAZKACH
FUNKCIONALNI ANALYSY

\ A.N.KOLMOGOROV.

(Rusky originil vydel v Sasopise Uspdohi mat. nauk, sv. VI, seb. 4
(1961), str. 184 a% 186.)

Sout¢asnd matematika vyuZivd ve velké mife geometrickych i
algebraickych method tim, %e jednak vySetfuje nejriznéjsi soustavy
objektii (funkei, éar atd.) jako néjaky geometricky celek — prostor —
a jednak vySetfuje rozliéné soustavy objektl, pro né%z jsou definovény
operace, jako algebraicky dtvar — grupu, okruh neb téleso.

UZ ddvno vznikla snaha sjednotit tyto dva sméry, snaha vysetfovat
Gtvary majici soudasn® i geometrické (topologické) i algebraické vlast-
nosti. Prvnim pokusem tohoto druhu byla theorie linedrnich prostori,
kterd v moderni formé byla vypracovédna St. Banachem. Po nf nésledo-
vala fada fundamentdlnich praci o topologické algebfe, t. j. praci véno-
vanych soustavnému studiu topologickych grup i topologickych téles.
Mezi témito pracemi zvl4&té pozoruhodné jsou préce L. S. Pontrjagina.
Konkretndjsf analyticky charakter maji vy¥etfovini Johna Neumanna
a jeho &koly o okruzich operétort v Hilbertové prostoru. JiZ v téchto pra-
_cich se ukézalo, e s hlediska analysy tstfednim algebraicko-geometric-
kym titvarem, ktery je tfeba studovat, musi byt algebraicky okruh (sou-
stava, v niZ lze vidy odeditat, v niZ viak neni vidy délenf mo#né) opatte-
ny topologickymi vlastnostmi.

I. M. Gel’fandu se podafilo vystihnout zékladnf a velmi plodnou
cestu pro pfebudovdni veikeré funkciondlni analysy v naznadeném
sméru. Zékladnf vychozi myslenkou I. M. GeI’fanda se stal ten fakt, Ze
okruh, v ndm? je zavedena norma (analogie absolutni hodnoty obygejnych
- &fsel), d4 se za velmi obecnych podminek automaticky realisovat — a to
iplné urdenym a jedinym zphsobem — v okruhu funkef definovanyoch na
mnoZind ,,maximdlnich idedlt* piivodntho okruhu.

Ve shod$ s tim vznikd pro kaidy normovany okruh jako prvni a z4-
kladn{ problém tloha najit pfirozeny obor zmény argumentd funkef,
% nichi se okruh sklédé. Na pkklad skoroperiodické funkce se obydejus
poklédaji za funkce reé.lného argumentu. P¥irozenou oblastf jejich defi-

nice je viak jisté rozéffeni R mnokiny redlngoh dfsel R. Na tomto roz-
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feni R funkce, které jsou skoro periodické na R, se prosté kryji se viemi
funkcemi spojitymi na R.

Z této zédkladni myslenky vznikl obsdhly program badéni, kolem
ného soustiedil I. M. Gel'fand s neobyéejnou energii velky kolektiv
spolupracovnikii a 24ki. Methoda J. M. Gel’fanda dala jiZ mnoho tplné
kankretnich analytickych vysledkd (viz na pf. prdci I. M. Gel’fanda
o absolutné konvergentnich mocninnych faddch uvefejnénou spolu se
zékladnim pojednénim o normovanych okruzich). V nejnovéjsi dobé se
potal objevovat velky podet praci americkych autorit (Lorch, Ambrose
& j.), ktefi pokraduji v tomto sméru.

Jak jiz bylo feéeno, zvldstni zdjem maji okruhy operdtori v Hilber-
tové prostoru. V prédei [2] I. M. Gel’fand a M. A. Najmark naili nutné a

_postadujici podminky, aby abstraktni okruh méL realisaci v okruhu ope-
rétori v Hilbertov® prostoru. To vneslo znaénou jasnost ifadu zjednodu-
geni do theorie vypracované Neumannem.

Studium okruhu operétori v Hilbertové prostoru je ekvivalentni
studiu grupy unitdrnich operétori tohoto prostoru. Sama o sobé je theorie
grup unitdrnich operdtori a theorie representace abstraktnich nebo kon-
kretnich grup takovymi grupami znaéné bohatif a sloZitéj8i. Jiz unitdrni
representace obydejné grupy -redlnych &isel (jednoparametrové grupy
unitdrnich operétori) byly v posledni dobé pfedmétem velkého podtu
vySetfovani. Jejich theorie je pfirozenou moderni formou harmonické
analysy funkei a spektrdlni analysy determinovanych neb ndhodovych
kmitavych procesi.

Zékladem kaZdé budouci theorie unitdrnich grup a unitdrnich repre-
sentaci bude nepochybné véte Gel’fanda a Rajkova o existenci postadu-
jicf soustavy spojitych unitdrnich representacf [3]. Po objeveni této véty
vznikl docela pfirozend problém najit vSechny irreducibilnf representace
obzvldsté ddlefitych grup a sestaveni libovolné representace z t&chto
irreducibilnich representaci. Z téchto konkretnich matematickych problé-
mi nejhloubéji leZf ty, které souviseji s linedrnimi representacemi Lieo-
vyeh grup. V komutativhim a kompaktnim ptipadé takové representace
dajf se rozloZit na irreducibilni representace koneéné dimense, t. j. daji se
realisovat pomoci matic. Avlak jiZ grupa Lorentzova, majic{ zdkladni
vyznam pro fysiku, grupa pohybu roviny Lobadevského a fada jinych
klasickych grup majf jen velmi chudou mnoZinu representaci koneéné
dimense, z nich% ne ptiklad nelze sestrojit ,,reguldrni* representaci po-
mocf funkef definovanych na grupé a majicich integrovatelny &tverec.

- Proto vzniké tiloha najit pro zdkladnf klasické Lieovy grupy vSechny
jejich unitdrnf irreducibilni representace nekonetné dimense (represen-
tace konedné dimense jsou ji zndmy) a vySetfovat, zda se libovolns uni-
térnf representace dé rozloZit na irreducibilni representace. Tato uloha
byla prévé rozfefena I. M. Gel'fandem a M. A. Najmarkem. Jejich préce
majf svymi methodami, konkretnost{ vysledki, danych ve tvaru expli-
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citnich vzored, a &fff dosaZenych i odekdvanych aplikaci, zcela klasicky
réz. :

Zvléstni zdjem mé pro soudasnou fysiku tloha najiti viechny irredu-
cibilni representace Lorentzovy grupy a z nich odvodit viechny unitdrn{
representace této grupy. Tato tloha je rozfeSena v préci [5]. O jejim vy-
znamu pro fysiku viz [7]. DileZitost otdzky byla jasnd i zahraniénim
védciim. Aviak Dirac v roce 1945 byl s to udat jen nékolik ndéhodnych
representac{ Lorentzovy grupy nekoneéné dimense, které se viechny uké-
zaly reducibilnimi. Teprve po vyjitf pracf I. M. Gel’fanda a M. A. Naj-
marka vyvolal tento problém obsirnou literaturu za hranicemi.

S matematické stranky byly pfekondny jesté vétsi obtite v zédkladni
monografii [8], kterd vysla v roce 1950. Theorie zobecnénych ,sférickych
funkei®, kterd je v ni obsaZena, a fada jinych vysledkiukazuji se jako
velmi dilezité pro analysu.

V celku badénf I. M. Gel’fanda a jeho spolupracovnikd patfi mezi
nejvyznamnéjsi jevy v soutasné matematice vibec.

Prelotil Vi. Kofinek, Praha.
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