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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 89 (1964), Praha 

ОБ ОДНОМ НЕРАВЕНСТВЕ ДЛЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ЯРОСЛАВ КУРЦВЕЙЛЬ (̂ АЕО$̂ АV КтагтУЕП-) Прага 

(Поступило в редакцию 12/ХП 1962) 

На основе минимаксимальных соотношений для собственных чисел 
эрмитовых операторов приводится оценка собственных чисел одной задачи 
при помощи собственных чисел двух более простых задач. В частном случае 
эти задачи представляют поперечные колебания стержня и колебания 
струны. 

1. Рассмотрим следующие задачи: 

(1) (к(х^)2®Щ = осу(х), 

Шх, г) у(I) <Ц*) = аг(х) ; 

(2) К(х, *) и(г) <Ц*) = ри(х) ; 

(3) [к(х, г) V(^) сЦ*) = уф). 

Предполагается, что 

(I) /Х(У) — сг-конечная неотрицательная мера на сг-кольце $! (82) подмножеств 
некоторого множества X; если не назначена область интегрирования, то ин­
тегрирование производится по X (или X х X); 

(п) положим $! п 82 = $з и определим меру ц на 5 3 соотношением ц = \х 4- V; 
комплекснозначная функция К(х, г) определена н а ! х ! , 5 3 х 5 3 -измерима и 

/* л 
\К2\ й(ц х ц) < оо ; 

(Ш) К(х, I) — К(1, х) и $$К(х, г) у(х) у^) й(ц х ц) ^ 0 для любой 53-измеримой 
функции у, $\у\2 йц < оо. 
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Разумеется, искомые решения задач (1), (2), (3) обладают тем свойством, 
что функции у({)9 и(г) интегрируемы с квадратном по /г и функции г(г)9 V(^) -
интегрируемы с квадратом по V. 

Как будет показано, задачи (1), (2), (3) сводятся к исследованию компакт­
ных эрмитовых операторов в пространствах Гильберта и, следовательно, для 
каждой из них существует больше всего счетное множество собственных 
чисел, и нуль является единственной возможной предельной точкой. Пусть 
а15 а2,а3,... — все собственные "числа задачи (1); щ выписано 5 раз, если ему 
соответствует 5-мерное собственное подпространство, и \аг\ 2> |а2 | ^ |а3 | ^ 
... ; пусть последовательность /?1? /?2э/?3,... (У19 у29 У3, ...) собственных чисел 
задачи (2), ((3)) обладает теми же свойствами. Все собственные значения бу­
дут действительными и /?г ̂  О, уг ^ 0, так как операторы, соответствующие 
задачам (2), (3), окажутся положительными. Если а — собственное число за­
дачи (1) и [у, .г] — соответствующее решение, то и —а является собственным 
числом и \_у9 —г] — соответствующее решение; Если а обладает 5-мерным 
собственным пространством, то и —а обладает 5-мерным собственным прост­
ранством. Главным результатом является следующая теорема: 

Теорема. 

(4) «21-1 ^ А ? 1 , * « 1,2,3,.... 

Замечание 1. Если, например, р± ^ @2 ̂  ... _: рк > 0 — все отличные от 
нуля собственные числа задачи (2), то задача (1) имеет больше всего 2/с соб­
ственных чисел, отличных от нуля. 

2. Пусть Я — пространство Гильберта, А — компактный эрмитов оператор 
на Н; как известно, существует последовательность собственных чисел Хг 

и соответствующих ортонормированных собственных векторов и^ так, что 
имеет место 

(5) 1̂ 1 ^ 1̂ 1 ^ |Аз| ^ ... 
со 

(6) _4м> = -^ Хг(у!9 \уг) и^ для любого н? е Я , 
1 = 1 

(7) 1АЛ = шр |(.АТУ, >у)|", * е Я , (м>,н>) = 1, 

(8) Ш = 1.оГС(-21,...,«!-!), 4и—,Ч1-1е'Н9 

где 
С(-21-...,^г-1) = зйр |(Лж, и>)|, м?еН9 

(щ ^1) = ... = (щ ^^„1) = о,. (ш, и>) = 1. 

Каждое отличное от нуля собственное число оператора А входит в последова­
тельность Х19А2,... и выписано в ней 5 раз, если ему соответствует 5-мерное 
собственное подпространство. 



Это известные факты из теории эрмитовых операторов (см. например, 
[2], VI). (8) является некоторым видоизменением второй теоремы из [2], 
VI, § 95. 

3. Пусть Ь2(14, Ь2

 Х у итд.) — множество функций, интегрируемых с квадратом 
по мере }х (у, /х х V). При обычном определении скалярного произведения эти 
множества превращаются в пространства Гильберта (относительно полноты 
см.[3],И,§2). 

Обозначим через А± оператор, сопоставляющий паре [у, я] е Ь 2 х 1}у пару 

I" (K(X, i) z(í) dv(ř) , [K(X, t) y(t) d^í)!, 

через А2 — оператор, отображающий и е Ь2 на \К(х, *) и(г) й^), и через А3 — 
оператор, отображающий V е Ь2 на /Х(х, *) V(^) сЬ>(*). АХ(А2, А3) — компактный 
(см. [2], IV, § 76) эрмитов оператор, отображающий пространство 1^ х Ь2(Ь2, 
Ц) в себя. Задачи (1), (2), (3) эквиваленты задачам 

-^[х, 2] = а[)>, 2:] , А2и = $и , А^р = уV . 

Пусть [уи гД е Ь ^ х Ь2, иге!}9 V^е 13, I = 1, 2, ...,&, и положим 

(9) #0>1, 2и - • •> Л» **) = 8 и Р (^[У» 21> 1>> г]) = 

= sup2 Re K(x, t) z(x) y(t) d(v x џ) 

где /|у|2 й[г 4- | М 2 (IV = 1, /уУсё/г + ] г М ? = 0, г* = 1, 2,..., &, 

(10) С1(и19..., ид) = шр (А2и, и) = зир К(х9 *) и(х) й(г) й(/х х /*) , 

где |им'ф1 = 1, /гШ| <1/-1 = 0, I* = 1, 2, ...,&, 

(И) СзК>* - • •> »*) = вир (Л3г>, ») = вир Шх,г) 8(х) 1?(*) й(у х V) , 

где ]М?<1У = 1, ]»|?,сЬ> = 0, I = 1, 2,..,,&. 

ЕСЛИ к = 0, то определим {?, С2, Сз формулами (9), (10), (И), но условия 
ортогональности отпадают. Как следует из теории эрмитовых операторов 
(см.(8)) 

(12) |аь1 = 1ПГС1_1(3'1* 2 1 . . . . . А - 1 , 2*-1), 

(у» 2;) еЬ\х Ь2

У, 1 = 1,2,.,., к - 1) : 

(13) | М - М Й - 1 ( » , , . . . Л - 1 ) . « г е ^ , г = 1,2, . . . ,/с-1; 

(14) Ы =- шГ Й'Ч»! ^ - 0 , • »1 е I?,, » = 1, 2, ...,.* - 1, к = 1, 2, 3,,..,. 
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4. Лемма. Для любых у(^)е^2

x, г(*)е1%' имеет место 

(15) Re \K(x, t) ï(x) y(t) d(v x џ) < 

< K(x, t)ӯ(x) y(t) ã(џ x џ) . ÍГx(x, í) 2(x) z(t) d(v x v) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть <51э<52,... и ^1(0» ^г(0» ••• "" собственные числа 
и собственные функции задачи 

(iб) K(x, t) q(t) dr,(t) = ôq(x) .. 

которые получатся но п. 2, если рассмотреть спектральное разложение компакт­
ного эрмитова оператора Л 4 , отображающего ^ е 1\ на \К(х, г) ̂ (^) &ц(1). 
Так как 

\\К(х, I) - X %,-(*) Ш2 <% х »/) =^ о , то 
i = l 

i-=l 
ľкi 2 dtø x »;) <co H X(x,í)-£5 ig i(x)5 i(ť)eL* X , -

Ho 

(17) Kfrђ^Zõalx^qlt), 
ł = l 

для (?/ х у) почти всех (х, г), так как в противном случае уравнение (16), где 
00 

К заменено К(х, I) — ^ ^ ^ ( х ) Цг(1), обладало бы нетривиальным решением, 
. i = l 

что противоречит (6). Из предположения (ш) следует, что дг >̂ О, I = 1, 2, 3, . . . 
Как легко убедиться, квадратичная форма действительныйх переменных а, т 

r fc 

I 
i = l 

+ 2cтт Re 

+ т* 

I $.««(*) 4.(0 2(х) 2(Г) й(у X V) + 
1 = 1 

рр А; 
X аД|(*) 4.(0 5(х) у(/) с!(у х /*) + 

Д^Й-ОО ?*(') Я » У(0 с!(м х /*) 

неотрицательна, и так как ряд в (17) сходится в 1}п*п, то и квадратичная форма 

а2 \К(х, г) г(х)г(г) ф х у) + 2<тт Ке К(х, г) г(х) у(г) <1(У х /г) + 

^ГГк(x,0К^)К0^xА0 + -Г 

неотрицательна, и лемма доказана. 
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Из (17) следует, что операторы А2, А3 положительны. 

5. Как следует из (12) 

|а2*-1. -=" -п* &к~2(У1> ги Уи - *ь •••> Ук-и Ч-и Ук-и -2*-0 • 

Из (15) и (9) следует что 

[СГ~20>1, г и Уи -*!,..-, Ук-и *к-и Ук-и - ^ - 0 ] 2 =^ 

51 зир зир 4 Шх, г) у(х) з>(*) й(ц х дг) . Х(х, *) 2(х) 2г(*) ё(у х у), 
<*> у . » ^ ^ ^ ^ 

где 

/Ц-1-4. - «»-* . {,,,«, - 0 . {,,,• <,-.*•-. { „ , * , - 0 . 

г = 1, 2,..., к - 1, 0 <̂  <р <: \% . 

Так как зир соз2 <р. з т 2 <р = | то из (10) и (11) следует, что 

(С?*~20>1> 219 у19 -219 ..., Л - Л - 1 , Л-1, -**-1)) 2 ^ 

^ с Г ^ — э л - О - сГЧг1»— »**-..)» 
что в месте с (13) и (14) доказывает (4). 

Замечание 2. Если /г = V, то |а2,--1| = |а 2 г | = /^ = ^, I = 1, 2, 3,... . 

6. В [4] доказано неравенство (5) для частного случая X = <0,1>, К(х91) = 
= х(1 — г) для х _С 19 К(х9 г) = г(1 — х) для х ^ 19 г = 1. В этом случае задача 
(1) представляет поперечные колебания стержня со свободно опертыми кон­
цами и задачи (2) и (3) представляют колебания струны с закрепленными 
концами. 
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Výtah 

O JEDNÉ NEROVNOSTI PRO VLASTNÍ ČÍSLA INTEGRÁLNÍCH 
ROVNIC 

JAROSLAV KURZWEIL, Praha 

Pomocí vlastností typu „minimax" pro vlastní čísla hermitovských operátorů je 
dokázána nerovnost (4) pro vlastní čísla úloh (1), (2), (3). Ve speciálním případe 
úloha (l) popisuje příčné kmity prostého nosníku a úlohy (2) a (3) popisují kmity 
struny. 

Summary 

AN INEQUALITY FOR EIGENVALUES OF INTEGRAL EQUATIONS 

JAROSLAV KURZWEiL, Praha 

Inequality (4) is proved for the eigenvalues of the problems (1), (2), (3) by means of 
the properties of the minimax type of the hermittian operators. In a special case 
problem (1) describes transverse vibrations of a freely supported beam and problems 
(2) and (3) describe vibrations of a string. 
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