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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 98 (1973), Praha 

DIE VERALLGEMEINERUNG DER FORMEL VON PEAUCELLIER 

VLADIMIR MAHEL, Praha 

(Eingelangt am 17. Mai 1971) 

1. EINLEITUNG 

Im Jahre 1861 veröffentlichte Peaucellier eine Abhandlung [1], in welcher er für 
die Beziehung zwischen dem Krümmungshalbmesser r einer gegebenen Kurve und 
dem Halbmesser rx ihrer Zentralprojektion in eine Ebene die Formel 

(11) H = J * m i 
r dm3 

gefunden hat, wo d (bzw. dt) die Entfernung des Projektionszentrums von der 
Schmiegebene der gegebenen Kurve (bzw. von der Projektionsebene) und m (bzw. mx) 
die Entfernung des untersuchten Punktes der Kurve (bzw. ihrer Projektion) vom 
Schnittpunkt der Tangente der gegebenen Kurve im untersuchten Punkt mit der 
Projektion dieser Tangente bedeutet. 

Zwanzig Jahre später gibt Geisenheimer die Formel für die Beziehung zwischen den 
Krümmungshalbmessern von Kurven, die sich in einer gegebenen Affinität [2] und 
einer gegebenen Kollineation [3] entsprechen. Wenn auch Geisenheimer unabhängig 
von Peaucellier arbeitete, ist die Verwandtschaft beider Ergebnisse klar. 

Alle grösseren Lehrbücher der Darstellenden Geometrie, die in den folgenden 
Jahren erschienen sind, führen diese Ergebnisse an und einige Autoren formen diese 
Formeln verschieden um. So verbessert z. B. WIENER [4] den Beweis von Geisen­
heimer und zeigt, wie man durch Spezialisierung der Formel von Peaucellier die 
Formel finden kann, welche für die orthogonale Projektion schon früher Bellavitis 
[5] anführte. 

G. LORIA führt in seinem Lehrbuch der Darstellenden Geometrie [6] eine analy­
tische Ableitung dieser Formeln an und unser tschechisches Lehrbuch von KADEÜÄ-
VEK-KLIMA-KOUNOVSKY [7] gibt wieder einen anderen Beweis an, welcher auf den 
Sätzen von Meusnier und Euler beruht. 

Auch in letzter Zeit widmenten Autoren von Lehrbüchern dieser Frage ihre Auf­
merksamkeit, z. B. KRUPPA [8], welcher das Verfahren von Peaucellier noch weiter 
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präzisiert. Sehr gründlich beschäftigte sich mit dieser Problematik J. SOBOTKA, der 
zwei umfangreiche Abhandlungen [9], [10] den verschiedenen Umformungen der 
Formel von Geisenrieimer und Peaucellier widmete. Treu seiner Arbeitsmethode sucht 
er freilich vor allem die konstruktiven Folgerungen. 

In der Kandidatendissertationsarbeit [13] wurde die Verallgemeinerung der Formel 
von Peaucellier für die Kurve in En gefunden und in dieser Abhandlung sind die dort 
gefunden Ergebnisse weiter ergänzt worden. Als Hauptergebnis kann man die 
Feststellung bezeichnen, dass die Formel (1, 1) nur eine Konsequenz einer bestimmten 
Invariante für die Kurven auf einer Kegelfläche in den Punkten derselben Mantellinie 
ist. Diese Invariante wurde hier gefunden und es wurde auch ihre geometrische 
Bedeutung angeführt. 

2. KURVE IN En 

Es sei ein n-dimensionaler euklidischer Raum En (n ^ 3) mit einer bestimmten 
orthonormalen Basis gegebenen und in ihm eine Kurve mit ihrer Bogenparametri-
sierung, d. h. es sei eine Vektorfunktion 

(2.1) r = r(s) 

gegeben, die folgende Voraussetzungen erfüllt: 

a) die Funktionen r((s), (i = 1, 2,.. . , n) sind in einem bestimmten offenen Inter­
vall I(s) von der Klasse k = n; 

b) die Matrize \\r[(s), r'2(s),..., r'n(s)\\ (wo mit einem Strich die Ableitung nach s 
bezeichnet wird) hat im Intervall l(s) überall den Rang h -= 1; 

c) für alle Werte sei gilt 
r'. r' = 1 . 

Das Frenetsche begleitende Dreibein sei durch die Einheitsvektoren n0, nu n2,.., n,._, 
der nullten, ersten,..., (n — l)-ten Normale gegeben (die Tangente bezeichnen wir als 
die nullte Normale). Es gilt also 

ni • nk = öik , 

wo öik das Kronecker-Delta bedeutet, und weiter 

(2.2) [n0, "!,•.., n„-i] = 1, 

wo [ ] eine n-reihige Determinante aus n Koordinaten aller Normalen nt bedeutet. 
Setzen wir voraus, dass die Kurve (2.1) keine Gerade ist und dass sie in keinem 

Unterraum Em des Raumes En (m < n) liegt; dann existieren Skalarfünktionen kj(s) 
(i = 1, 2,.. . , it — 1), die wir als erste, zweite,..., (n — l)-te Krümmung der gegebe­
nen Kurve bezeichnen, und für die Kurve gelten die bekannten Frenetschen Formeln 

(2.3) nm « -kmnm_1 + km+lnm+l (0 = m = n - 1) , 
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wo wir deflatorisch 
k0 = kn = 0 , n_j = n„ = 0 

festsetzen. 
In den weiteren Absätzen werden wir noch manche weitere Eigenschaften von 

Kurven in En benötigen; es handelt sich zwar um schon bekannte Eigenschaften 
(siehe z. B. M. Harant [11]), aber es ist notwendig die benötigten Beziehungen und 
Formeln in eine Form zu bringen, in welcher sie weiter angewendet werden. 

Satz 2.1. Es sei km die m-te Krümmung der Kurve (2.1) (0 ^ m :§ n — 1) und nm 

die m-te Normale dieser Kurve; dann gelten für die i-te Ableitung des Ortsvektors r 
des Kurvenpunktes nach der Bogenlänge folgende Beziehungen 

(2.4) r = n0 , 

r" = M i > 

г(l) = zЧл, 
m = l 

WO 

(2.5) 'A_ = km . ^K-i + i _ 1 A m -

dabei gilt definitorisch 

# c m + l • * * m + l 

K = K = o, 
rA r = 'A,+. = ' A M = 0 , »Ao =- 1 (0 g r g n) . 

Den Beweis findet man in [11], nur sei bemerkt, dass man einen Druckfehler im 
Satz 1 der angeführten Arbeit zu korrigieren hat. 

Satz 2.2. Für den Koeffizienten lAj_, des vorangehenden Satzes gilt 

(i = 1,2,..., n) 

(2.6) 'A._.--r<'>.i . ,_. . 

Der Beweis dieser Behauptung lässtsich sofort aus (2.4) durch die skalare Multi­
plikation mit dem Vektor n^t ableiten. 

Satz 2.3. Für die Koeffizienten l&i-x der zwei vorangehenden Sätze gilt 

für i = l : XA0 = 1, 

für 2 ^ i g n : 'A._. =*: ._. . *-1Ai_2 = "f\ km . 

Der Beweis ergibt sich auch unmittelbar aus dem Satz 2.1 aus derFormel (2.5) 
für m = i — 1, wenn wir l~1&i-1 = ,"1A j = 0 in Betracht ziehen. 
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Satz 2.4. Für die Kurve (2.1) gilt 

(2-8) [T\ r" r « ] = k^1. r2"2 fcB
2-2 • fc.-i , 

wo die Klammer eine n-reihige Determinante aus n Koordinaten der Ableitungen 
des Ortsvektors r des Kurvenpunktes bedeutet und k{ sind die Krümmungen der 
gegebenen Kurve. 

Beweis. Wir setzen in die Determinante auf der linken Seite von (2.8) aus (2.4) ein 
und nach der Umformung erhalten wir 

[r',r',...,rW] = n'»Am_1 
m = l 

und mit Hilfe von (2.7) schliesslich (2.8). 
Es ist bekannt, dass die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine 

Kurve in En liegt und in keinem seiner Unterräume Em (m < n), die ist, dass alle 
ihre Krümmungen im ganzen Definitionsintervall I(s) von Null verschieden sind. 
Aus dem Satz 2.4 folgt, dass die Bedingung aller von Null verschiedenen Krümmun­
gen äquivalent ist mit der Forderung 

(2.9) [r ' ,r", . . . ,r<">]*0. 

Weiter werden wir noch den Begriff der sog. orthogonalen Ergänzung gebrauchen. 
Die Bezeichnung und Schreibweise wurde dem Lehrbuch von CECH [12], Seite 
96 — 99, entnommen. Aus diesem Buch entnehmen wir auch die charakteristischen 
Eigenschaften, die dort in den Sätzen 35.1 — 35.11 ausgesprochen wurden. 

Sind in einem orientierten euklidischen Raum Em (m ^ 2) m — 1 linear unabhän­
gige Vektoren 

ul9 Ü2, ..., un_1 

gegeben, dann ist die orthogonale Ergänzung 

ein Vektor, der zu allen Vektoren ut orthogonal ist, der mit diesen eine positive Basis 
ul9 u2,..., um_1 bildet und dessen Länge — bis auf das Vorzeichen — gleich ist dem 
Vektorprodukt der Vektoren ui9 das in der Hyperebene, in welcher die Vektoren 
liegen, gebildet wird. Speziell ist für unseren Gebrauch der Vektor 

(2.10) o = [n09ni9 ...,n„_2] 

ein Einheitsvektor, der kollinear mit nn_x ist. 

Satz 2.5. Es sei eine Kurve (2.1) in En gegeben; für das Quadrat der orthogonalen 
Ergänzung 

[r',rV..,r<"-1>] 
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gilt 

(2.11) [r\ r",..., r*""1)]2 = /c2(w~2>. k2<"-3>... k2
n„2 . 

Den Beweis siehe [11]. 
Während unserer Erwägungen haben wir immer vorausgesetzt, dass die Kurve 

durch ihre Bogenlänge parametrisiert ist; weiter werden wir aber auch die Berechnung 
analoger Grössen für eine Kurve, die durch einen beliebigen Parameter parametrisiert 
ist, brauchen. Die Ableitung nach der Bogenlänge werden wir weiter mit einem Strich 
bezeichnen und die Ableitung nach einem allgemeinen Parameter mit einem Punkt. 

Es sei also 5 = s(t) eine zulässige Parametertransformation, d. h. es sei die Funktion 
s = s(t) in einem Intervall I* : a* S t g. b*, s(a*) = a, s(b*) = b definiert und das 
Intervall I sei das Intervall der Funktionswerte, die den Werten t e I* entsprechen. 
Die Funktion s = s(t) habe in I* überall stetige Ableitungen bis zur r-ten einschliess­
lich (r ^ n). 

Für die Berechnung der Ableitungen des Ortsvektors r des Kurvenpunktes nach 
dem Parameter t erhalten wir 

(2.12) rm = r's\ s# = ds/df, 

r " = r"(s')2 + r V , 
usw. 

Satz 2.4'. Für die Kurve in En gilt 

(2.13) [r\ r " r « ] = (Y)*- 1" 2 . ldf1 . k"2"
2 ... K-i • 

Satz 2.5'. Fw> das Quadrat der orthogonalen Ergänzung 

[r\r-\. . . ,r<- l>] 
gilt 

(2.14) [r \ r*\ ..., r«""1)]2 = (s')"^-1). k2<"-2>. k2("~3>... k„2_2 . 

Die Beweise beider Sätze werden durch direktes Einsetzen aus (2.12) in die 
Formeln (2.8) bzw. (2.11) durchgeführt. 

Die Schmieghyperebene der Kurve in E„ ist durch die bekannte Gleichung 

(2.15) [ R - r , r \ r " , . . . , r < " - 1 > ] = 0 

gegeben, in welcher R der Ortsvektor eines beliebigen Punktes dieser Hyperebene ist. 
Es ist gleich ersichtlich, dass (2.15) nicht davon abhängt, durch welchen Parameter 
die Kurve parametrisiert wurde. 

Formen wir die Gleichung (2.15) auf die sog. Hessesche Normalform 

[R- r > r ' , r " > . . . - r» - 1 >] = 

| [ f , r - , . . . , i*-D] | 
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(2.16) - L " - r , r , r , . - , r - j = 
v / l /_«\nrii~n/2 i . n - 2 i _ n - 3 Í ,2 i. I 

um, dann können wir sie im Hinblick auf den Satz 2.5' wie folgt darstellen 

[R-r . r ' . r" , . . . ,^"- 1 ) ] 

l(s-)"("-iw2kr2/cr3...k2-3fc„-2| 

Dabei ist der Vektor 

[r>" . . ..,-<-'>] 
(2.17) 

|(s-)-<-i)/-k--V2-3...fc.2-,fc.-2| 

ein orthogonaler Einheitsvektor zu dieser Hyperebene und das absolute Glied der 
Gleichung 

[r , r ' , r" , . . . , r<"-^] 
(2.18) . d = -

|(s-)"(-1)/2fcГ2fc2-3--fcГ3lCл-2І 

bedeutet die orientierte Entfernung des Ursprungs des Koordinatensystems von der 
Hyperebene (2.15). 

3. KURVENPAARE AUF DER KEGELFLÄCHE 

Es sei der Raum En (n = 3) mit der orthonormalen Basis gegeben und in ihm eine 
Kurve 

(3.1) r = r(r) 

und setzen wir voraus, dass diese Kurve in keinem Unterraum Em(m ^ n — 1), d. h. 
km 4= 0 (m S n — 2), liegt und dass weiter der untersuchte Punkt vom Ursprung des 
Koordinatensystems verschieden ist und dass die Schmieghyperebene der Kurve (3.1) 
im untersuchten Punkt diesen Ursprung nicht enthält. 

Es sei nun eine Kegelfläche mit der Spitze im Ursprung des Koordinatensystems 
und mit der Leitlinie (3.1) geben. Die Gleichung dieser Fläche lautet 

(3.2) r = K")r(t), 

wobei die Funktion ji(u) denselben Anforderungen entsprechen muss, wie die Funk­
tion rt(t) in Absatz 2. 

Jede Kurve auf dieser Kegelfläche (die verschieden ist von der Mantellinie) können 
wir mit Hilfe der Funktion u = u(t) in der Form 

V! (t) = /.(«(')) Ңt) 
ausdrücken, oder kürzer 

(3.3) M') = ^M<)> 

dabei ist 
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Weiter werden wir die Beziehungen zwischen den Kurven (3.1) und (3.2) unter­
suchen und wir werden nicht mehr besonders betonen, dass wir alle Untersuchungen 
nur lokal durchführen werden, d. h. wir werden kurz r(t) anstatt r(f0), usw. schreiben. 
Die Punkte R und *JR mit den Ortsvektoren r(f) und k(t) r(t) liegen auf derselben 
Mantellinie der Kegelfläche, wobei 

(3.4) k - (0, K, *R) 

das Teilverhältnis des Punktes *JR bezüglich der Grundpunkte 0 und R bedeutet. 
Die geforderten Voraussetzungen, die die Kurve (3.1) erfüllen muss, bedeuten, dass 
in den untersuchten Punkten R und *R 

r*0, [ r ,r f , r" ^ " ] * 0 , H O 
gilt. 

Satz 3.1. Es liegen auf der Kegelfläche (3.2) die Kurven (3.1) und (3.3), welche die 
oben angeführten Voraussetzungen erfüllen. Dann hängt der Ausdruck 

*r_ [*r,*r\*r"9...,*r<"-»'].\*r\* 
{(*r. . *r) (*r*. *r*) - (*r . *r')2}M/2 

nicht von k ab, d. h. er ist für alle Kurven in den Punkten derselben Mantellinie 
derselbe und er ist gleich dem Ausdruck 

[> r' r" r^"1)! |r|» 
{ {(r:r)(r'.r')-(r.r')2Y'2-

Zum Beweis müssen wir vorerst einige Berechnungen anstellen: 

(3.6) *r = Xr 
*r' = X'r + Xr' 
*r" = X"r + 2k'r' + Xr" 

V > = f (П\ я<---)г<-) (Я(0) = Д, r<0) = r) 
m = 0 \m/ 

Weiter gilt 

(3.7) *r.*r = X2(r . r) 

*r'. *r = XX'(r . r) + X2(r . r') 

*r'. *r' = (X')2 (r.r) + 2XX'(r . r') + X2(r'. r') . 

Nun: 

a) setzen wir in die Determinante 
ii / . •• • 

[*r, *r',..., V 1 ) ] 
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aus (3.6) ein, erhalten wir 

' L - , X' r + Xr',.. .,to (™) A("-m)rC">"| ; 

diese Determinante lässt sich leicht durch die Zerlegung in Summen von Determi­
nanten umformen. Alle Summanden verschwinden bis auf einen einzigen und es ist 
also 

(3.8) [*r, *r', ..., V » - " ] = A"[r, r', ..., r « - " ] , 

b) weiter gilt 

(3.9) . |*r|- = |Ar|" = |A|-|r|", 

c) mit Hilfe von (3.7) kann man nach längerer Berechnung zeigen, dass 

(3.10) (*r . *r) ( V . *r') - (*r . *r')2 = A4[(r . r) (r*. r') - (r . r')2] 

ist. 
Bilden wir nun den Ausdruck *J(n) für die Kurve (3.3) analog zu (3.5), dann kann 

man durch Einsetzen aus (3.8), (3.9) und (3.10) kürzen, so dass *J(w) = J(n). 

Abb. 1. 

Zur Bestimmung der geometrischen Bedeutung der Invariante (3.5) brauchen wir 
noch neben den Beziehungen aus dem Absatz 2 den Winkel \j/9 welchen die Mantelünie 
der Kegelfläche mit der Kurventangente im untersuchten Punkt einschliesst (siehe 
Abb. 1). 

152 



Da die Schmieghyperebene der Kurve in diesem Punkt nicht durch die Kegel­
flächenspitze geht, ist \j/ =# 0; beschränken wir uns auf die Winkel 0 < i// __ in, 
dann gilt 

(3.H) sin * = v ( i - c o s * * ) = V { ( r - f ) ( , : ' ; r ' ) r ( r - r ' ) 2 } 

kl • k l 
und also 

(3.12) 1 
sin" ̂  {(r . r) (r*. r') - (r . r')2}1 '2" 

Satz 3.2. Für die Invariante 3.5 aus dem 1. Satz ai/f 

(3.i3) J<»> = - 4 - i(Sr"_3)/2 * r 2 *r 3 • • • kUkn_2\, 
sin" y/ 

wo d die Entfernung der Kegelflächenspitze von der Schmieghyperebene der 
gegebenen Kurve im untersuchten Punkt bedeutet, kt (i = 1, 2,..., n — 2) bedeutet 
die i-te Krümmung der gegebenen Kurve, s* ist die Ableitung der Bogenlänge dieser 
Kurve nach dem Parameter t und \j/ ist der Winkel der Mantellinie der Kegelfläche, 
die durch den gegebenen Punkt hindurchgeht, mit der Kurventangente in diesem 
Punkt. 

Der Beweis wird so durchgeführt, dass man den Bruch in (3.5) in passender 
Weise erweitert 

j(»o [r,r-,...,r»-1)]|f|"[r-|"(5-)"<"-1>l2 fcT2*?-3 ••• K-i 
(s.y,(„-i)/2 kn~2kn-ъ ^^ tø. r) (r. f . j _ ^r ґyyfiш jr.|„ 

Bedenken wir, dass s' = \r'\ ist, und benützen wir weiter d ohne auf die Orientie­
rung Rücksicht zu nehmen, erhalten wir nach kleiner Umformung bezüglich (2.18) 
und (3.18) sofort die Behauptung unseres Satzes. 

Interessant an diesem Ergebnis ist, dass der Ausdruck (3.13) für n -= 3 

j(3) =
 dki 

sin3 ф 

unabhängig von der Kurvenparametrisierung ist, wogegen für n > 3 er von der 
Kurvenparametrisierung abhängt. Aber auch hier können wir diese Klippe umgehen, 
in dem wir die Beziehung zwischen den Invarianten beider Kurven auf der Kegel­
fläche in den Punkten derselben Flächenmantellinie suchen werden. Diese Beziehung 
drückt folgender Satz aus 

Satz 3.3. Es liegen zwei Kurven (3.1) und (3.3) auf der Kegelfläche (3.2) und 
diese Kurven erfüllen die oben erwähnten Voraussetzungen. Dann besteht zwischen 
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ihren Krümmungen in den Punkten derselben Flächenmantellinie die Beziehung 

(3.14) (sin *j//\ 

sin i// J 

n(n-í)/2 *d *kГ2*kn

2 

d '' 

Kn-2 
in-2un-3 

1 2 
|A|"<" 

- 3 ) / 2 

wo d (bzw. *d) die Entfernung der Kegelflächenspitze von der Schmieghyperebene 
der Kurve im untersuchten Punkt R (bzw. *R) ist, der Winkel \j/ (bzw. *\ji) ist der 
Winkel der Mantellinie der Kegelfläche mit der Kurventangente im Punkt R 
(bzw. *R), kt bzw. *k( sind die Krümmungen beider Kurven in den gegebenen 
Punkten und k bedeutet das Teilverhältnis (O, R, *R). 

Beweis. In Anbetracht der Sätze (3.1) und (3.2) gilt 

—?— \*k\-2 *k-2-
3... *fcB-2(*srn-3,/i = ^ 4 r 

sin" *i/t sin" if/ 

n - 2 i n - 3 
fcП-2(sГ""3)/2| 

und also 

(3.15) (SІП *фY __ 

sin ф ) 
*d * k Г 2 * ^ 2 ~ 3 

S i - 2 

k\ n-2in-3 

Иn-3)/2 

* e * = í * r wo *s' = \*r'\ ist. 

Doch ergibt sich aus (3.9), (3.10) und (3.11) 

sin *\jj _ j{(*r . *r) (*r*. *r') - (*r . *r')2} \r\ \r' 

sin ф V { ( r . r ) ( r - . r ' ) - ( r . r - ) 2 } M | V | 

und also 

- W " 
sin ф 

sin *ф 

Durch Einsetzen von |*s7s*| in (3.15) erhalten wir das gewünschte Ergebnis. 

Die Formel (3.14) kann man noch ein wenig umformen und zwar im Falle, dass 
die Schmieghyperebenen £B_i bzw. *En^l in den untersuchten Punkten R und *R 
nicht parallel sind. Dann kann man durch ihrem gemeinsamen Unterraum und durch 
die Kegelflächenspitze eine dritte Hyperebene **F„_i legen; bezeichnen wir mit a 
(bzw. *a) den Winkel der Hyperbenen En^l und **£n_i (bzw. *F„_i und **En^t) 
(0 < a ^ in, 0 < *a ^ in), dann können wir leicht ermitteln, dass 

sin *OL *d 

sin a d 

und durch Einsetzen dieser Beziehung in (3.14) erhalten wir die Formel 

(3.16) 
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\s in \ff ) 

и(п-l)/2 џкn-2 *ьи-3 *k\ *K-i 
JLП-ZJLП-З ъ 
Kl K2 •*• Kn-

w я(л-3)/2 

n-2 

sin *a 

sin a 



Es ist leicht einzusehen, dass wir für n = 3 

*k! sin *a 

k! sin a 

erhalten. Das ist aber die Formel, die neben der Form (1.1) schon Peaucellier [ l ] 
bekannt war. Auf gleiche Weise bekommen wir aus (3.14) für n = 3 

/sin *«/A3 

\ sin \jj ) 

/sin *i/A3 __ *d 

\ sin >\f ) d 

<%_ 

das ist die Form, die von Sobotka [10] benützt wurde. 

Wesentlich an diesen beiden Formeln (3.14) bzw. (3.16) ist aber, dass in ihnen nicht 
die (n — l)-ten Krümmungen beider Kurven vorkommen. Das bedeutet, dass es 
nicht darauf ankommt, ob eine oder beide Kurven in der Hyperebene liegen oder 
nicht. Deshalb ist die Voraussetzung, dass die Projektion eine ebene Kurve ist, die 
von Peaucellier bei der Ableitung der Formel (1.1) gestellt würde, überflüssig. 

Eine analoge Erwägung kann man auch für das Kurvenpaar auf der Zylinderfläche 
durchführen, wenn auch di^ Methode ein wenig anders sein wird. Die Ergebnisse, die 
zu der Verallgemeinerung der bekannten Beziehung von Bellavitis über die Krüm­
mung der Kurve und ihrer orthogonalen Projektion führen, werden an anderer 
Stelle veröffentlicht. 
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