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Časopis pro pěstování matematiky., roč. 93 (1968), Praha 

O VLASTNOSTECH ŘEŠENÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 

y(4) + P(x) y" + q(x) y = 0 

VRATISLAV PUDEI, Pardubice 

(Došlo dne 19. dubna 1967) 

V této práci jsou vyšetřovány vlastnosti reálných řešení a vlastnosti derivací prvního 
a druhého řádu reálných řešení diferenciální rovnice 

(1) y(4) + p(x). / ' + q(x). y = 0 , p(x) £ 0 , q(x) < 0 . 

Koeficienty p(x) a q(x) jsou reálné funkce spojité v intervalu (a, co), kde — co ^ a. 
Ukázalo se, že řešení rovnice (1) mají mnoho vlastností společných s derivacemi 

prvního a druhého řádu některých řešení této rovnice. Mají také mnoho společných 
vlastností s řešeními samoadjungované diferenciální rovnice (r(x) . y")" + p(x) . y = 
= 0, r(x) > 0, p(x) < 0, což je vyšetřováno v práci [1]. 

A. ÚVOD 

Uvažujme nejdříve diferenciální rovnici 

(2) /v + ai(x) . y'" + a2(x) . / + a3(x) . / + a4(x) .y = 09 

kde koeficienty at(x) <̂  0, a2(x) S 0, a3(x) S 0, a4(x) g 0 jsou reálné a spojité 
funkce v intervalu (a, co). 

Lemma 1. Nechť řešení y(x) rovnice (2) vyhovuje v libovolném bodě b e (a, co) 
počátečním podmínkám: y(b) J> 0, y'(b) = 0, y"(b) = 0, ym(b) > 0. Potom je 

(3) y(x)>0, y'(x)>0, / ( x ) > 0 , y"'(x)>0 

a funkce yi4)(x) = 0 pro všechna x e (6, co). Odtud pak vyplývá: lim y(i)(x) = co, 
i = 0, 1, 2, a funkce ym(x) neklesá v intervalu (b, co). *~+a0 

Důkaz. Předpokládejme, že funkce f(x) = y . y'. y" . )>"' vymizí v některém bodě 
intervalu (5, co). Potom, podle věty o střední hodnotě, existuje aspoň jeden bod 
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c e(i>, oo) tak, že y'"(c) = 0. Nechť x = c je první takový bod napravo od bodu fc. 
(Funkce y(x) má v intervalu (a, oo) spojité derivace až do 4. řádu.) Tedy nerovnosti 
(3) platí v intervalu (b, c). Integrací metodou "per partes" funkce f(x) od b do c 
dostaneme (když položíme ut = y, w2 = y', w3 = /', w4 = y'"): 

0 < fy . y' . y" . y" dx = - [y2 . / . y•],., -

- fy' .y.y'.ymdx- fy2(yT dx + 
J b Jb 

+ i y2 • y"(ai(*) y" + a2(x) y" + a3(x) y' + a4(x) y) dx < 0, 

což je spor. Za posledním integračním znakem jsme dosadili za y(4)(x) příslušný 
výraz z rovnice (2). Uvedený spor dokazuje, že nerovnosti (3) platí v celém intervalu 
(b, oo). Přímo z rovnice (2) a z nerovností (3) potom vyplývá, že yi4)(x) *z 0 pro 
všechna x e (fc, oo). Věta je dokázána. 

Zavedeme nyní substituci x = b + d — *, kde d je libovolné číslo větší než a, * je 
nová nezávisle proměnná. Položíme z(i) = y(b + d — ť). Rovnice (2) se touto substi­
tucí transformuje v rovnici 

z (4)(0 + bx(t) . z'"(t) + b2(t) . z"(0 + b3(0 . z'(t) + b4(t) . z(t) - 0 , 

kde koeficienty i»_(ř) ^ 0, ř>2(0 = ®> ^3\0 ^ 0, b4(ť) S 0 jsou spojité funkce (reálné) 
pro t < b + d — a. Počáteční podmínky (v bodě ř = d) pak mají tento tvar: z(d) ^ 
£ 0, z'(d) S 0, z"(d) £ 0, zw(d) < 0. Je-li z £ b, je t S d a tedy pro ř < d platí 
nerovnosti: z(0 > 0, z'(0 < 0, z"(0 > 0, z"(0 < 0 a z(4)(ř) _ 0 . Na základě těchto 
úvah dostáváme větu: 

Lemma 2. Nechť pro koeficienty rovnice (2) platí nerovnosti: ax(x) i_ 0, a2(x) S 0, 
<**(*) _ 0, a4(x) š 0 a nec/íť jsou spojité pro x e (a, oo). Nechť řešení y(x) této 
rovnice splňuje v libovolném bodě b e (a, oo) počáteční podmínky: y(b) ^ 0, y'(b) ŠJ 
_ 0, y'(b) _ 0, )/*(í>) < 0. Potom jest y(x) > 0, y'(x) < 0, y*(x) > 0, y*(x) < 0 
a y(4)(x) ^ 0 pro všechna x e (a, b). 

B. OBECNÉ VLASTNOSTI ŘEŠENÍ ROVNICE (1) 

Z lemmatu 1 vyplývá bezprostředně následující věta: 

Lemma 3. Buď y(x) netriviální řešení rovnice (1), které v libovolném bodě b e 
e(a, oo) splňuje počáteční podmínky: y(b) ž 0, y'(b) £ 0, / '(b) H f l y*(&) _ 0 
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(alespoň jedna z těchto hodnot je různá od nuly). Potom jest 

(4) y(x)>0, / ( x ) > 0 , / ( x ) > 0 , y*(x)>0, / 4 ) ( x ) > 0 

pro všechna x e (b, oo). 

Odtud pak vyplývá: lim y(0(x) = oo, i = O, 1, 2, funkce ym(x) roste pro x > b. 
JC-+00 

Z lemmatu 2 vyplývá další tvrzení: 

Lemma 4. Nechť netriviální řešení y(x) rovnice (l) splňuje v libovolném bodě 
b 6 (a, oo) počáteční podmínky: y(b) ^ 0, y'(b) ^ 0, y"(b) = O, ym(b) = O (alespoň 
jedna z těchto hodnot je různá od nuly). Potom je 

(5) y(x)>0, / ( x ) < 0 , / ' ( x ) > 0 , ym(x)<0, y^(x) > O 

pro x e (a, b). 

Lemma 5. Buď y(x) netriviální řešení rovnice (l). Potom y(x) splňuje nejvýše 
v jednom bodě x = b (> a) jednu z následujících podmínek: . 

1. y(b) = y'(b) = y"(b) = O, 
2. y(b) = y'(b) = ym(b) = O, 
3. y(b) = y"(b) = ym(b) = 0, 
4. y'(b) = y"(b) = /"(b) = O, 
5. y(b) = /'(b) = O, sgn y'(b) = sgn y'\b) * O, 
6. y>(b) = >>w(fc) = O, sgn y(b) = sgn /'(b) * 0. 

Pro x e (a, b) u (b, oo) je y{i)(x) + 0, i = O, 1, 2, 3, 4 a lim \yU)(x)\ = oo, 
I = O, 1, 2, funkce yw(x)je ryze monotónní pro x > b. x~*co 

Důkaz. V případě 1. předpokládejme, že ym(b) > 0. Potom (podle lemmatu 3) 
platí nerovnosti (4) v intervalu (b, co). Z těchto nerovností vyplývá, že lim y(0(x) = 

JC-+00 

= co, i = 0, 1, 2. Podle lemmatu 4 platí opačné nerovnosti k (5) v intervalu (a, b). 
Je-li ym(b) < 0, platí opačné nerovnosti k (4) v intervalu (b, oo) a tedy pak je 
lim /°(x) = — co, i = 0, 1, 2. V intervalu (a, b) platí nerovnosti (5). Pro případy 

X-+00 

2., 3. a 4. je důkaz analogický. Pro případ 5. nechť je yf(b) > 0, ym(b) > 0. Podle 
lemmatu 3 platí nerovnosti (4) v intervalu (b9 co) a tedy lim y{i)(x) = co, i = 0,1, 2. 

x-+oo 

Podle lemmatu 4 platí opačné nerovnosti k (5) v intervalu (a, b). Je-li y'(b) < 0, 
y"(b) < 0, platí opačné nerovnosti k (4) v intervalu (b, co) a tudíž je lim y(0(x) = 

X-+00 

= — co, i = 0,1, 2. Podle lemmatu 4 platí nerovnosti (5) v intervalu (a, b). Podobně 
se dokáže tvrzení pro případ 6. této věty. 

Poznámka. Místo nulté derivace funkce: y(0)(x), píšeme často jen y(x). 
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Lemma 6. Buď y(x) netriviální řešení rovnice (i). Potom y(x) splňuje nejvýše 
v jednom bodě x = b (> a) jednu z následujících podmínek: 

1. y(b) = /(*>) = 0, 0 + sgn y"(b) + sgn ym(b) + 0, 
2. y'(b) = y"(b) = 0, 0 + sgn y(b) + sgn ym(b) + 0, 
3. y"(b) = ym(b) = 0, 0 + sgn y(b) + sgn y'(b) + 0, 
4. y(b) = ym(b) = 0, 0 + sgn / (Ь) + sgn y"(b) + 0, 
5. y(b) = y'(b) = 0, sgn y"(b) = sgn y'"(b) + 0, 
6. /(ft) = y"(b) = 0, sgn y(b) = sgn jГ(i») + 0, 
7. / ( Ь ) = >>-(ò) = 0, sgn y(b) = sgn y'(b) + 0, 
8. y(b) = y'"(b) = 0, sgn ÿ(b) = sgn >>"(Ь) + 0. 

V případech 1. až 4. je y(i)(*) # 0, i = 0, 1, 2, 3, 4 pro x e (a, b). V případech 5. 
až 8. IVy(ř)(x) * 0, / = 0, 1, 2, 3, 4 pro x e (b, co) a lim | y 0 ) ( ^ ) | = °°? I = 0, 1, 2. 

Funkce y'"(x) je ryze monotónní pro x > b. 

D ů k a z . V případě 1. předpokládejme, že y"(b) > 0, y'"(b) < 0. Potom (podle 
lemmatu 4) platí nerovnosti (5) v intervalu (a, b). Vlevo od bodu x = b tedy neexistuje 
žádný jiný bod, ve kterém jsou splněny uvedené podmínky. Tudíž takový bod je 
nejvýše jeden. Je-li y"(b) < 0, y'"(b) > 0, pak v intervalu (a, b) platí nerovnosti 
opačné k (5). Tedy zase existuje nejvýše jeden bod, ve kterém jsou splněny uvedené 
podmínky. Pro případy 2., 3. a 4. je důkaz analogický. 

V případě 5. předpokládejme y"(b) > 0, y'"(b) > 0. Potom (podle lemmatu 3) 
platí nerovnosti (4) v intervalu (b, co) a lim y(i)(x) = oo, i = 0, 1, 2. Vpravo od 

x-+oo 

bodu x = b tedy neexistuje žádný jiný bod, ve kterém jsou splněny podmínky podle 
uvedeného předpokladu. Je-li y"(b) < 0* y'"(b) < 0, pak v intervalu (b, co) platí 
opačné nerovnosti k (4) a lim y(i)(x) = —co, i = 0, 1, 2. Tedy existuje zase nejvýše 

X->ao 

jeden bod, ve kterém jsou splněny podmínky 5. našeho lemmatu. Pro podmínky 6., 
7., 8. je důkaz analogický. 

Důsledkem lemmatu 5 je 

Důsledek li Existuje řešení y(x) rovnice (\) takové, ze pro všechna x e (a, co) 
platí jeden z následujících případů: 

a) jedna z funkcí yw(x), i = 0, 1, 2, 3, je různá od nuly, 

b) funkce y(x) a y"(x) jsou různé od nuly, 

c) funkce y'(x) a ym(x) jsou různé od nuly. 

D ů k a z je jednoduchý. Například řešení, které splňuje jednu z podmínek 1. až 4. 
lemmatu 5 je řešením případu a), neboť za těchto podmínek je y(i)(x) 4= 0, 0 g i g 3, 
pro x G (a, oo). Případ b) resp. c) je zase totožný s případem 6. resp. 5. lemmatu 5. 
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Lemma 8. Buď y(x) netriviální řešení rovnice (l) a nechť pro čísla b < c < d 
(a < b) platí: y(i)(b) = j,(*)(c) = yW(d) = 0 . O = k ^ 2, 0 = i = 3, O g / g 3 
celá čísla. Potom je y(k+í)(c) + 0. 

P o z n á m k a . Vždy existuje řešení (netriviální) rovnice (1), které splňuje v bodech 
b, c, d podmínky v předpokladu lemma 8. Vskutku, obecné řešení rovnice (l) má 
tvar y(x) = cx . yt(x) + c 2 . y2(x) + c 3 . y3(x) + c 4 . j 4 (x), kde {yn(x)}nZt je fun­
damentální systém řešení. Z podmínek y(i)(b) = y(h)(c) = y(/)(c) = 0 dostaneme 
soustavu tří lineárních homogenních rovnic pro čtyři neznámé c„, n = 1,2,3,4, 
která má vždy netriviální řešení. 

D ů k a z lemmatu 8. Předpokládejme, že y(k)(c) = y(k+i)(c) = 0. Nastane-li v bodě 
x = c jeden z případů 1. až 4. lemmatu 5, je y . y' . y" . y"' =j= 0 pro x e (a, c) u (c, oo), 
což je ve sporu s předpokladem y(i)(b) = y(l)(d) = 0. Jestliže řešení y(x) splňuje 
v bodě x = c jednu z podmínek 1., 2., 3. lemmatu 6, je j . y' . j ; " . j / " + 0 pro x e 
G (a, c), což je zase ve sporu s předpokladem y(i)(b) = 0 (a < b < c). Konečně, je-li 
v bodě x = c splněna jedna z podmínek 5., 6. nebo 7. lemmatu 6, je y . y' . y" . ym + 0 
pro x e (c, oo). Tedy také spor s předpokladem y(l)(d) = 0 (d > c). Lemma je doká­
záno. 

Pro další část této práce je užitečné zavést následující definici: 

Definice 1. Buď y(x) netriviální řešení rovnice (l). Bod x = x 0 nazveme jednonásob­
ným nulovým bodem (krátce: nulovým bodem) funkce y(i)(x), i = 1,2, jestliže 
y(i)(x0) = 0, / ' " " ( x o ) * 0, j ; ( i + 1 ) (x 0 ) + 0. Bod x = x 0 nazveme dvojnásobným 
nulovým bodem funkce y(i)(x), i = 1, 2, jestliže y(i)(x0) = y(i+1)(x0) = 0, / i + 2 ) ( x 0 ) + 0 
a všechny derivace řešení y(x) řádu nižšího než i-tého jsou různé od nuly v bodě x0. 
Nulový bod funkce y(x) (i vícenásobný) definujeme obvyklým způsobem. 

Důsledek 9. Buď y(x) netriviální řešení rovnice (i). Potom žádná z funkcí y(i)(x), 
i = 0, 1, 2, nemá v intervalu (a, oo) více než dva dvojnásobné nulové body. 

Důkaz. Předpokládejme, že y(i)(x), 0 ^ Í g 2, má tři dvojnásobné nulové body 
b < c < d. Potom (podle lemmatu 8) je y ( i + 1 ) (c) #= 0, což je ve sporu s předpokla­
dem y(i+1)(c) = 0. Tvrzení je dokázáno. 

Později dokážeme (věta 23) existenci řešení y(x) rovnice (1) takových, že jedna 
z funkcí y(i)(x)9 i = 0, 1, 2, má dva dvojnásobné nulové body v intervalu (a, oo). 

Důsledek 10. Buď y(x) netriviální řešení rovnice (l). Má-li funkce y(l)(x), 0 g 

= i ^ 2, dva dvojnásobné nulové body v bodech a < f! (a < a), potom všechny 
ostatní (jednonásobné) nulové body této funkce leží v intervalu (a, fi). 

D ů k a z . Případy 1. až4. lemmatu 5 vyloučíme, neboť za těchto podmínek není bod 
x = b dvojnásobným nulovým bodem žádné z funkcí y(i)(x), i = 0, 1, 2, (podle 
definice 1) a také žádná z těchto funkcí nemá nulový bod v intervalu (a, co) kromě 
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bodu x = b. Je-li v bodě x = a splněna jedna z podmínek 1., 2. nebo 3. lemmatu 6, 
nemá žádná z funkcí y(í)(x) nulový bod vlevo od bodu x = a. Pro bod x = p může 
nastat již jen jeden z případů 5. až 7. (dvojnásobného nulového bodu) lemmatu 6. To 
znamená zase, že žádná z funkcí y(i)(x) nemá nulový bod vpravo od bodu x = p. 
Tím jsme ukázali, že všechny ostatní (jednonásobné) nulové body funkce y(i)(x) leží 
jen v intervalu (a, p). Poznamenejme ještě, že v případech 3. a 7. lemmatu 6 je skutečně 
y(4)(cc) =|= 0 a y(4)(P) 4= 0, což je zřejmé z rovnice (1). Důkaz je hotov. 

Lemma 11. Bud y(x) netriviální řešení rovnice (1). Nechť jsou v bodech b < c < d 
(a < b) splněny podmínky 

(6) y(i)(b) = y((k)(c) = y(l)(d) = 0. 

Potom je 0 * sgn jl(*"*1}(c) =f= sgn y(k+l)(c) =f= 0, kde k = 1, 2 a 0 g / g 3, 0 g 
<£ / ^ 3 cc/d as/a. 

Důkaz. Nechť platí (6). Potom (podle lemmatu 8) je j>(k+1)(c) * 0 a také / f c-1 }(c) * 
# 0, k = 1, 2. Předpokládejme nyní, že sgn ^""^(c) = sgn y(k+1)(c) # 0 a y(k)(c) = 
= 0. Potom (podle lemmatu 3 a lemmatu 4) alespoň v jednom z intervalů (a, c), (c, co) 
je >>. y'. y". ym =f= 0, což je ve sporu s předpokladem y(i)(b) == y(í)00 = 0, b e 
e (a, c), d 6 (c, oo). Tedy v bodě x = c nastává jediný případ: 0 -# sgn y(k~l)(c) 4= 
=t= sgny(k+1)(c) 4= 0. Lemma je dokázáno. 

Věta 12. Nechť y(x) je netriviální řešení rovnice (1). Potom nulové body funkcí 
y(i)(x) a y(í+1)(x), i = 0, 1, se vzájemně oddělují v intervalu (a, oo). 

Důkaz. Pro i = 0. Dokážeme, že mezi dvěma sousedními (jednonásobnými) nu­
lovými body funkce y(x) leží právě jeden nulový bod funkce y'(x). Buďte b < d 
(a < b) dva sousední nulové body funkce >>(x). Podle Rolleovy věty existuje alespoň 
jeden bod c € (b, d) tak, že y'(c) = 0. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat 
y(x) > 0 pro x e (b, d). Tedy y(c) > 0 a podle lemmatu 11 je y"(c) < 0. Nechť a < p 
jsou dva body intervalu (b, d), pro které platí: y'(<x) = 0, y(a) > 0, y"(at) < 0 
a ý(p) = 0, y(P) > 0, y"(p) < 0. Potom funkce y'(x) klesá v bodech a, /?, přecházejíc 
od kladných hodnot k záporným. Poněvadž funkce y'(x) je spojitá v intervalu (a, oo), 
existuje bod y e (a, p) tak, že y'(y) = 0, y(y) > 0, y"(y) = 0. To je ale ve sporu 
s tvrzením lemmatu 11. Tedy v intervalu (b, d) leží nejvýše jeden nulový bod funkce 
y'(x). Podle předcházejících úvah právě jeden. Jestliže v tomto důkazu zaměníme 
funkce y, y', y" postupně funkcemi y', y", y'\ dostaneme tvrzení věty pro i = 1. 
Věťa je dokázána. 

Z věty 12 dostáváme přímo 

Důsledek 13. Nechť y(x) je netriviální řešení rovnice (l). Potom mezi dvěma sou­
sedními nulovými body funkce y'(x) leží právě jeden nulový bod funkce y(x) a právě 
jeden nulový bod funkce y"(x). 
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Věta 14. Buďte u(x) a v(x) netriviální řešeni rovnice (1). Nechť v bodech b < c < 
< d(a < b)je 

(7) u(i)(b) = v(ř)(b) = u(k)(c) = v(fe)(c) = u(/\d) = v(í)(d) = O , 

kde O = i 51 3, O 51 k 51 3, O <I / <i 3 jsou cc/á č/s/a. Potom jsou řešení u(x) a v(x) 
lineárně závislá. 

D ů k a z . Nechťplati (7) pro O <; i <J 3, O <; / <I 3 a O <; fc <I 2 celá. Podle lemmatu 8 
je u ( f e + 1 )(c) 4= O a v(fe+1)(c) =1= 0. Jsou-li řešení u(x) a v(x) lineárně nezávislá, je 
y(x) = u ( f e + 1 )(c) . v(x) — v(fe+1)(c) . u(x) netriviální řešení rovnice (l), pro které platí: 
y(i)(b) = y(k)(c) = yik+í)(c) = yil)(d) = 0, což je ve sporu s tvrzením lemmatu 8. 
Tedy y(x) = 0, to znamená, že u(x) a v(x) jsou lineárně závislá řešení. 

Nechť platí (7) pro k = 3, 0 <I i <I 3, 0 á / <I 3 celá. Podle lemmatu 8 je u"(c) 4= 0 
a v"(c) 4= 0. Jestliže u(x) a v(x) jsou lin. nezávislá řešení, je y(x) = w"(c). v(x) — 
— v"(c) . u(x) netriviální řešení rovnice (1), pro které zase je: y(i)(b) = y"(c) = 
= yw(c) = y(í)(d) = 0. Toto je ale ve sporu s tvrzením lemmatu 8. Tudíž u(x) a v(x) 

jsou i v tomto případě lin. závislá řešení. Věta je dokázána. 

Věta 15. Budte u(x) a v(x) netriviální řešení rovnice (l). Nechť v bodech b 4= c 
(a < b, c) je 

(8) u(ř)(b) = u(ř+1)(b) = u(í)(€) = 0 a 

v«\b) =v ( í + 1 ) (6 ) =v ( / )(c) = 0 , 

kde 0 Si / 51 2, 0 <J / <i 3 jsou cc/á č/s/a. Potom řešení u(x) a v(x) jsou lineárně 
závislá. 

D ů k a z . Nechť podmínky (8) platí pro i = 1, 2 a 0 ^ I ^ 3. Podle lemmatu 5 
(případ 1. nebo 4.), je w( í~1)(b) 4= 0 a v(lV-1)(&) 4= 0. Nechť u(x) a v(x) jsou lineárně 
nezávislá řešení rovnice (1). Potom y(x) = M(í~1)(b) . v(x) — v(í~"1}(b) . u(x) je netri­
viální řešení rovnice (1), pro které platí: y(l~1}(b) = y(l)(b) = y(i+1)(b) = y(0(c) = 
= 0, což je ve sporu s tvrzením lemmatu 5 (případ 1. nebo 4.). Tedy u(x) a v(x) jsou 
lin. závislá řešení. Platí-li (8) pro i = 0, 0 51 / <I 3 celé, pak (podle lemmatu 5, případ 
1.) je u"(b) 4= 0 a v"(b) 4= 0. Když u(x) a v(x) jsou lin. nezávislá řešení, je y(x) = 
= u"(b). v(x) — v"(b). u(x) netriviální řešení rovnice (1), pro něž platí: y(b) = 
== y'(b) = y"(b) = y(í)(c) = 0. To je zase spor s tvrzením lemmatu 5 (případ 1.). 
Tedy u(x) a v(x) jsou i v tomto případě lin. závislá řešení. Věta je dokázána. 

Věta 16. Budte u(x) a v(x) netriviální řešení rovnice (l). Mají-li u(x) a v(x) resp. 
u'(x) a v'(x) tři společné nulové body, pak řešení u(x) a v(x) jsou lineárně závislá. 

Důkaz. Buďte b, c, d společné nulové body řešení u(x) a v(x). Předpokládejme, 
že b = c = d (a < b). Podle věty o existenci a jednoznačnosti je každé řešení y(x) 
rovnice (l) jednoznačně určeno (až na násobnou konstantu) počátečními podmínka-
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mi y(b) = y'(b) = y"(b) = O, y'"(b) 4= 0. Tedy řešení u(x) a v(x) jsou v tomto pří­
padě lin. závislá. Je-li b = c 4= d (a < b, d), tj. u(b) = u'(b) = u(d) = 0 a v(b) = 
== v'(b) = v(d) = 0, tvrzení naší věty vyplývá z věty 15. Když je b < c < d, tvrzení 
vyplývá z věty 14. 

Buďte b, c, d společné nulové body funkcí u'(x) a v'(x). Nechť b = c = d (a < b). 
Podle věty o existenci a jednoznačnosti je každé řešení rovnice (1) určeno poč. 
podmínkami y'(b) = y"(b) = y"'(b) = 0, y(b) 4= 0 jednoznačně (až na násobnou 
konstantu) a tudíž řešení u(x) a v(x) jsou lineárně závislá. Poznamenejme ještě, že 
y(4)(b) 4= 0, což je zřejmé z rovnice (1) a z podmínky y(b) 4= 0. Tedy bod x = b je 
trojnásobným nulovým bodem funkce /(x). Jestliže b = c 4= d, tj. u'(b) = u"(b) = 
= u(d) = 0 a v'(b) = v"(b) = v(d) = 0, tvrzení věty vyplývá z věty 15. Pro případ 
b < c < d tvrzení věty vyplývá z věty 14. 

C ODDĚLOVÁNÍ NULOVÝCH BODŮ A OSCILAČNÍ VLASTNOSTI 

Vždy existují dvě lineárně nezávislá řešení u(x) a v(x) rovnice (1), pro která je 
fi<«>(6) = v(i)(b) = u(l)(c) = v«>(c) = 0, kde 0 g i á 3, 0 ^ / ^ 3 jsou celá čísla 
a b < c (a < b). Zvolíme-li třetí bod x = d tak, že kromě uvedených podmínek 
v bodech b, c platí ještě u(í)(d) = 0 a v(0(d) 4= 0, jsou řešení u(x) a v(x) jistě lineárně 
nezávislá. Podle lemmatu 8 je zřejmé, že funkce u(k)(x) a v(k)(x), 0 ^ f c ^ 2 celé číslo, 
mohou mít v intervalu (b, c) jen jednonásobné nulové body. 

Věta 17. Budte u(x) a v(x) netriviální lineárně nezávislá řešení rovnice (1) taková, 
že u(i)(b) = v(i)(b) = u(l\c) = v(/)(c) = 0, kde b < c (a < b) a 0 £ i £ 3, 0 £ 
á / á 3 jsou celá čísla. Potom nulové body funkcí u{k)(x) a v(k)(x), 0 ^ fe^2 celé 
číslo, se vzájemně oddělují v intervalu (b, c). 

K důkazu této věty a dalších potřebujeme následující lemma (věta 1 v práci [2]). 

Lemma 18. Buď u(x) funkce, která má v bodě x = a nulový bod řádu w = 1 
a v boděx = b nulový bod řádu m ^ 1 a nechťu(x) mákonst. znamení (4=0) v inter­
valu (a9 b). Bud v(x) funkce, která má v bodě x = a nulový bod řádu nx<nav bodě 
x = b nulový bod řádu mx < m a má také konstantní znamení (4=0) v intervalu 
(a, b). Předpokládejme, že u(x) e CM[a, b] a v(x) e CM[a, b], kde M = max (ni9 m^. 
Potom existuje lineární kombinace funkcí u(x) a v(x), která má dvojnásobný nulový 
bod v intervalu (a, b). 

Důkaz věty 17. Především poznamenáme, že funkce u(k)(x) a vik)(x), 0 ^ k g 2, 
nemají společný nulový bod v intervalu (b, c), neboť v opačném případě řešení 
u(x) a v(x) by byla lineárně závislá (podle věty 14). Nechť /?, y jsou sousední (jedno­
násobné) nulové body funkce u(k)(x) takové, že b < P < y < c. Předpokládejme, že 
v(k)(x) > 0, 0 S k g 2, pro x e [p9 y]. Funkce z(x) = cx . u(x) + c2 . v(x) (c t 4= 0, 
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c2 * O konstanty) je netriviální řešení rovnice (l). Podle lemmatu 18 existuje funkce 
z{k)(x) = cx . u{k)(x) + c 2 . v{k)(x) a bod x0 e (j8, y) tak, že z(*>(x0) = z (*+ 1 )(x 0) - 0. 
Toto je ale ve sporu s tvrzením lemmatu 8, neboť z{i)(b) = z{l)(c) = 0 (b < x0 < c). 
To tedy znamená, že mezi dvěma sousedními nulovými body funkce u{k)(x) v inter­
valu (b, c) leží alespoň jeden nulový bod funkce v{k)(x). Podobně se dokáže, že mezi 
dvěma sousedními nulovými body funkce v{k)(x) v intervalu (b, c) leží alespoň jeden 
nulový bod funkce u{k)(x). Věta je dokázána. 

Věta 19. Buďte u(x) a v(x) netriviální řešení rovnice (1) taková, že u{i)(b) = v{i)(b) = 
= 0, 0 S i á 3 celé číslo, a nechť u{l)(c) = v{k)(d) = 0, kde 0 g / < 3, 0 g k ^ 3 

jsou cc/á č/s/a a b < c < d (a < b). Potom existuje řešení y(x) rovnice (1) takové, 
že y{i)(b) = 0 a nulové body funkce yU)(x) v intervalu (b, c) se vzájemně oddělují 
jak s nulovými body funkce uU)(x) tak s nulovými body funkce vU)(x), 0 ^ j ^ 2 
celé číslo. 

Důkaz . Jsou-li řešení u(x) a v(x) lineárně závislá, je v{l)(c) = u{k)(d) = 0. Může­
me sestrojit řešení y(x), které není konstantním násobkem u(x) a takové, že y{i)(b) = 
= y{l)(c) = °> yik)(d) # 0. Podle věty 17 nulové body funkce yU)(x) v intervalu (b, c) 
se vzájemně oddělují s nulovými body funkce uU)(x) (a také s nulovými body funkce 
vU)(x)). Předpokládejme nyní, že řešení u(x) a v(x) jsou lineárně nezávislá. Nechť 
v{l)(c) = 0 (avšak u{k)(d) 4= 0). Potom nulové body výše uvedené funkce yU)(x), 
0 g j ^ 2, v intervalu (b, c) se vzájemně oddělují jak s nulovými body funkce uU)(x), 
tak s nulovými body funkce vu)(x) (podle věty 17). Je-li u{k)(d) = 0 (avšak v{l)(c) =)= 
+ 0), můžeme zase sestrojit řešení w(x) takové, že w{i)(b) = w{k)(d) = 0. Nulové 
body funkce wU)(x) v intervalu (b, d) (tedy také v intervalu (b, c)) se vzájemně oddě­
lují jak s nulovými body funkce uU)(x), tak také s nulovými body funkce vU)(x). 
Je-li v{l)(c) =)= 0 a u{k)(d) =f= 0, sestrojíme řešení z(x) takové, že z{i)(b) = z{l)(c) = 
= z{k)(d) = 0. Podle věty 17 nulové body funkce zU)(x) se vzájemně oddělují s nu­
lovými body funkce uU)(x) v intervalu (b, c) a s nulovými body funkce vu)(x) v inter­
valu (b, d) (a tedy také v intervalu (b, c)), 0 g j g 2. Věta je dokázána. 

Lemma 20. Buďte u(x) a v(x) netriviální lineráně nezávislá řešení rovnice (i), pro 
která platí: u{i)(b) = u{i+1)(b) = u{l)(c) = 0 a v{i)(b) = v{l)(c) = 0, kde b * c 

(a < b, c) a 0 g i S 2, 0 g / g 3 jsou cc/á č/s/a. Nechť x = jS e (b, c) resp. /? e 
e(c, 6) je Pnw nulový bod funkce u{i)(x) vpravo resp. vlevo od bodu b. Potom 
funkce v{i)(x) má právě jeden nulový bod v intervalu (b, /?) resp. v intervalu (p, b). 

Důkaz. Podle věty 14 a věty 15 je v{i+i)(b) # 0 a v{i)(p) * 0, poněvadž u(x) 
a *>(*) jsou lineárně nezávislá řešení. Předpokládejme, že b < p < c a funkce v{i)(x), 
0 š t g 2, nemá nulový bod v intervalu (b, /?). Funkce w(x) = Cí . u(x) + c 2 . ť(x) 
( ci * 0, c2 4= 0 konstanty) je netriviální řešení rovnice (1). Podle lemmatu 18 existuje 
funkce w{i)(x) ** cx . u{i)(x)| + c 2 . v{i)(x) a bod x0e(b,p) tak, že vv(<>(x0) === 
= w(í + 1)(x0) -̂  0, což je ve sporu s lemmatem 8, neboť w(í)(ř>) = wW(c) = 0, b < 
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< x0 < c. Tedy funkce v(ř)(x) má alespoň jeden nulový bod v intervalu (b, p). 
Poněvadž nulové body funkcí u(i)(x) a v(i)(x) se vzájemně oddělují v intervalu (b, c ), 
má funkce v(£)(x)^právě jeden nulový bod v intervalu (b, P). Pro případ c < P < b je 
důkaz analogický. 

Lemma 21. Budte u(x) a v(x) netriviální lineárně nezávislá řešení rovnice (1). Nechť 
funkce u(i)(x) má dvojnásobné nulové body v bodech b < c (a < b) a nechťv(i)(b) = 
= v(i)(c) = 0, 0 S i š 2, celé číslo. Nechť p resp. y je první nulový bod funkce 
u(i)(x) vpravo od bodu b resp. vlevo od bodu c. Potom funkce v(i)(x) má právě jeden 
nulový bod v intervalu (6, P) a právě jeden nulový bod v intervalu (y, c). 

Poznámka. Na rozdíl od lemmatu 20, kde je P =t= c, v lemmatu 21 může býti 
P = c (což je totéž jako y -= b). 

Důkaz lemmatu 21. Podle věty 15 je v(ř+1)(b) * 0 a v(i+í)(c) * 0, 0 g i § 2, 
poněvadž řešení u(x) a v(x) jsou lineárně nezávislá. Je-li b < p < c (tedy také b < 
<y < c), tvrzení lemmatu vyplývá přímo z lemmatu 20. Nechť p == c (tedy také y = b). 
Potom je u(í)(x) 4= 0 pro xe(b, c). Podle předpokladu lemmatu je u(i)(b) = w(í + 1)(5) = 
= u(i)(c) = u (ž+1)(c) = 0 a v(i)(b) = v(í)(c) = 0. Předpokládejme, že funkce ví0(x) 
nemá nulový bod v intervalu (b, c). Potom (podle lemmatu 18) existuje funkce w(i)(x) = 
= cx . u(i)(x) + c2 . v(i)(x) (cx + 0, c2 =S= 0 konstanty) a bod a e (b, c) tak, že 
w(í)(a) = w(ř+1)(a) = 0, což je ve sporu s lemmatem 8, neboť jest w(í)(5) = w(i)(c) = 0 
a funkce w(x) = ct . u(x) 4- c2 . v(x) je netriviální řešení rovnice (1). Tedy funkce 
v(í)(x) má alespoň jeden nulový bod v intervalu (b, c). Podle věty 17 nulové body 
funkcí w(í)(x) a v(í)(x) se vzájemně oddělují v intervalu (b, c) a tedy v(ř)(x) má právě 
jeden nulový bod v tomto intervalu. Lemma je dokázáno. 

Z věty 17 a lemmatu 21 vyplývá přímo následující 

Důsledek 22. Budte u(x) a v(x) netriviální lineárně nezávislá řešení rovnice (1). 
Nechť funkce u(í)(x), 0 | i g 2, má dvojnásobné nulové body v bodech b < c 
(a < b) a nechť v(i)(b) = v(i)(c) = 0. Potom funkce u(i)(x) má n (^0) nulových bodů 
v intervalu (b, c) tehdy a jen tehdy > když funkce v(i)(x) má n 4- 1 nulový bod v tomtéž 
intervalu. 

Věta 23. Bud y(x) netriviální řešení rovnice (l). Nechť funkce y(i)(x), 0 <i i g 2 
cc/é č/s/o, má jednonásobný nebo dvojnásobný nulový bod v bodě x = bt (a < bt) 
a nejméně n -f 3 (n ^ 1) nulové body v intervalu \bh oo). Potom existuje n bodů 
n[> ni, •••> ní (bi < n\ < n\ < ••• < ní) a n řešení yt(x), y2(x),..., yn(x) rovnice (1), 
fcřcra mají následující vlastnosti: 

1. funkce yil)(x) (k = 1, 2,..., n) ma dvojnásobné nulové body v bodech x = bf 

ax^nl 
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2. funkce y{
k

l)(x) má právě k + 3 nulové body v intervalu [bi9 Y\k\ (dvojnásobný 
nulový bod počítáme jako dva nulové body), 

3. je-li u(x) netriviální řešení rovnice (l), které není konstantním násobkem yk(x) 
(1 <; k g n) a takové, že u(ř)(bř) = O, má funkce u{i)(x) méně než k + 3 nulové 
body v intervalu [bi9 r}l]9 O < i = 2. 

Každé řešení rovnice (l), které má tytéž vlastnosti jako řešení yk(x) je konstantním 
násobkem yk(x). 

Důkaz. Nechť y(x) je netriviální řešení rovnice (l) takové, že funkce y{i)(x), 
(0 <; i <; 2), má v intervalu [x\9 oo) (a < x[) první n + 3 (jednonásobné) nulové 
bodyxi < xi

2 < ... < x* + 3 . Můžeme sestrojit řešení g(x) rovnice (l) tak, že g(i)(xi) = 
= g{i+í)(x\) « # ( i ))(x^+ 3) = 0. (Podle lemmatu 5, lemmatu 6 a definice 1 je bod x[ 
dvojnásobným nulovým bodem funkce g(i)(x)). Podle věty 17 a lemmatu 20 má 
funkce g(i)(x) nejméně tolik nulových bodů v intervalu [xi, x j ^ ] jako funkce y{i)(x) 
v tomtéž intervalu. Položíme bt = x\. Existuje tedy řešení u(x) rovnice (l) takové, 
že funkce u{i)(x), 0 = i g 2, má v intervalu [bh oo) první n + 3 nulové body: 
b\ = bl

2 < b3 < ... < 6 j + 3 , kde b{ = bi. Tedy je u{i)(bt) = u(i+1)(fc/) = u(i)(č>3) = . . . 
... = w( i )(b^+3) = 0. Můžeme sestrojit další řešení v(x) rovnice (l), které není 
konstantním násobkem w(x) a takové, že v{i)(bt) == v{i+í)(bt) = 0, v(i)(x) =f= 0 pro 
x > bi9 0 S i š 2- Například řešení, která splňují v bodě ftf. podmínky 1. až 4. 
lemmatu 5 jsou taková řešení. Potom funkce w(x) = cx . u(x) + c2 - K x ) ( c i * °» 
c2 4= 0 konstanty) je netriviální řešení rovnice (l) a je w( i)(b í) = w ( i + 1 ) (b í ) = 0. 
Podle lemmatu 18 existuje funkce w(i)(x) = cx . u(i)(x) + c2 . v{i)(x) a bod & e 
e(b í + 2 , bÍ+3) tak, že w(i)(£.) = w(i+1)(i8/) = 0 (£. a fc. jsou dvojnásobné nulové 
body funkce w{i)(x)). Sestrojíme další řešení z(x) rovnice (l), které není konstantním 
násobkem u(x) ani v(x) a takové, že z(i)(i>,) = z(í)(jjf) = z{i)(bl

n+3) = 0 (6£ < & < 
< &J+3). Podle věty 15 je z ( i + 1 ) (b .) 4= 0 a podle lemmatu 8 je z ( i + 1 ) (&) * 0. Podle 
věty 17 nulové body funkcí z{i)(x) a w(i)(x) se vzájemně oddělují v intervalu (bi9 bn+l). 
Podle lemmatu 20 první (jednonásobný) nulový bod funkce z{i)(x) v intervalu (bi9 &) 
leží před prvním nulovým bodem funkce u{i)(x) v tomto intervalu- Poslední nulový 
bod funkce z ( l )(x) v intervalu (bi9 PÍ) leží před posledním nulovým bodem funkce 
u{i)(x) v tomtéž intervalu, tj. před bodem x = K+2. Tedy funkce z ( i )(x) má v intervalu 
(bi9 p^ n(^í) nulových bodů (stejný počet jako funkce u ( l )(x) v tomtéž intervalu). 
Poněvadž funkce z(x) a w(x) jsou lineárně nezávislá řešení rovnice (l), podle důsledku 
22 má funkce w{i)(x) právě n + 3 nulové body v intervalu [bi9 jSř] (dvojnásobné 
nulové body bt a /?, počítáme jako čtyři nulové body). Podle důsledku 10 nemá funkce 
w{i)(x) žádné jiné nulové body v intervalu (a, oo). Předpokládejme nyní, že existuje 
ještě jedno řešení r(x) rovnice (l), které není konstantním násobkem w(x), takové, 
že r{i)(bt) = r{i)(pi) = 0 a má n + 3 nulové body v intervalu (bi9 PÍ). Podle věty 15 
je r ( i + l)(bi) + 0 a r ( i + ^(fi^) 4= 0; v opačném případě by byla řešení w(x) a r(x) lineár­
ně závislá. Avšak potom má funkce r ( i )(x) jen n + 2 nulové body v intervalu [bi9 pi] 
(podle důsledku 22). Z výše uvedených úvah vyplývá následující: Je-li cp(x) netriviální 
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řešení rovnice (1), které není konstantním násobkem w(x) a pro něž platí <p(í)(b;) = 0, 
má funkce cp(i)(x) méně než n -f- 3 nulové body v intervalu [6 ř, /?ř]. Bod f}t je ve větě 
označen symbolem t]n. Věta je dokázána. 

Podobně jako v práci [1] zavedeme definici: 

Definice 2. Bod x = r\l
n (ve větě 23) budeme značit symbolem r\n(b) a nazveme jej 

n-tým (pravým) konjugovaným bodem s bodem bt. Funkci y(
n

l)(x) nazveme extré-
mální funkcí sdruženou s n-tým konjugovaným bodem r}n(b), 0 g i ^ 2 celé číslo. 

Je-li přímo řešení yn(x) (tj. pro i = 0) extrémální funkcí, nazýváme je také extré-
málním řešením (sdruženým s n-tým konjugovaným bodem x = 7/°(b0))-

Lemma 24. Buďw(
n

l)(x), 0 _̂  i = 2 celé, extrémální funkce sdružená s n-tým kon­
jugovaným bodem x = r]l

n(bt). Buď y(x) netriviální řešení rovnice (l) takové, že 
funkce y(i)(x) má dvojnásobný nulový bod v bodě x = bf a alespoň n (jednonásob­
ných) nulových bodů v intervalu (bh co). Jsou-li řešení y(x) a w„(x) lineárně nezá­
vislá, má funkce y(i)(x) právě těchto n nulových bodů v intervalu (bt, r\n(b)), bt >a. 

D ů k a z . Podle věty 23 (vlastnost 3.) nemá funkce y(i)(x) více než n nulových bodů 
v intervalu J = (bi9 ^„(b,)). Poněvadž řešení y(x) a wn(x) jsou lineárně nezávislá, je 
(podle věty 15) y(i)(r]„(b)) * 0- Předpokládejme, že funkce y(i)(x) má n — 1 nulových 
bodů v intervalu J. To znamená, že následující n-tý nulový bod xn funkce y(i)(x) leží 
vpravo od n-tého konjugovaného bodu r\n(b). Sestrojíme nyní řešení z(x) rovnice (1) 
takové, že funkce z( i)(x) má (jednonásobné) nulové body v bodech x = bi9 r}n(b), xn 

a které není konstantním násobkem y(x) ani w„(x). Extrémální funkce w(,)(x) má 
(podle věty 23) n — 1 nulových bodů (n — 1) v intervalu J a tedy (podle důsledku 22) 
má funkce z( i )(x) n nulových bodů v intervalu J. Podle věty 17 a lemmatu 20 má 
funkce y(i)(x) také n nulových bodů v intervalu J, což je ve sporu s předpokladem. 
Tedy funkce y(i)(x) má právě n nulových bodů v intervalu J. Lemma je dokázáno. 

Z lemma 24 bezprostředně vyplývá 

Věta 25. Budy(x) netriviální řešení rovnice (i) takové, že funkce y(i)(x), 0 ^ i _ 2 
celé číslo, má dvojnásobný nulový bod v bodě x = bt. Potom mezi každými dvěma 
sousedními nulovými body funkce y(i)(x) v intervalu (bi9 co) leží právě jeden kon-
jugovaný bod x = ^(b,). (Je-li poslední nulový bod funkce y(i)(x) dvojnásobný, sho­
duje se s konjugovaným bodem i]n(bi).) 

Definice 3. Nechť y(x) je netriviální řešení rovnice (1). Funkci y(i)(x), 0 ^ / ^ 2 
celé, nazveme oscilující, jestliže množina jejích nulových bodů v intervalu (a, co) je 
nekonečná a shora neomezená. V každém jiném případě nazveme tuto funkci neosci-
lující. 

Rovnici (1) nazveme oscilující, má-li alespoň jedno oscilující řešení a neoscilující, 
jsou-li všechna její řešení neoscilující. 
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Věta 26. Nechť y(x) je netriviální řešení rovnice (l). Potom funkce y(i)(x), i = 
= O, 1, 2, majY týž oscilační charakter (tj. jsou buď všechny oscilující anebo žádná 
z nich není oscilující). 

Tvrzení této věty vyplývá přímo z důsledku 13. 

Věta 27. Rovnice (1) je oscilující tehdy a jen tehdy, existuje-li pro libovolné 
b e (a, oo) a pro každé i = 0, 1, 2 nekonečně mnoho konjugovaných bodů rj^b). 

Důkaz. Předpokládejme, že rovnice (1) je oscilující. Nechť y(x) je její oscilující 
řešení (tedy také funkce y{i)(x)9 i = 1, 2, jsou oscilující). Nechť n je libovolné přiro­
zené číslo a x = b libovolné číslo větší než číslo a. Můžeme určit číslo c (> b) tak, že 
v intervalu (b, c) má funkce y(ř)(x), 0 ^ i g 2 celé, n nulových bodů. Nechť x = c 
je nulový bod funkce y(i)(x). Nechť u(x) je řešení rovnice (l) takové, že funkce u(i)(x) 
má dvojnásobný nulový bod v bodě b a u(i)(c) = 0. Podle věty 19 (kde nerovnost 
b < c < d můžeme zaměnit nerovností d < c < b a interval (b, c) intervalem (c, b)) 
a lemmatu 20 má funkce u(ř)(x) nejméně n - 1 nulový bod v intervalu (b, c\. Je-li také 
bod x = b nulovým bodem funkce yw(x), má funkce u(í)(x) nejméně n nulových 
bodů v intervalu (b, c] (podle věty 17 a lemmatu 20). Poněvadž n je libovolné přirozené 
číslo, podle věty 25 existuje nekonečně mnoho konjugovaných bodů r\n(b) pro každé 
i = 0, 1, 2. 

Předpokládejme nyní, že existuje nekonečně mnoho konjugovaných bodů tfn(b) 
s libovolným bodem b e (a, oo). Nechť u(x) a v(x) jsou (lin. nezávislá) netriviální 
řešení rovnice (l) taková, že 

(9) u(b) = uf(b) = u"(b) = 0 , u"'(b) = 1 , 

v(b) = v'(b) = v"'(b) = 0, v"(b) = 1 . 

Nechť {xn}n=í je rostoucí posloupnost čísel z intervalu (a, oo) taková, že lim xn = oo 
H-+00 

a pro všechna přirozená n platí nerovnost xn _• rjn(b). Sestrojíme řešení zn(x) = 
= an. v(x) + bn. u(x) (an, bn konstanty) rovnice (1), které splňuje podmínky 

(10) zn(xn) = 09 

(11) tf(b) + zf(b) = 1. 

Podle (9), (10) a lemmatu 5 (případ 1.), řešení zn(x) má dvojnásobný nulový bod 
v bodě x = b a jest z"n(b) = an, zn(b) = bn. Z podmínky (11) pak dostáváme rovnost 

(12) a l + b2
tt = 1 . 

Z této rovnosti je zřejmé, že řešení zn(x) není triviální a číselné posloupnosti {an}nli, 
{bn}n=l jsou omezené. Existují tedy z těchto posloupností vybrané konvergentní 
posloupnosti {afcf}ř*Li a {bk{}?Li. Nechť limafcí = A, lim bk. — B. Z rovnosti (12) 
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potom vyplývá: 

(13) \hn(al + b2
k) = A2 + B2 = l 

i-*oo 

a tedy lim zki(x) = lim \aki. v(x) + bki. u(xj] = A . v(x) + B. u(x) = z(x). Z rOV-
nosti (13) vyplývá, že funkce z(x) = _4 . i;(x) + B . u(x) je řešení netriviální. Omeze­
nost každého řešení rovnice (1) zaručuje, že vybraná posloupnost {zk.(x)}f=í kon­
verguje stejnoměrně k řešení z(x) v intervalu (a, co). Podle věty 19 existuje řešení 
rovnice (1), jehož nulové body v intervalu (b, tfj(b)) se vzájemně oddělují jak s nulo­
vými body extrémálního řešení sdruženého s konjugovaným bodem rf (b), tak s nu­
lovými body řešení zki(x), kde j , kx jsou přirozená čísla a j < k,. Podle věty 25 má 
každé řešení zki(x) právě jeden nulový bod mezi každými dvěma sousedními konju-
govánými body rf^^b), rfj(b) (j < kf). Limitní řešení z(x) má také mezi každými 
dvěma sousedními konjugovanými body právě jeden nulový bod (v bodě x = b má 
dvojnásobný nulový bod) a tudíž řešení z(x) má nekonečně mnoho nulových bodů 
v intervalu (a, co). Odtud vyplývá (podle první části tohoto důkazu), že existuje 
nekonečně mnoho konjugováných bodů rjn(b) pro každé í = 1, 2. 

Předpokládejme, že existuje nekonečně mnoho konjugo váných bodů r\l(b) s libo­
volným bodem b e (a, co). Nechť g(x) a h(x) jsou (lin. nezávislá) netriviální řešení 
rovnice (1). Podmínky (9) zaměníme nyní podmínkami: 

(14) g(b) = g'(b) = g"(b) = 0 , g'"(b) = 1 , 

h'(b) = h"(b) = h'"(b) = 0, h(b) = 1 . 

Nechť pro rostoucí posloupnost čísel {xn}n=1 z intervalu (a, co) platí: lim xn = co 
n-*oo 

a x „ ^ t]l(b) pro všechna přirozená n. Sestrojíme řešení yn(x) = cn. h(x) + dn. g(x) 
(cn, dn konstanty), které splňuje podmínky: 

(15) yK) = o, 
yl{b) + yf(b) = 1 . 

Podle (14), (15) a lemmatu 5 (případy 1. a 4.) má funkce y„(x) dvojnásobný nulový bod 
v bodě x = b a je yn(b) = cn, y'n(b) = dn. Další postup je podobný předchozímu pří­
padu (pro konjugované body s horním indexem i = 0). Existuje tedy limitní funkce 
ý(x) = C . h'(x) 4- D . g'(x) (C, D konstanty), která má nekonečně mnoho nulových 
bodů v intervalu (a, co). Podle věty 26 limitní řešení y(x) rovnice (1) je také oscilující. 
Podle první části tohoto důkazu existuje nekonečně mnoho konjugovaných bodů 
rjn(b) a nekonečně mnoho konjugovaných bodů r\l(b). 

Předpokládejme, že existuje nekonečně mnoho konjugovaných bodů rjl(b). Pod­
mínky (9) zaměníme podmínkami: 

(16) r'(b) = r"(b) = r'"(b) = 0 , r(b) = 1 , 

s(b) = s"(b) = s'"(b) = 0, s'(b) = 1 , 
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kde r(x) a s(x) jsou dvě (lin. nezávislá) netriviální řešení rovnice (l). Nechť pro rostou­
cí posloupnost čísel {xn}n==1 z intervalu (a, oo) platí: lim xn = co a xn = f\l(b) pro 

M-*00 

všechna přirozená n. Sestrojíme řešení wn(x) = kn. r(x) + ln . s(x) (kn9 ln konstan­
ty), které splňuje podmínky: 

(17) < M = 0. wl(b) + w'2(b) = i . 

Podle (16), (17) a lemmatu 5 (případy 3., 4.) má funkce wn(x) dvojnásobný nulový bod 
v bodě x = b a je wn(b) = kn9 wn(b) = ln. Další postup důkazu je zase podobný 
předchozímu případu (pro konjugované body s horním indexem i = 0). Tudíž 
existuje limitní funkce w"(x) = K . r"(x) + L. s"(x) (K, L konstanty), která má 
nekonečně mnoho nulových bodů v intervalu (a, oo). Podle věty 26 je w(x) oscilujícím 
řešením rovnice (1). Podle první části tohoto důkazu existuje také nekonečně mnoho 
konjugováných bodů r\n(b) pro každé i = 0, 1. Věta je dokázána. 

Tímto jsme dokázali také následující tvrzení: 

Věta 28. Nechť b je libovolné číslo větší než a. Pro každé i = 0, 1, 2 existuje bud 
nekonečně mnoho konjugovaných bodů f]l

n(b) nebo jen konečně mnoho. 
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Zusammenfassung 

ÜBER DIE EIGENSCHAFTEN DER LÖSUNGEN 
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG 

y(4) + p(x) y" + q(x) y = 0 

VRATISLAV PUDEI, Pardubice 

In dieser Arbeit werden die Eigenschaften der reellen Lösungen der Differential­
gleichung yw + p(x) . y" + q(x) . y = 0 und die Eigenschaften der ersten und 
zweiten Ableitung der Lösungen dieser Gleichung untersucht. Die Funktionen 
p(x) = 0, q(x) < 0 sind im Intervall (a, oo), a ^ — oo, reell und stetig. Im Teil B 
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dieser Arbeit wird die Frage der Nullstellentrennung von Funktionen y(I)(x) und 
y(i+1)(x), i = 0,1, gelöst, wo y(x) eine Lösung der angeführten Gleichung ist. Ferner 
werden hier die Bedingungen studiert, unter welchen zwei Lösungen linear abhängig 
sind. Im Teil C sind die Trennungssätze für die Funktionen uij)(x) und v(j)(x), 
0 = j S 2 eine ganze Zahl, angeführt, wenn u(x) und v(x) zwei linear unabhängige 
Lösungen sind. Danach folgen einige oszillatorischen Eigenschaften der Lösungen 
(im Zusammenhang mit der Existenz von konjugierten Zahlen). 

Es ist zum Vorschein gekommen, dass die Lösungen der angeführten Gleichung 
viele gemeinsame Eigenschaften mit der ersten und zweiten Ableitung einiger Lösun­
gen dieser Gleichung haben. Sie haben auch viele gemeinsame Eigenschaften mit der 
Lösungen der Gleichung (r(x) . / ' ) " + p(x) . y = 0, r(x) > 0, p(x) < 0, was in der 
Arbeit [l] einer Untersuchung unterworfen wird. 
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