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Casopis pro pé&stovini matematiky, ro&. 93 (1968), Praha

O VLASTNOSTECH RESENI DIFERENCIALNI ROVNICE
y® + p(x) ¥y +q(x) y=0

VRATISLAV PUDEI, Pardubice

(Doslo dne 19. dubna 1967)

V této prdci jsou vySetfovdny vlastnosti redlnych feSeni a vlastnosti derivaci prvniho
a druhého fddu redlnych feseni diferencidlni rovnice

1) V¥ 4+ p(x).y" +4q(x).y =0, p(x)=0, q(x)<0.

Koeficienty p(x) a g(x) jsou redlné funkce spojité v intervalu (a, c0), kde — oo < a.

Ukdzalo se, Ze feSeni rovnice (1) maji mnoho vlastnosti spoleénych s derivacemi
prvniho a druhého fddu nékterych feSeni této rovnice. Maji také mnoho spoleénych
vlastnosti s feSenimi samoadjungované diferencidlni rovnice (r(x) . y")" + p(x) .y =
=0, r(x) > 0, p(x) < 0, coZ je vySetfovdno v prdci [1].

A. UVOD

UvaZujme nejdiive diferencidlni rovnici
() YO +a(x). y" + a)(x). " +a3(x). ¥y +ay(x).y =0,

kde koeficienty a;(x) < 0, a,(x) £ 0, a3(x) £ 0, ay(x) < 0 jsou redlné a spojité
funkce v intervalu (a, o).

Lemma 1. Necht FeSeni y(x) rovnice (2) vyhovuje v libovolném bodé b € (a, o)
pocdtecnim podminkdm: y(b) = 0, y'(b) Z 0, y"(b) Z 0, y"(b) > 0. Potom je

(3) y(x)>0, y(x)>0, y(x)>0, y"(x)>0
a funkce y®(x) = 0 pro vSechna x e (b, ). Odtud pak vyplyvd: lim y’(x) = oo,
i=0,1,2, a funkce y"(x) neklesd v intervalu (b, ). xoo

Dukaz. Pfedpoklddejme, Ze funkce f (x) = y.y .y".y” vymizi v nékterém bod&
intervalu (b, o). Potom, podle véty o stfedni hodnotg, existuje aspoii jeden bod -
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ce(b, ) tak, Ze y"(c) = 0. Necht x = ¢ je prvni takovy bod napravo od bodu b.
(Funkce y(x) md v intervalu (a, ) spojité derivace aZ do 4. ¥ddu.) Tedy nerovnosti
(3) plati v intervalu (b, c). Integraci metodou “per partes” funkce f(x) od b do ¢
dostaneme (kdyZ poloZime uy = y, uy = y’, uy = y", uy = y”):

0<fy-y’-y”-y"dx= ol A A U M
b

-fy’.y-y”-y’”dx—"‘yz(y”’)zdx+
b

b

+ f Y2y (ay(x) y" + ax(x) ¥" + as(x) ¥ + aq(x) y)dx <0,
b

coZ je spor. Za poslednim integralnim znakem jsme dosadili za y*)(x) pfislusny
vyraz z rovnice (2) Uvedeny spor dokazuje, Ze nerovnosti (3) plati v celém intervalu
(b, ). Pfimo z rovnice (2) a z nerovnosti (3) potom vyplyvd, Ze y“(x) 2 0 pro
viechna x € (b, o). V&ta je dokdzdna.

Zavedeme nyni substituci x = b + d — t, kde d je libovolné &islo v&tsi nez a, t je
novd nezdvisle proménn4. PoloZime z(t) = y(b + d — t). Rovnice (2) se touto substi-
tuci transformuje v rovnici

zZ®(t) + by(1) . z”(t) + by(1) . 2"(t) + by(r) . 2'(r) + ba(t). 2(t) = 0,

kde koeficienty b, () 2 0, by(f) £ 0, bs(f) 2 0, by(t) < 0 jsou spojité funkce (redlné)
prot < b + d — a. Potdtetni podminky (v bod& t = d) pak maji tento tvar: z(d) =
20,2(d) =0, 2(d) 20, z"(d) < 0. Je-li z 2 b, je t < d a tedy pro t < d plati
nerovnosti: z(f) > 0, z'(f) < 0, z (t) > 0, z"(f) < 0 a z*)(f) 2 0. Na zdkladg t&chto
dvah dostavéme vétu:

Lemma 2. Nech? pro koeficienty rovnice (2) plati nerovnosti: ay(x) 2 0, a,(x) < 0,
ay(x) 2 0, ay(x) < 0 a necht jsou spojité pro x € (a, ). Necht Feseni y(x) této
rovnice splfiuje v libovolném bodé b € (a, o) pocdtecni podminky: y(b) = 0, y'(b) <
<0, y'(b) 2 0, y"(b) < 0. Potom jest y(x) > 0, y'(x) <0, y"(x) > 0, y"(x) <0
a y¥(x) Z 0 pro vsechna x € (a, b).

B. OBECNE VLASTNOSTI RESENI ROVNICE (1)

Z lemmatu 1 vyplyvé bezprostfedn¥ ndsledujici véta:

Lemma 3. Bud y(x) netrividni FeSeni rovnice (1), které v libovolném bodé b e
€ (a, ) sphiuje poédtecni podminky: y(b) = 0, y'(b) 2 0, y"(b) 20 a y"(b) 2 0
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(alespori jedna z téchto hodnot je riznd od nuly). Potom jest
@ ¥(x)>0, y(x)>0, y(x)>0, y"(x)>0, y¥x)>0
pro vechna x € (b, o).

Odtid pak vyplyvd: lim y¥(x) = o0, i = 0, 1, 2, funkce y”(x) roste pro x > b.

X— 0

Z lemmatu 2 vyplyvd dal8i tvrzeni:

Lemma 4. Necht netrividln{ FeSeni y(x) rovnice (1) spliuje v libovolném bodé
b e (a, ) pocdtecni podminky: y(b) =2 0, y'(b) < 0, y"(b) = 0, y"(b) < 0 (alespori
jedna z téchto hodnot je riiznd od nuly). Potom je

(5) y(x)>0, y(x)<0, y(x)>0, y"(x)<0, y¥x)>0

pro x €(a, b).

Lemma 5. Bud y(x) netrividlni FeSeni rovnice (1). Potom y(x) spliiuje nejvyse
v jednom bodé x = b (>a) jednu z ndsledujicich podminek: .

¥(b) = y'(b) = y'(b) =0,
¥b) = y'(b) = »y"(b) =0,
yb) = y'(b) = y"(b) = 0,
y'(b) = y'(b) = y"(b) = 0,
y(b) = y"(b) =0, sgn y'(b) = sgn y"(b) * O,
y'(b) = y"(b) = 0, sgn y(b) = sgn y"(b) + 0.

Pro xe(a,b)u(b,0) je yOx)+0, i=0,1,2,3,4 a lim|y¥x)| = oo,
J =0,1,2, funkce y"(x) je ryze monotonni pro x > b. ¥

SANEF S

Diukaz. V pfipadé 1. pfedpoklddejme, Ze y”(b) > 0. Potom (podle lemmatu 3)
plati nerovnosti (4) v intervalu (b, ). Z t&hto nerovnosti vyplyvd, Ze lim y‘¥(x) =

X=* o0

= o0, i =0, 1, 2. Podle lemmatu 4 plati opa¢né nerovnosti k (5) v intervalu (a, b).
Jelli y"(b) < 0, plati opadné nerovnosti k (4) v intervalu (b, ) a tedy pak je
lim yP(x) = —c0, i =0, 1,2. V intervalu (a, b) plati nerovnosti (5). Pro pfipady

2, 3. a 4. je diikaz analogicky. Pro pfipad 5. necht je y'(b) > 0, y”(b) > 0. Podle
lemmatu 3 plati nerovnosti (4) v intervalu (b, ©) a tedy lim y’(x) = o0, i =0, 1, 2.

xX—> 00

Podle lemmatu 4 plati opatné nerovnosti k (5) v intervalu (a, b). Je-li y'(b) < 0,
¥"(b) < 0, plati opagné nerovnosti k (4) v intervalu (b, ) a tudiZ je lim y(x) =

= —0, i = 0, 1, 2. Podle lemmatu 4 plati nerovnosti (5) v intervalu (a, b). Podobng&
se dokdZe tvrzeni pro pfipad 6. této véty.

Pozndmka. Misto nulté derivace funkce: y‘®)(x), piSeme &asto jen y(x).
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Lemma 6. Bud y(x) netrividlni FeSeni rovnice (1). Potom y(x) spliiuje nejvyse
v jednom bodé x = b (>a) jednu z ndsledujicich podminek:

. ¥(b)
. y'(b)

y'fb) = 0, 0 % sgn y’(b) + sgn y"(b) * 0,
y'(b) = 0, 0 + sgn y(b) + sgn y"(b) * 0,
y'(b) = y"(b) = 0, 0 + sgn y(b) + sgn y'(b) + O,
y(b) = y"(b) =0, 0 + sgn y'(b) + sgn y"(b) + O,
y(b) = y'(b) =0, sgny'(b) = sgny"(b) + 0,
y'(b) = y"(b) = 0, sgn y(b) = sgn y"(b) + 0,
y'(b) = y"(b) = 0, sgn y(b) = sgn y'(b) + O,

y(b) = y"(b) = 0, sgn y'(b) = sgn y"(b) + 0.

V piipadech 1. aZ 4. je y)(x) £ 0, i =0,1,2,3,4 pro xe(a, b). V pFipadech 5.
az 8. je' yP(x) £ 0, i =0,1,2,3,4 pro xe (b, ) a lim [yV(x)| = 0, j = 0, 1,2.

%N AW

Funkce y"(x) je ryze monotonni pro x > b.

Dukaz. V ptipadé 1. predpoklddejme, Ze y"(b) > 0, y”(b) < 0. Potom (podle
lemmatu 4) plati nerovnosti (5) vintervalu (a, b). Vlevo od bodu x = b tedy neexistuje
Z4dny jiny bod, ve kterém jsou splnény uvedené podminky. Tudiz takovy bod je
nejvyse jeden. Je-li y"(b) < 0, y”(b) > 0, pak v intervalu (a, b) plati nerovnosti
opa&né k (5). Tedy zase existuje nejvyse jeden bod, ve kterém jsou splnény uvedené
podminky. Pro pfipady 2., 3. a 4. je diikaz analogicky.

V pfipad& 5. piedpoklddejme y“(b) > 0, y”(b) > 0. Potom (podle lemmatu 3)
plati nerovnosti (4) v intervalu (b, ) a lim y(x) = o, i = 0,1,2. Vpravo od
bodu x = b tedy neexistuje Zddny jiny bod, ve kterém jsou splnény podminky podle
uvedeného predpokladu. Je-li y"(b) < 0, y”(b) < O, pak v intervalu (b, o0) plati
opacné nerovnosti k (4) a lim y’(x) = —oo, i = 0, 1, 2. Tedy existuje zase nejvyse

X— 00

jeden bod, ve kterém jsou spln&ny podminky 5. naseho lemmatu. Pro podminky 6.,
7., 8. je dikaz analogicky.

Disledkem lemmatu 5 je

Disledek 7. Existuje Feseni y(x) rovnice (1) takové, Ze pro vSechna x € (a, o)
plati jeden z ndsledujicich pripadii:

a) jedna z funkci y(x), i = 0, 1,2, 3, je riznd od nuly,

b) funkce y(x) a y"(x) jsou riizné od nuly,

¢) funkce y'(x) a y"(x) jsou riizné od nuly.

Dukaz je jednoduchy. Napfiklad feSeni, které spliiuje jednu z podminek 1. aZ 4.

lemmatu 5 je feSenim p¥ipadu a), nebot za t&chto podminek je y)(x) +0,0<i < 3,
pro x € (a, o). Pfipad b) resp. c) je zase totoZny s pfipadem 6. resp. 5. lemmatu 5.
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Lemma 8. Bud y(x) netrividlni Feseni rovnice (1) a necht pro ¢isla b < c < d
(a < b) platiz y(b) = y®(c) = yP(d) =0. 0= k<2, 0<i<3 0<I<3
celd ¢isla. Potom je y"‘“)(c) + 0.

Pozndmka. VZdy existuje feSeni (netrividlni) rovnice (1), které spliiuje v bodech
b, ¢, d podminky v pfedpokladu lemma 8. Vskutku, obecné fefeni rovnice (1) md
tvar p(x) = ¢;. yi(xX) + ¢, . yo(x) + 5. v3(x) + 4. ya(x), kde {y,(x)}aZt je fun-
damentdlni systém feSeni. Z podminek y(b) = y®(c) = y(c) = 0 dostaneme
soustavu tfi linedrnich homogennich rovnic pro &étyfi nezndmé ¢,, n = 1,2, 3, 4,
kterd md vZdy netrividlni feSeni.

Diikaz lemmatu 8. Pfedpoklddejme, Ze y*(c) = y**1)(c) = 0. Nastane-li v bod&
x = ¢ jeden z pfipadti 1. az4. lemmatu 5,je y . ' . y" . " + 0 pro x € (a, ¢) U (c, o),
coZ je ve sporu s predpokladem y¥(b) = y)(d) = 0. Jestlize feSeni y(x) splituje
v bodé x = ¢ jednu z podminek 1., 2., 3. lemmatu 6, je y.y .y".y” + 0pro xe
€ (a, c), coZ je zase ve sporu s pfedpokladem y'(b) = 0 (a < b < c). Konetné, je-li
v bodé€ x = ¢ spln€na jedna z podminek 5., 6. nebo 7. lemmatu 6,je y . y' . y” . y" + 0
pro x € (¢, ). Tedy také spor s pfedpokladem y(d) = 0 (d > c). Lemma je dokd-
z4no. .

Pro dalsi ¢dst této prdce je uZitené zavést ndsledujici definici:

Definice 1. Bud y(x) netrividlni feSeni rovnice (1). Bod x = x, nazveme jednondsob-
nym nulovym bodem (krdtce: nulovym bodem) funkce y‘’(x), i = 1,2, jestlize
¥yP(x0) = 0, ¥ V(xo) % 0, y¥*(x,) # 0. Bod x = x, nazveme dvojndsobnym
nulovym bodem funkce y¥(x), i = 1, 2, jestlize yV(x) = y*(x,) = 0, y* P (x0) % 0
a viechny derivace feSeni y(x) fddu niZiho neZ i-tého jsou riizné od nuly v bod& x,.
Nulovy bod funkce y(x) (i vicendsobny) definujeme obvyklym zptisobem.

Disledek 9. Bud y(x) netrividlni feseni rovnice (1). Potom Zddnd z funkci y(x),
i=0,1,2, nemd v intervalu (a, o) vice neZ dva dvojndsobné nulové body.

Diukaz. Pfedpoklddejme, Ze y(x), 0 < i < 2, md t¥i dvojndsobné nulové body
b < ¢ < d. Potom (podle lemmatu 8) je y“*)(c) % 0, coZ je ve sporu s predpokla-
dem yU*1(¢) = 0. Tvrzeni je dokdzéno.

Pozdgji dokdZeme (v&ta 23) existenci feSeni y(x) rovnice (1) takovych, Ze jedna
z funkei y@(x), i = 0, 1, 2, md dva dvojndsobné nulové body v intervalu (a, ).

Disledek 10. Bud y(x) netrividlni FeSeni rovnice (1). Md-li funkce y(x), 0 <
< i £ 2, dva dvojndsobné nulové body v bodech a < ﬁ‘(a < o), potom vSechny
ostatni (jednondsobné) nulové body této funkce leZi v intervalu (a, f).

Dukaz. Pfipady 1. az4. lemmatu 5 vyloucime, nebot za téchto podminek neni bod
x = b dvojndsobnym nulovym bodem Zddné z funkci y(x), i =0, 1,2, (podle
definice 1) a také Zddnd z t&chto funkci nemd nulovy bod v intervalu (a, o) kromé -
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bodu x = b. Je-li v bodé x = « splnéna jedna z podminek 1.,2. nebo 3. lemmatu 6,
nemd ¥4dnd z funkci y(x) nulovy bod vlevo od bodu x = «. Pro bod x = f miZe
nastat jiZ jen jeden z pfipadd 5. aZ 7. (dvojndsobného nulového bodu) lemmatu 6. To
znamend zase, 7¢ Zddnd z funkci y‘¥(x) nemd nulovy bod vpravo od bodu x = B.
Tim jsme ukdzali, Ze viechny ostatni (jednondsobné) nulové body funkce y(x) lezi
jen v intervalu (a, B). Poznamenejme je$tg, Ze v piipadech 3.a 7. lemmatu 6 je skute¢nd
y®(«) % 0a y*®(B) + 0, coZ je zfejmé z rovnice (1). Diikaz je hotov.

Lemma 11. Bud y(x) netrividlni Feseni rovnice (1). Necht jsou v bodech b < ¢ < d
(a < b) splnény podminky

(6 yO(b) = y®(c) = yP(d) = 0.

Potom je 0 % sgn y*~1(c) # sgn y**V(c) £ 0, kde k=1,2a 05i<3, 0=
< 1 £ 3 cela disla.

Dikaz. Necht plati(6). Potom (podle lemmatu 8) je y**1)(c) + 0 a také y*~1)(c) %
+ 0, k = 1, 2. Pfedpoklddejme nyni, Ze sgn y*~(c) = sgn y**V(c) + 0a y®(c) =
= 0. Potom (podle lemmatu 3 a lemmatu 4) alespoii v jednom z intervali (a, c), (¢, ©)
je y.y .y .y" +0, coZ je ve sporu s pfedpokladem y’(b) = y®¥(d) =0, be
€(a, c), d e(c, ). Tedy v bod& x = ¢ nastdvd jediny p¥ipad: 0 # sgn y*~(c) +
+ sgn y**1(c) + 0. Lemma je dokdzdno.

Véta 12. Necht y(x) je netrividlni FeSeni rovnice (1). Potom nulové body funkci
y(x) a y**(x), i = 0, 1, se vzdjemné oddéluji v intervalu (a, o).

Dukaz. Pro i = 0. DokdZeme, Ze mezi dv€ma sousednimi (jednondsobnymi) nu-
lovymi body funkce y(x) leZi prdvé jeden nulovy bod funkce y'(x). Budte b < d
(a < b) dva sousedni nulové body funkce y(x). Podle Rolleovy véty existuje alespoii
jeden bod ¢ € (b, d) tak, Ze y'(c) = 0. Bez ijmy na obecnosti miizeme pfedpoklddat
¥(x) > 0 pro x € (b, d). Tedy y(c) > 0 a podle lemmatu 11 je y"(c) < 0. Nechf « < 8
jsou dva body intervalu (b, d), pro které plati: y'(«) =0, y(x) >0, y"(x) <0
a y'() = 0, y(B) > 0, y"(B) < 0. Potom funkce y’(x) klesd v bodech a, 8, pfechdzejic
od kladnych hodnot k zdpornym. Pon&vadZ funkce y’(x) je spojitd v intervalu (a, ),
existuje bod y e (a, f) tak, Ze y'(y) = 0, y(¥) > 0, y"(¥) 2 0. To je ale ve sporu
s tvrzenim lemmatu 11. Tedy v intervalu (b, d) leZi nejvy3e jeden nulovy bod funkce
y'(x). Podle pfedchdzejicich uvah prdv& jeden. JestliZe v tomto diikazu zamé&nime
funkce y, y’, y” postupn& funkcemi y’, y”, y”, dostaneme tvrzeni véty pro i = 1.
Véta je dokdzdna.

Z véty 12 dostdvame piimo

Disledek 13. Necht y(x) je netrividlni FeSeni rovnice (1). Potom mezi dvéma sou-
sednimi nulovymi body funkce y'(x) leZi prdvé jeden nulovy bod funkce y(x) a prdvé
jeden nulovy bod funkce y"(x).
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Véta 14. Budte u(x) a v(x) netrividini FeSeni rovnice (1). Nechf v bodech b < ¢ <
<d(a <b)je

") w(b) = 9(b) = u(9(e) = v¥(e) = u(d) = v(d) = 0,

kde0 £ i<3,0< k<3,0= 1< 3 jsou celd &isla. Potom jsou Fefeni u(x) a v(x)
linedrné zdvisld.

Dukaz. Necht plati (7) pro0 < i £3,0< /=< 3a0=< k < 2celd. Podle lemmatu 8
je u®t(c) =0 a v**Y(c) + 0. Jsou-li FeSeni u(x) a v(x) linedrn& nezdvisld, je
¥(x) = u®*V(c) . v(x) — v**Y(c) . u(x) netrividlni feSeni rovnice (1), pro které plati:
yO(b) = y®(c) = y**V(c) = y(d) = 0, coZ je ve sporu s tvrzenim lemmatu 8.
Tedy y(x) = 0, to znamend, 7e u(x) a v(x) jsou linedrn& zdvisld feSeni.

Necht plati (7) pro k = 3,0 < i < 3,0 < I < 3 celd. Podle lemmatu 8 je u"(c) + 0
a v'(c) # 0. JestliZe u(x) a v(x) jsou lin. nezdvisld feleni, je y(x) = u"(c). v(x) —
— v"(c) . u(x) netrividlni FeSeni rovnice (1), pro které zase je: y™(b) = y(c) =
= y”(c) = y(d) = 0. Toto je ale ve sporu s tvrzenim lemmatu 8. TudiZ u(x) a v(x)
jsou i v tomto pfipadé€ lin. zdvisld feSeni. Véta je dokdzdna.

Véta 15. Budte u(x) a v(x) netrividlni FeSeni rovnice (1). Nechf v bodech b *+ ¢
(a < b,c)je

(8) uD(b) = ul*D(b) =uP(c) =0 a
v(b) = v"*V(b) = v(c) =0,

kde 0 < i £2,0 =< 1< 3 jsou celd Cisla. Potom FeSeni u(x) a v(x) jsou linedrné
zdvisla.

Dukaz. Necht podminky (8) plati pro i = 1,2 a 0 £ I < 3. Podle lemmatu 5
(ptipad 1. nebo 4.), je u~(b) & 0 a v~ 1)(b) % 0. Necht u(x) a v(x) jsou linedrn&
nezdvisld feSeni rovnice (1). Potom y(x) = u®~1(b). v(x) — v~ 1(b) . u(x) je netri-
vidlni FeSeni rovnice (1), pro které plati: y~1(b) = yI(b) = y¢*D(b) = yP(c) =
= 0, coZ je ve sporu s tvrzenim lemmatu 5 (pfipad 1. nebo 4.). Tedy u(x) a v(x) jsou
lin. zdvisld feSeni. Plati-li (8) pro i =0, 0 < I < 3 celé, pak (podle lemmatu 5, pfipad
1.) je u"(b) #+ 0 a v"(b) + 0. KdyZ u(x) a v(x) jsou lin. nezdvisld feSeni, je y(x) =
= u"(b) . v(x) — v"(b) . u(x) netrividlni feSeni rovnice (1), pro n& plati: y(b) =
= y'(b) = y"(b) = y®(c) = 0. To je zase spor s tvrzenim lemmatu 5 (pfipad 1.).
Tedy u(x) a v(x) jsou i v tomto p¥ipadg lin. z4visld fedeni. V&ta je dokdzdna.

Véta 16. Budte u(x) a v(x) netrividlni FeSeni rovnice (1). Maji-li u(x) a v(x) resp.
u'(x) a v'(x) tFi spolecné nulové body, pak FeSeni u(x) a v(x) jsou linedrné zévisla.

Dikaz. Budte b, ¢, d spolené nulové body feSeni u(x) a v(x). Pfedpoklddejme,
Ze b = ¢ = d (a < b). Podle véty o existenci a jednoznagnosti je kazdé feSeni y(x)
rovnice (1) jednozna&ng uréeno (aZ na ndsobnou konstantu) po&dte¢nimi podminka-
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mi y(b) = y'(b) = y"(b) = 0, y"(b) * 0. Tedy FeSeni u(x) a v(x) jsou v tomto pfi-
padg lin. zdvisld. Je-li b = ¢ % d (a < b, d), tj. u(b) = w'(b) = u(d) = 0 a v(b) =
= v'(b) = v(d) = O, tvrzeni nasi véty vyplyvd z véty 15. KdyZ je b < ¢ < d, tvrzeni
vyplyva z véty 14.

Budte b, ¢, d spoleéné nulové body funkei u'(x) a v'(x). Necht b = ¢ = d (a < b).
Podle véty o existenci a jednoznaCnosti je kaZdé feSeni rovnice (1) uréeno poc.
podminkami y'(b) = y"(b) = y”(b) = 0, y(b) + 0 jednoznatn& (aZ na ndsobnou
konstantu) a tudiZ feSeni u(x) a v(x) jsou linedrn& zdvisld. Poznamenejme jeité, Ze
y*(b) * 0, coZ je zfejmé z rovnice (1) a z podminky y(b) # 0. Tedy bod x = b je
trojndsobnym nulovym bodem funkce y'(x). Jestlize b = ¢ * 4, tj. u'(b) = u"(b) =
= u(d) = 0 a v'(b) = v"(b) = v(d) = O, tvrzeni véty vyplyvé z véty 15. Pro pfipad
b < ¢ < d tvrzeni véty vyplyvd z véty 14.

C. ODDELOVANI NULOVYCH BODU A OSCILACNI VLASTNOSTI

Vidy existuji dv€ linedrn€ nezdvisld feSeni u(x) a v(x) rovnice (1), pro kterd je
u®(b) = vP(b) = u®(c) = vP(c) =0, kde 0 < i <3, 0 <1< 3 jsou celd &isla
a b <c(a<b). Zvolime-li tfeti bod x = d tak, Ze krom& uvedenych podminek
v bodech b, ¢ plati jesté u)(d) = 0 a v(d) * 0, jsou FeSeni u(x) a v(x) jisté linedrn&
nezdvisld. Podle lemmatu 8 je ziejmé, Ze funkce u®(x) a v™®(x), 0 < k < 2 celé &islo,
mohou mit v intervalu (b, ¢) jen jednondsobné nulové body.

Véta 17. Budlte u(x) a v(x) netrividini linedrné nezdvisld feseni rovnice (1) takovd,
Ze u(b) = vP(b) = uP(c) = vP(c) = 0, kde b < ¢ (a < b) a 0<i<3 0%
= I = 3 jsou celd cisla. Potom nulové body funkef u®(x) a v®(x), 0 < k < 2 celé
¢islo, se vzdjemné oddéluji v intervalu (b, c).

K ditkazu této véty a dalSich potfebujeme ndsledujici lemma (véta 1 v préci [2]).

Lemma 18. Bud u(x) funkce, kterd md v bodé x = a nulovy bod Fadu n = 1
a v bodé x = b nulovy bod Fddu m = 1 a necht u(x) md konst. znameni (+0) v inter-
valu (a, b). Bud v(x) funkce, kterd md v bodé x = a nulovy bod Fddu n, < n a v bodé
x = b nulovy bod Fddu m, < m a md také konstantni znameni (=I=O) v intervalu
(a, b). Predpoklddejme, e u(x) € Cyla, b] a v(x) € Cy[a, b], kde M = max (n;, m,).
Potom existuje linedrni kombinace funkci u(x) a v(x), kterd md dvojndsobny nulovy
bod v intervalu (a, b).

Diikaz véty 17. Pfedeviim poznamendme, Ze funkce u®(x) a v®(x), 0 £ k < 2,
nemaji spoleny nulovy bod v intervalu (b, ¢), nebot v opatném piipad€ feeni
u(x) a v(x) by byla linedrn& zdvisld (podle véty 14). Necht 8, y jsou sousedni (jedno-
ndsobné) nulové body funkce u®(x) takové, 7e b < p < y < c. Pfedpoklddejme, Ze
v®(x) > 0, 0 < k < 2, pro x e [B, y]. Funkce z(x) = ¢, . u(x) + ¢; . v(x) (c; # 0,
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¢, * 0 konstanty) je netrividlni feSeni rovnice (1). Podle lemmatu 18 existuje funkce
z®(x) = ¢; . u®(x) + ¢, . v®(x) a bod xo € (B, 7) tak, ze 2®(x,) = z%*+D(x) = 0.
Toto je ale ve sporu s tvrzenim lemmatu 8, nebot z(’(b) = zM(c) =0 (b < X < ).
To tedy znamend, Ze mezi dvéma sousednimi nulovymi body funkce u®(x) v inter-
valu (b, c) lezi alespoii jeden nulovy bod funkce v®(x). Podobné se dokaze, Ze mezi
dvéma sousednimi nulovymi body funkce v®(x) v jntervalu (b, ¢) lezi alespoti jeden
nulovy bod funkce u®(x). Véta je dokdzdna.

Véta 19. Budte u(x) a v(x) netrividlni FeSeni rovnice (1) takovd, Ze u(b) = v(b) =
=0,0 =i < 3 celé cislo, a necht u'Y(c) = v (d)=0,kde 01 £30<k <3
jsou celd ¢isla a b < ¢ < d(a < b). Potom existuje Feseni ¥(x) rovnice (1) tak;vé,
ze y)(b) = 0 a nulové body funkce y(f)(x) v intervalu (b, ¢) se vzdjemné oddéluji
jak s nulovymi body funkce u(x) tak s nulovymi body funkce vW(x),0<j<2
celé dislo.

Ditkaz. Jsou-li feSeni u(x) a v(x) linedrng zdvisld, je v(c) = u®(d) = 0. Muge-
me sestrojit feSeni y(x), které neni konstantnim ndsobkem u(x) a takové, ze yO(b) =
= y¥(c) = 0, y¥(d) + 0. Podle véty 17 nulové body funkce y¥)(x) v intervaly (b, )
se vzdjemn& oddé&luji s nulovymi body funkce u’(x) (a také s nulovymi body funkce
v¥(x)). Pfedpoklddejme nyni, Ze feSeni u(x) a v(x) jsou linedrn& nezdvisld. Nech
v(c) = 0 (aviak u®(d) # 0). Potom nulové body vyse uvedené funkce Y9O(),
0 < j = 2, vintervalu (b, c) se vzdjemng odd&lujf jak s nulovymi body funkce u®(x),
tak s nulovymi body funkce v”(x) (podle véty 17). Je-li u®(d) = 0 (aviak v(c) 4
+ 0), miZeme zase sestrojit feSeni w(x) takové, Ze w(b) = w®(d) = 0. Nulové
body funkce w'(x) v intervalu (b, d) (tedy také v intervalu (b, c)) se vzdjemn& oddg-
luji jak s nulovymi body funkce u(x), tak také s nulovymi body funkce v"(x).
Je-li vP(c) # 0 a u™(d) * 0, sestrojime FeSeni z(x) takové, ze z(b) = z(c) =
= z®(d) = 0. Podle v&ty 17 nulové body funkce zV(x) se vzdjemn& odd&luji s nu-
lovymi body funkce u)(x) v intervalu (b, c) a s nulovymi body funkce v”)(x) v inter-
valu (b, d) (a tedy také v intervalu (b, c)), 0 < j < 2. Véta je dokdzdna.

Lemma 20. Budte u(x) a v(x) netrividlni linerdné nezdvisld réseni rouvnice (1), pro
kterd plati: u®(b) = u*V(b) = uP(c) =0 a v(b) = v™(c) =0, kde b + ¢
(a<bc)a0=Li=<2 0=1=3 jsou celd &isla. Necht x = Be(b,c) resp. fe
€(c, b) je proni nulovy bod funkce u”(x) vpravo resp. vlevo od bodu b. Potom
funkce v(x) md prdvé jeden nulovy bod v intervalu (b, B) resp. v intervalu (B, b).

Dukaz. Podle véty 14 a véty 15 je v+1(b) + 0 a v¥(B) % 0, ponévadz u(x)
a v(x) jsou linedrn& nezdvisld feSeni. Pfedpoklddejme, %e b < B < ¢ a funkce v9(x),
0 < i £ 2, nemd nulovy bod v intervalu (b, f). Funkce w(x) = c; . u(x) + c, . o(x)
(¢, %0, ¢, %0 konstanty) je netrividlni feSeni rovnice (1). Podle lemmatu 18 existuje
fUnka w(x) = ¢y . uP(x) + ¢, . v(x) a bod xoe(b,p) tak, Ze wW) X) =
= w"D(xe) = 0, coZ je ve sporu s lemmatem 8, nebot w(b) = W) < 0, p <
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< Xo < ¢. Tedy funkce v)(x) md alespoti jeden nulovy bod v intervalu (b, p).
PongvadZ nulové body funkci u(?(x) a v)(x) se vzdjemn& odd&luji v intervalu (b, c),
mé funkce v'Y(x) prav€ jeden nulovy bod v intervalu (b, B). Pro pfipad ¢ < f < b je
dikaz analogicky.

Lemma 21. Budte u(x) a v(x) netrividlni linedrné nezdvisld Feseni rovnice (1). Nechr
Sunkce u®(x) md dvojndsobné nulové body v bodech b < ¢ (a < b) a necht v)(b) =
=v¥(c) =0, 0 < i <2, celé cislo. Necht B resp. y je proni nulovy bod funkce
u?(x) vpravo od bodu b resp. vlevo od bodu c. Potom funkce v'(x) md pravé jeden
nulovy bod v intervalu (b, B) a prdvé jeden nulovy bod v intervalu (y, c).

Pozndmka. Na rozdil od lemmatu 20, kde je B + ¢, v lemmatu 21 maze byti
B = c (coZ je totéz jako y = b).

Diikaz lemmatu 21. Podle véty 15 je v*D(b) + 0 a v*D(c) £ 0,0 < i < 2,
ponévadz feSeni u(x) a v(x) jsou linedrn& nezdvisld. Je-li b < f < ¢ (tedy také b <
<y < ¢), tvrzeni lemmatu vyplyvd pfimo z lemmatu 20. Necht g = ¢ (tedy také y = b).
Potom je u?(x) + 0 pro x&(b, c). Podle ptedpokladu lemmatu je u®(b) = ui+1(b) =
= uP(c) = u*I(c) = 0 a v(b) = v'¥(c) = 0. Pfedpoklddejme, Ze funkce v9(x)
nemd nulovy bod v intervalu (b, c). Potom (podle lemmatu 18) existuje funkce w(”(x) =
= ¢ . u9(x) + ¢,. v9(x) (c; # 0, c; + 0 konstanty) a bod ae(b,c) tak, Ze
w(a) = wi* B (x) = 0, coZ je ve sporu s lemmatem 8, nebof jest w(b) = w(c) = 0
a funkce w(x) = ¢, . u(x) + ¢, . v(x) je netrividlni feSeni rovnice (1). Tedy funkce
v™(x) m4 alespoii jeden nulovy bod v intervalu (b, c). Podle véty 17 nulové body
funkci u(x) a vV(x) se vzdjemné oddé&luji v intervalu (b, c) a tedy v'?(x) m4 pravé
jeden nulovy bod v tomto intervalu. Lemma je dokdzdno.

Z véty 17 a lemmatu 21 vyplyvéd pfimo ndsledujici

Disledek 22. Budte u(x) a v(x) netrividlni linedrné nezdvisla FeSeni rovnice (1).
Necht funkce u™(x), 0 < i <2, md dvojndsobné nulové body v bodech b < c
(a < b) a necht v¥(b) = v'¥(c) = 0. Potom funkce u”’(x) md n (20) nulovych bodii
v intervalu (b, c) tehdy a jen tehdy, kdy? funkce v'P(x) md n + 1 nulovy bod v tomtéz
intervalu.

Véta 23. Bud y(x) netrividlni FeSeni rovnice (1). Necht funkce yV(x),0 £ i <2
celé Cislo, md jednondsobny nebo dvojndsobny nulovy bod v bodé x = b; (a < b))
a nejméné n + 3 (n 2 1) nulové body v intervalu [b;, ). Potom existuje n bodii
Mot oo (by < 0t < mh < ... < i) a nFeseni y,(x), yo(x), ..., y,(x) rovnice (1),
kterd maji ndsledujici vlastnosti: :

1. funkce y(x) (k = 1,2, ...,n) md dvojndsobné nulové body v bodech x = b;
ax=n
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2. funkce y\’(x) md pravé k + 3 nulové body v intervalu [b;, ni] (dvojndsobny
nulovy bod pocitdme jako dva nulové body),

3. je-li u(x) netrividini FeSeni rovnice (1), které neni konstantnim ndsobkem y,(x)
(1 < k < n) a takové, Ze u’(b;) = 0, md funkce u®(x) méné nez k + 3 nulové
body v intervalu [b;, m], 0 < i < 2.

Kazdé feseni rovnice (1), které md tytéz vlastnosti jako Feseni y,(x) je konstantnim
ndsobkem y,(x).

Diikaz. Necht y(x) je netrividlni feSeni rovnice (1) takové, Ze funkce y‘(x),
(0 < i<2), md v intervalu [x{, ) (a < xi) prvni n + 3 (jednondsobné) nulové
body x; <xj <...< Xp+3- MiiZeme sestrojit feSeni g(x) rovnice (1) tak, Ze g(x}) =
= g V(x}) = gP)(x;4+3) = 0. (Podle lemmatu 5, lemmatu 6 a definice 1 je bod x!
dvojndsobnym nulovym bodem funkce g‘?(x)). Podle véty 17 a lemmatu 20 md
funkee g’(x) nejméng tolik nulovych bodi v intervalu [x}, x!, ;] jako funkee y(x)
v tomtéZ intervalu. Polozime b; = x;. Existuje tedy FeSeni u(x) rovnice (1) takové,
Ze funkce ud(x), 0 < ig2, md v intervalu [b: ) prvni n + 3 nulové body:
by = b3 < b3 <...<b,s3, kde b; = by. Tedy je uP(b,) = u* V(b)) = u®(bi) = ...

.= u(b,,5) = 0. MiiZeme sestrojit daldi FeSeni v(x) rovnice (1), které neni
konstantnim ndsobkem u(x) a takové, Ze v¥(b;) = v+ (b)) = 0, v'¥(x) % 0 pro
x > b;, 0 £ i £ 2. Napriklad feSeni, kterd spliiuji v bodé b; podminky 1. aZ 4.
lemmatu 5 jsou takovd feSeni. Potom funkce w(x) = ¢, . u(x) + ¢, . v(x) (c; * 0,
¢, #+ 0 konstanty) je netrividlni feSeni rovnice (1) a je w(b)) = wi*(b;) = 0.
Podle lemmatu 18 existuje funkce w'(x) = ¢;.u®(x) + ¢,.v?(x) a bod B;e
€ (bu+2, buss) tak, Ze wP(B) = wi*(B) = 0 (B, a b; jsou dvojndsobné nulové
body funkce w(x)). Sestrojime dalii feSeni z(x) rovnice (1), které neni konstantnim
ndsobkem u(x) ani v(x) a takové, ze z(b,) = ZO(B) = z9(bl, ;) =0 (b; < B; <
< by+3)- Podle véty 15 je z*(b,) + 0 a podle lemmatu 8 je z(+(B;) + 0. Podle
véty 17 nulové body funkei z)(x) a u‘?(x) se vzdjemn& odd&luji v intervalu (b, b, 3).
Podle lemmatu 20 prvni (jednondsobny) nulovy bod funkce z(x) v intervalu (b;, 8;)
leZi pfed prvnim nulovym bodem funkce u‘?(x) v tomto intervalu. Posledni nulovy
bod funkce z¥(x) v intervalu (b,, B;) leZi pred poslednim nulovym bodem funkce
u®(x) v tomtéZ intervalu, tj. pfed bodem x = b;, ,. Tedy funkce z(’(x) md v intervalu
(bi» B;) n(=1) nulovych bodt (stejny pocet jako funkce u'?(x) v tomtéz intervalu).
Pon&vadz funkce z(x) a w(x) jsou linedrn& nezdvisld feSeni rovnice (1), podle disledku
22 md funkce w'”(x) prav€ n + 3 nulové body v intervalu [b;, 8;] (dvojndsobné
nulové body b; a B; poitdme jako &tyfi nulové body). Podle diisledku 10 nemd funkce
w(®(x) zddné jiné nulové body v intervalu (a, ). Pfedpoklddejme nyni, Ze existuje
jesté jedno feSeni r(x) rovnice (1), které neni konstantnim ndsobkem w(x), takové,
ze r(b;) = r(B;) = 0 a md n + 3 nulové body v intervalu (bs, B;). Podle véty 15
je r* (b)) % 0a r*1(B,) + 0; v opa&ném piipadg by byla fedeni w(x) a r(x) linedr-
n& zavisld. Aviak potom ma funkce r(x) jen n + 2 nulové body v intervalu [b. Bi]
(podle diisledku 22). Z vye uvedenych tivah vyplyvé nésledujici: Je-li o(x) netrividlni -
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feSeni rovnice (1), které neni konstantnim ndsobkem w(x) a pro né&Z plati ¢‘(b;) = 0,
m4 funkce ¢'P(x) mén& nez n + 3 nulové body v intervalu [b;, B;]. Bod B; je ve v&t&
oznaden symbolem nl. Véta je dokdzdna.

Podobng jako v prdci [1] zavedeme definici:

Definice 2. Bod x = 5} (ve v&t& 23) budems znagit symbolem #(b,) a nazveme jej
n-tym (pravym) konjugovanym bodem s bodem b;. Funkci y{?(x) nazveme extré-
mdlni funkci sdruZenou s n-tym konjugovanym bodem r],';(bi), 0 < i <2 celé dislo.

Je-li pfimo fedeni y,(x) (tj. pro i = 0) extrémdlni funkci, nazjvdme je také extré-
mdlnim feSenim (sdruZenym s n-tym konjugovanym bodem x = n5(b,)).

Lemma 24. Budwf,”(x), 0 < i £ 2 celé, extrémdlni funkce sdruZend s n-tym kon-
Jjugovanym bodem x = nl(b,). Bud y(x) netrividlni FeSeni rovnice (1) takové, e
funkce yP(x) md dvojndsobny nulovy bod v bodé x = b; a alespori n (jednondsob-
nych) nulovych bodit v intervalu (b;, ). Jsou-li FeSeni y(x) a w,(x) linedrné nezd-
visld, md funkce y¥)(x) prdvé téchto n nulovych bodii v intervalu (b, nj(b;)), b; >a.

Diikaz. Podle véty 23 (vlastnost 3.) nemd funkce y‘“(x) vice nez n nulovych bodi
v intervalu J = (b;, n:(b;)). Ponévadz feSeni y(x) a w,(x) jsou linedrn& nezévisld, je
(podle véty 15) y©(n,(b;)) * 0. Pfedpoklddejme, Ze funkce y(x) md n — 1 nulovych
bodii v intervalu J. To znamend, Ze ndsledujici n-ty nulovy bod x, funkce y¥(x) leZi
vpravo od n-tého konjugovaného bodu #j(b,). Sestrojime nyni feSeni z(x) rovnice (1)
takové, Ze funkce z”(x) m4 (jednondsobné) nulové body v bodech x = b;, ni(b,), x,
a které neni konstantnim ndsobkem y(x) ani w,(x). Extrémdlni funkce w{’(x) md
(podle v&ty 23) n — 1 nulovych bodii (» = 1) v intervalu J a tedy (podle disledku 22)
m4d funkce z((x) n nulovych bodd v intervalu J. Podle véty 17 a lemmatu 20 md
funkce y'Y(x) také n nulovych bodi v intervalu J, coZ je ve sporu s pfedpokladem.
Tedy funkce y(x) md prdv& n nulovych bodd v intervalu J. Lemma je dokdzdno.

Z lemma 24 bezprostfedn€& vyplyvd

Véta 25. Bud y(x) netrividini FeSeni rovnice (1) takové, Ze funkce yP(x),0 < i < 2
celé éislo, md dvojndsobny nulovy bod v bodé x = b;. Potom mezi kaZdymi dvéma
sousednimi nulovymi body funkce y(x) v intervalu (b;, o) leZi prdvé jeden kon-
jugovany bod x = n;(b,). (Je-li posledni nulovy bod funkce y"(x) dvojndsobny, sho-
duje se s konjugovanym bodem ni(b,).)

Definice 3. Necht y(x) je netrividlni feSeni rovnice (1). Funkci y(x), 0 £ i £ 2
celé, nazveme oscilujici, jestliZe mnoZina jejich nulovych bodi v intervalu (a, o) je
nekone¢nd a shora neomezend. V kazdém jiném- pfipadé nazveme tuto funkci neosci-
lujici.

Rovnici (1) nazveme oscilujici, md-li alespoii jedno oscilujici feSeni a neoscilujici,

jsou-li v8echna jeji feSeni neoscilujici.
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Véta 26. Necht' y(x) je netrividlni FeSeni rovnice (1). Potom funkce y®¥(x), i =
= 0, 1, 2, maji typ# oscilacni charakter (tj. jsou bud vSechny oscilujici anebo Zddnd
z nich nenfi oscilujici).

Tvrzeni této véty vyplyvd pfimo z dasledku 13.

Véta 27. Rovnice (1) je oscilujici tehdy a jen tehdy, existuje-li pro libovolné
be(a, ©)a pro kazdéi = 0, 1, 2 nekonecné mnoho konjugovanych bodi: n,';(b).

Diikaz. Pfedpoklddejme, Ze rovnice (1) je oscilujici. Necht y(x) je jeji oscilujici
feSeni (tedy také funkce y¥(x), i = 1,2, jsou oscilujici). Necht n je libovolné pfiro-
zené Cislo a x = b libovolné Cislo vét3i neZ &islo a. MiZeme urgit &islo ¢ (> b) tak, Ze
v intervalu (b, c) md funkce y(x), 0 < i < 2 celé, n nulovych bodd. Necht x = ¢
je nulovy bod funkee y“(x). Necht u(x) je feseni rovnice (1) takové, Ze funkce u(x)
mé dvojndsobny nulovy bod v bod€ b a u)(c) = 0. Podle véty 19 (kde nerovnost
b < ¢ < d miZeme zamenit nerovnosti d < ¢ < b a interval (b, c) intervalem (c, b))
alemmatu 20 mé funkce u‘”(x) nejmén& n — 1 nulovy bod v intervalu (b, c]. Je-li také
bod x = b nulovym bodem funkce y(x), md funkce u’(x) nejmén& n nulovych
bodi v intervalu (b, c] (podle v&ty 17 alemmatu 20). Pon&vadZ n je libovolné ptirozené
Cislo, podle vEty 25 existuje nekonedn€ mnoho konjugovanych bodi 7:(b) pro kazdé
i=0,1,2.

Pfedpoklddejme nyni, Ze existuje nekone&n& mnoho konjugovanych bodii nJ(b)
s libovolnym bodem b € (a, 00). Necht u(x) a v(x) jsou (lin. nezdvisld) netrividlni
feSeni rovnice (1) takovd, Ze

1,
1.

I

o) ulb) = w(6) = u(B) = 0, u(t)
v(b) = v'(b) =v"(b) =0, v"(b)

I

Necht {x,},%, je rostouci posloupnost &isel z intervalu (a, o) takovd, Ze lim x,, = oo
n—+ o

a pro viechna ptirozend n plati nerovnost x, = #,(b). Sestrojime FeSeni z,(x) =
=a,.v(x) + b, . u(x) (a, b, konstanty) rovnice (1), které spliiuje podminky

(10) z,(x,) =0,

(11) zZy}(b) + zy*(b) = 1.

Podle (9), (10) a lemmatu 5 (pfipad 1.), feSeni z,(x) md dvojndsobny nulovy bod
v bod€ x = b a jest z,(b) = a,, z,(b) = b,. Z podminky (11) pak dostdvdme rovnost
(12) a?+b:=1.

Z této rovnosti je zfejmé, Ze Fedeni z,(x) neni trividlni a &iselné posloupnosti {a,}i~,,
{bu}2-, jsou omezené. Existuji tedy z téchto posloupnosti vybrané konvergentni
posloupnosti {a, }2; a {b}>,. Necht lim a,, = 4, lim b,, = B. Z rovnosti (12)

i» o i— o
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potom vyplyva:
(13) lim (af, + b7) = A> + B* =1

a tedy lim z, (x) = lim [a,, . v(x) + by, . u(x)] = 4. v(x) + B. u(x) = z(x). Z rov-

nosti (13) vyplyvd, Ze funkce z(x) = A . v(x) + B. u(x) je feSeni netrividlni. Omeze-
nost kazdého ¥eSeni rovnice (1) zaruCuje, Ze vybrand posloupnost {z,(x)};Z; kon-
verguje stejnom&rné k feSeni z(x) v intervalu (a, o). Podle véty 19 existuje FeSeni
rovnice (1), jehoZ nulové body v intervalu (b, n7(b)) se vzdjemn& odd&luji jak s nulo-
vymi body extrémdlniho feSeni sdruZeného s konjugovanym bodem #; (b), tak s nu-
lovymi body feSeni z,(x), kde j, k; jsou pfirozend &sla a j < k;. Podle véty 25 md
kaZdé feSeni z, (x) prdv€ jeden nulovy bod mezi kaZdymi dvéma sousednimi konju-
govanymi body nj_,(b), n7(b) (j < k;). Limitni feSeni z(x) md také mezi kaZdymi
dvéma sousednimi konjugovanymi body prdvé jeden nulovy bod (v bodé x = b md
dvojndsobny nulovy bod) a tudiZ feSeni z(x) md nekone&n& mnoho nulovych bodi
v intervalu (a, o). Odtud vyplyvé (podle prvni &sti tohoto diikazu), Ze existuje
nekone&n& mnoho konjugovanych bodi #,(b) pro kazdé i = 1, 2.

Predpoklddejme, Ze existuje nekone¢né& mnoho konjugovanych bodu nn(b) s libo-
volnym bodem b € (a, o0). Necht g(x) a h(x) jsou (lin. nezdvisld) netrividlni feSeni
rovnice (1). Podminky (9) zam&nime nyni podminkami:

(14) g(b) =g'(b) =g'(b) =0, g"(b)=1,
W(b) = h"(b) = h"(b) =0, h(b) =1.

Necht pro rostouci posloupnost &isel {x,}:>, z intervalu (a, o) plati: lim x, = oo

a x, 2 7,(b) pro viechna pfirozend n. Sestrojime reeni y,(x) = ¢, . h(x) + d, . g(x)
(cp» d, konstanty), které spliiuje podminky:

(15) yi(x,) =0,
yi(b) + yi*(b) = 1.

Podle (14), (15) a lemmatu 5 (p¥ipady 1. a 4.)md funkce y;(x)dvojndsobny nulovy bod
v bod& x = b aje y,(b) = c,, y,'(b) = d,. Dalii postup je podobny ptedchozimu pfi-
padu (pro konjugované body s hornim indexem i = 0) Existuje tedy limitni funkce
y(x) = C.h(x) + D.g'(x) (C, D konstanty), kterd md nekone&n& mnoho nulovych
bodi v intervalu (a, o). Podle v&ty 26 limitni feSeni y(x) rovnice (1) je také oscilujici.
Podle prvni &dsti tohota dikazu existuje nekoneéné mnoho konjugovanych bodi
nn(b) a'nekonené mnoho konjugovanych bodd #2(b).

Pfedpoklddejme, Ze existuje nekoneén& mnoho konJugovanych bodi n2(b). Pod-
minky (9) zaménime podminkami:

(16) r'(b) =r"(b)=r"(b) =0, r(b) =1,
s(b) =s"(b) =s"(b) =0, s(b)=1,
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kde r(x) a s(x) jsou dv& (lin. nezdvisld) netrividlni feSeni rovnice (1). Necht pro rostou-

ci posloupnost &isel {x,};>, z intervalu (a, ©) plati: lim x, = o0 a x, = n2(b) pro

n—oo
viechna pfirozend n. Sestrojime feSeni w,(x) = k, . r(x) + 1,. s(x) (k,, I, konstan-
ty), které spliiuje podminky:

(17) wh(x,) =0, wi(b) + wi(b)=1.

Podle (16), (17) a lemmatu 5 (pfipady 3., 4.) md funkce w;(x) dvojndsobny nulovy bod
v bodé x = b a je w,(b) = k,, wy(b) = 1,. Dalsi postup ditkazu je zase podobny
pfedchozimu pfipadu (pro konjugované body s hornim indexem i = 0). Tudiz
existuje limitni funkce w’(x) = K.r"(x) + L.s"(x) (K, L konstanty), kterd md
nekone¢n& mnoho nulovych bodi v intervalu (a, ). Podle véty 26 je w(x) oscilujicim
feSenim rovnice (1). Podle prvni &dsti tohoto diikkazu existuje také nekonetn& mnoho
konjugovanych bodu n,‘;(b) pro kazdé i = 0, 1. Véta je dokdzdna.

Timto jsme dokdzali také ndsledujici tvrzeni:

Véta 28. Necht' b je libovolné ¢islo vétsi nez a. Pro kaZdé i = 0, 1, 2 existuje bud
nekoneéné mnoho konjugovanych bodii n,';(b) nebo jen konecné mnoho.
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Zusammenfassung

UBER DIE EIGENSCHAFTEN DER LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG

Y@+ p(x) y" + q(x)y =0
VRATISLAV PUDEI, Pardubice

In dieser Arbeit werden die Eigenschaften der reellen Losungen der Differential-
gleichung y* + p(x).»" + ¢g(x).y = 0 und die Eigenschaften der ersten und
zweiten Ableitung der Losungen dieser Gleichung untersucht. Die Funktionen
P(x) £ 0, g(x) < 0 sind im Intervall (a, ©), a = —oo, reell und stetig. Im Teil B
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dieser Arbeit wird die Frage der Nullstellentrennung von Funktionen y‘”(x) und

Y+ (x), i = 0, 1, geldst, wo y(x) eine Losung der angefiihrten Gleichung ist. Ferner

werden hier die Bedingungen studiert, unter welchen zwei Losungen linear abhangig .
sind. Im Teil C sind die Trennungssitze fiir die Funktionen u¥(x) und v)(x),

0 < j £ 2 eine ganze Zahl, angefiihrt, wenn u(x) und v(x) zwei linear unabhéngige

Losungen sind. Danach folgen einige oszillatorischen Eigenschaften der Losungen

(im Zusammenhang mit der Existenz von konjugierten Zahlen).

Es ist zum Vorschein gekommen, dass die Losungen der angefiihrten Gleichung
viele gemeinsame Eigenschaften mit der ersten und zweiten Ableitung einiger Losun-
gen dieser Gleichung haben. Sie haben auch viele gemeinsame Eigenschaften mit der
Losungen der Gleichung (r(x) . y")” + p(x).y = 0, r(x) > 0, p(x) < 0, was in der
Arbeit [1] einer Untersuchung unterworfen wird.
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