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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 94 (1969), Praha 

O JISTÝCH GRUPÁCH MATIC 

LADISLAV BICAN, Praha 

(Došlo 18. ledna 1968) 

Práce se zabývá studiem grup matic s jednotkovým determinantem s prvky z okru
hu zbytkových tříd modulo n. Je odvozen vzorec pro počet prvků takové grupy 
a popsána její struktura. Odtud je vidět, že vlastnosti grup matic nad konečným okru
hem a nad konečným tělesem jsou zcela odlišné. Zatímco grupy matic nad tělesem 
jsou „skoro" jednoduché (přesněji: jednoduchá je faktor-grupa podle centra, které 
je tvořeno skalárními maticemi), jsou grupy matic nad okruhem „skoro" řešitelné 
(viz věta 5). První polovina práce má pomocný charakter, nezbytně nutný pro stano
vení řádů studovaných grup, což spolu s jejich strukturou je popsáno v druhé polovině. 

Označeni, (k, í) bude v dalším značit největšího společného dělitele čísel k, /. 
Symbolem q>n(k) označme počet čísel z posloupnosti 1, 2,..., k nesoudělných s (n, fc), 
kde n a k jsou přirozená čísla. 

Lemma 1. Pro všechna přirozená n a k platí: 

a) Je-li d = («, k), je 

(1) <Pn(k)--0(d), 
d 

kde cp je Eulerova funkce. 
b) (pn(k))c multiplikativní1) funkce proměnné k. 
c) Pro k pevné, (ní9n2) = 1 je 

(2) 9nik)<pnlk) = kcpnini(k). 

Důkaz, a) Zřejmě jest (a + rd9 d) == (a, d). Avšak počet přirozených čísel nesou
dělných s á a menších než d je q>(d), odkud plyne (l). b) a c) jsou jednoduchými 
důsledky (l) a vlastností funkce <p. 

) Funkce / se nazývá multiplikativní, jestliže (ku k2) = 1 =>f(ku k2) = f(kx) .f(k2). 
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Důsledek. Pro n, a, fc přirozená, p prvočíslo platí 

(3) p\n ~ <Pn(p*) = p* - p*-1 , 

(4) P X n => <pn{p*) = p* , 

(5) p | fc => (P^k) = fc(l - 1/p) , 

(6) " p/|'fc=><ií'p.(fc) = fe. 

Lemma 2. Nechť nt | fc., n2 | 2̂» (^í, ^2) = 1- P<*k 

(7) <ř>„i(fci) (Pm{k2) = ?.1>.(fcifc2) • 

Důkaz. Zřejmě (n., n2) = 1 a (B].n2, fc^a) = fiin2, takže 

<Pnim{kik2) = ---- ^>(nin2) = — <ř>(«i) -1 q>(n2) = <pn,(fci) <P„2(fc2) • 
ПІП Xn

2 

Denice 1. Pro fc a n přirozená definujme funkce \j/k(n) takto: 

(8) ^ ( n ) = <p(n), ^(») = E ^ ( n ) ^ - i ( 3 ) fc = 2,3,.... 
d\n \dj 

Lemma 3. Pro každé přirozené fc je il/k(n) multiplikativní funkce. 

Důkaz. Indukcí podle k: pro fc = 1 zřejmé. 
Nechť ýk-i je multiplikativní. Pak pro (nl9 n2) = 1 platí 

Ýk(ni) $k(n2) = £ <PdJ^i) *l>k-i (T") • Z <Pd2(n2) Ýk-i ( 7 ) = 
di\ni \dtJ d2\n2 \d2J 

= Z <r\*i(nl) 9d 2 («2) <Alfc- 1 ( " • ) «Afc- 1 ( V ) = ^ 1 * 2 ) 
<řid2|«i«2 \ai/ \d2J 

podle lemmatu 1 a indukčního předpokladu. 

Úmluva. Slovy „fc-tice čísel {ál9 al9..., ak} má s n největšího společného dělitele d" 
budeme rozumět, že (al9 al9..., ak9 n) = d. 

Podobně slovy „fc-tice čísel {al9 a2,..., ak} je nesoudělná" budeme vždy rozumět, 
že(a1, a2, ...-afc) = 1. 

Lemma 4. ýk(n) značí počet uspořádaných k-tic přirozených čísel nejvýš rovných n 
nesoudělných s n. 

Důkaz. Indukcí podle fc: pro fc = 1 zřejmé. 
Nechť tedy ýk- x(n) značí počet uspořádaných (fc — l)-tic přirozených čísel nejvýš 
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čísel nejvýš rovných n nesoudělných s n. Nechť d\ n, pak ^*-i(n/d) značí počet 
uspořádaných (fc — l)-tic přirozených čísel nejvýš rovných n/d nesoudělných s njd 
a tedy také počet uspořádaných (fc — l)-tic přirozených čísel nejvýš rovných n, 
majících s n největšího společného dělitele d. Ke každé takové (fc — l)-tici můžeme t 

vzít za fc-tý prvek takové číslo nejvýš rovné n, které je nesoudělné s d = (d, n). Těch 
je ale právě (pd(n). 

Lemma 5. Pro libovolná a, fc přirozená, p prvočíslo platí 

(9) uň = p*k - p(x~l) = (pky~l (pk - 1 ) • 
Důkaz. Všech fc-tic z p* prvků je (pa)k. Prvků soudělných s p* je p*~~l. Všech fc-tic 

z těchto prvků utvořených je (p*~~ l)k. 

Definice 2. Označme G(m, n) multiplikativní grupu matic typu (m, m) s jednotko
vým determinantem nad okruhem Cn zbytkových tříd modulo n, g(m, n) buď řád 
této grupy. 

Úmluva. Pokud nebude řečeno jinak, budeme pod prvky matice z G(m, n), tj. prvky 
z Cn rozumět vždy nejmenší nezáporné zbytky modulo n. 

Definice 3. Akl = (au) bude značit matici z G(m, n) definovanou takto: 

(10) au = 1 , akl = 1, au = 0 jinak. 

Definujme operátory Lkl a Pfcí takto: 

(11) (Vil € G(m, n)) Lkl(A) = AklA ; Pfcř(A) = AAkl. 

Je-li L libovolný Lkl a P libovolný Pfci definujeme skládání operátorů 

(12) (P o L) (A) = P(L(zl)) a analogicky L 0 L, P 0 P, Lo P , 

načež položme 

( 1 3 ) Lkl = Lu o L f c l a Pfcí = PfcI o Pfcí . 

Lemma 6. Provést operátor Lfcí(Pfcř) na matici A znamená přičíst s-násobek l-tého 
řádku ke k-tému (k-tého sloupce k l-tému). 

Důkaz zřejmý. 

Lemma 7. Matice A5
kl = (a\f) má prvky 

(14) «# = 1; a f f ^ s ; 4> = 0 Imafc. 

Důkaz. Akl = Lfcí(£) => i4^ = Ai(-E) takže tvrzení plyne z lemmatu 6. 

307 



Věta 1. Matice Akl generují grupu G(m9 n). 

Důkaz. Provedeme indukcí podle m. Pro m = 1 je věta zřejmá. Nechť tedy věta 
platí pro grupu G(m — 1, n) a buď A = (au) libovolná matice z grupy G(m9 n). 
Označme pro jednoduchost atl = a; aí2 = b a na a9 b, která na chvíli uvažujme 
jako přirozená čísla, užijme Eukleidův algoritmus: 

a = bqx + rx , 0 = rx < í>, 
b = rlfg2 + r2 , 0 = r2 < r t , 

(15) r̂  = r2q3 + r3 , 0 g r3 < r2 , 

rt_2 = rt_tqt + rř, 0 = rt < rt_1 , 
r ř - i = M í + i • 

Postupným užitím operátorů PJ^1 2 ), Pi"2
 2 , . . . zřejmě po t + 1 krocích dospějeme /c 

matici tvaru 

(iб) 
li - ( V " " ' ) nebo Ai=(rr°'-y 

Avšak matici tvaru -Aí převedeme na tvar At užitím operátoru PX2 o P2Í. Analo
gickým postupem anulujeme ostatní prvky 1. řádku. Máme tedy nyní matici tvaru 

M 2 i\0, ...,0 
\a(2) a(2) (2)\ 

(17) i42 = r . 2 1 , ? 2 2 , " " 2w 

\ *(2) '(2) '(2)1 
\ u m l > wm2> •••> "mm l 

Ježto detA[2 = a11A11 kde A^i je algebraický doplněk prvku all9 má prvek 0 n 

inversní v CB, označme ho an. Zřejmě užitím operátoru P^1 o P2l°
ií + Í o P^1"1 

obdržíme matici tvaru 

•,0 
, / J ( 3 ) tf(3) / i ( 3 ) I 

( j g \ ^ _ I " 2 1 > " 2 2 > •••> a 2 m 

a(*) flO) flO)/ 
" m l > wm2> • • •> u m m l 

Postupným užitím operátorů L2\
z\ L3°

3i ..., Lm°ml konečně dostaneme matici 

/1,0 0 

(19) A4= o . - » . - . « ! 

\0 , <>,...,«<*> 

) — «7i značí ovšem opačný prvek ke qt v additivni grupě okruhu Cn. 
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Nyní vzhledem k tomu, že libovolnou operaci na dílčí matici vzniklou vyškrtnutím 
1. řádku i sloupce lze provést i na matici A4 aniž se změní 1. řádek nebo sloupec, 
stačí užít indukčního předpokladu. 

Věta 2. Budn = p\l . p"2
2 p"5

s. Pak platí 

(20) G(m9 n) s G(m9 p\>) x G(m9 p"2) k ... x G(m9 p"s*) . 

Důkaz. Každému a e Cn přiřaďme s-člennou posloupnost {a(1), a ( 2 ),..., a(s)} 
tak, že 

(21) a{l) == a (mod p*ť.) , a(I) je nejmenší nezáporný zbytek. 

Definujme nyní sčítání těchto posloupností po složkách, při čemž i-tou sloužku 
součtu redukujme mod j?*1. Zřejmě nejmenší přirozený násobek prvku {1, 1,..., 1} 
rovný {0,0, ...,0} je n x {1, 1,..., 1}. Odtud plyne, že uvedené přiřazení je vzá
jemně jednoznačné přiřazení mezi prvky z Cn a posloupnostmi {a(1), a ( 2 ),..., a(s)} 
s podmínkou (21). 

Nyní pravá strana (20) je množina všech konečných posloupností {Al9 Al9..., Als}, 
A( e G(m9 p"p) s operací 

{Al9 A29..., A,} . {Bl9 B29..., Bs} = {AtBl9 A2Bl9 ..., ASBS} . 

Zřejmě zobrazení q>: ({Al9 Al9..., As}) <p = A definované takto: prvek akl matice A 
je prvek přiřazený posloupnosti {aj^, a£2),..., a^f}, je vzájemně jednoznačné zobra
zení G(m9 p\l) x G(m9 p"2) x ... x G(m9 p"') na G(m9 n)9 takže k dokončení důkazu 
stačí ukázat, že cp je homomorfní. 

Jest 
Ai = (a$)9 Bt = (b^)9 / = l , 2 , . . . , s , 

a označme 

Podle (21) je 

takže i 

A(B( = (c<j>). 

a ÿ = atJ (mod pV) , Ъ\j> = Ъu (mod p?) , 

ctf = Z - M = Z citkbkJ = c y (mod ^ ' ) 
J t = l k = l 

čímž je věta dokázána. 

Lemma 8. Pro všechna m9 cc přirozená, p prvočíslo platí 

(22) g(m, p") = (p")-'1 ým(p") g(m - 1, p") . 

Důkaz. Buď A = (atJ) e G(m, p"), D = det A, DtJ algebraický doplněk prvku ai}. 
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Jest 

(23) D = t anDn (vC,.). 

m-tice prvků (all9 a2 1,..., aml) musí být nesoudělná s pa. Takových m-tic však 
existuje právě il/m(pa). 

Rovnice (23) pro neznámé Dn má pro každou nesoudělnou m-tici (all9 a2i, ... 
..., aml) právě (p*)m~l řešení (viz např. [3] úloha l,d ke kap. IV str. 62). Všechna Dn 

nemohou být současně dělitelná 1>(jako přirozená čísla ovšem), buď tedy např. Dlt 

s p nesoudělné. Jelikož matice s determinantem nesoudělným s p tvoří grupu, v níž 
je podgrupa všech matic s determinantem 1 normální, existuje právě g(m — 1, pa) 
matic s determinantem Dlx. K dokončení důkazu stačí ukázat, že čísla a1 2,..., alm 

jsou již jednoznačně určena. To však plyne snadno z toho, že pro těchto m — 1 čísel 
dostaneme rozvojem Dn podle prvního řádku m — 1 lineárních rovnic, při Čemž 
vhodnou lineární kombinací řádků lze dosáhnout toho, že nalevo zůstane -D ua l k pro 
každé k = 2, 3,..., m a napravo prvek z Cp«. Dit má však v Cp« inversní prvek. 

Věta 3. Pro všechna přirozená m, n > 1 platí 

(24) g(m9 n) = nm~ty^n) g(m - 1, n). 

Důkaz. Plyne z lemmatu 8, věty 2 a lemmatu 3. 

Důsledek. Je-li (al9 a2,..., am) libovolná s n nesoudělná m-tice prvků z Cn9 pak 
existuje právě nm-íg(m — 1, n) matic v G(m9 n) takových, že daná m-tice je jejich 
i-tým sloupcem (resp. řádkem). 

Věta 4. Pro všechna přirozená m, n > 1, n = p^p*? ... P"* P/aří 

s n o . - o 
(25) ^ » ) - » * n ™ a • 

t - i pt . jp. 

Důkaz. Postupným užitím (24) máme 

g(m9 n) = nm^m(n)g(m - 1, n) = n m ~ V , » n m " V m - i W K m ~ 2, n) = 

= n 1 * - 1 ^ - 2 ... # m ( n ) i - ^ ) . . . ^ ) ^ ' w) • 

Užijeme nyní lemmat 3 a 5 a uvědomíme si, že g(\9 n) = 1. Máme 

g(m, n) = n * - 1 ) ' 2 fl <Mp?) ^-.(p?0 ... *20?') = 
i-=l 

- n ^ - 1 " 2 n (p7r,_1 or -1) (pr-1)0"-107-7 - o... o 2 ) a , _ i o? - o = 
i = i 
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s / m ( m + l ) / 2 \ « ť - l m 
• „f-ivarjlp, ) H(rf--). 

i=l p?' t=2 

odkud (25) snadno plyne. 

Důsledek. Speciálně platí 

ÍW-i) 
(26) g(m,p') = ( p r p : ; 2

+ 1 ) / 2 p a . t 

a pro a = 1 

(27) fl(m, p) = JT1"-"'2 ň ( / - 1) = <>(SL(m, p)) , 
fc = 2 

což je ve shodě teorií lineárních grup (viz [1] post. 97 až 109), přičemž o(G) značí řád 
grupy G. 

Poznámka. Jestliže místo ij/k vezmeme funkci \j/k definovanou pro mocniny prvo
čísel vztahem 

(28) fo(P°) = / " - l 

a odvodíme ze vzorce (24) analogickým způsobem vzorec (26) dostaneme řád speciální 
lineární grupy SL(ra, p*). 

Věta 5. G(m, p*) je rozšířením p-grupy pomocí grupy SL(m, p). Řády komposič
ních faktorů grupy G(m,p*) jsou (o(LF(m, p)), quq2,-^qh p, p,..., p), kde 
qiq2 • • • qi = (m9 p - 1). ( a _ D {ni _ t) k r á t 

Důkaz. Zobrazení cp : G(m, pa) -* G(m, p)9 které každé matici A přiřazuje matici 
definovanou tak, že každý prvek matice A redukujeme modulo p jest zřejmě homo-
morfismus. 

Podle věty o izomorfismu je 

(29) G(m9 P
a)/Ker q> s G(m, p). 

Pro řády těchto grup platí podle (26) a (27) 

ň(pfc-i) 
(ґУ 

n2 fc=-2 

„m(m+1 )l 2 _oc-l 

(30) o(Ker <p) = L _ _ ~í«-1*--- n . 
ť*m-linf[(jř -1) 

* = 2 

Odtud plyne první část tvrzení. Druhá plyne z vět z [1] odst. 97 až 109, zejména 103 
a 108. 
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Důsledek. Mezi všemi grupami G(m, n) jsou řešitelné právě grupy G(2, 2*. 3**) 
a, jí = 0,1. 

D ů k a z . G(2, 6) = G(2, 2) x G(2, 3) podle věty 2, zbytek plyne z tvrzení odst. 103 

Věta 6. Pro* počet s matic typu (m, m) nad Cn9 k nimž neexistuje inversní platí 

s nw--)\ 
(31) - = ""2u-n t"1, ,, • 

D ů k a z . Všechny matice s determinantem nesoudělným s n zřejmě tvoří grupu G, 
v níž je G(m, n) normální podgrupa. Odtud plyne 

(32) o(G) = <p(n) g(m, n) . 

Ježto všech matic typu (m, m) nad C„ je n1"2 máme podle (25) 

(33) s = n m 2 - <p(n)g(m,n) = 

I . nw-i) \ 

odkud (31) ihned plyne. 
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Summary 

ON SOME GROUPS OF MATRICES 

LADISLAV BICAN, Praha 

This notě studies the groups of matrices with unit determinant over the ring of 
integers modulo n. The number of elements and the structure of such a group are 
given. 
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Definition 2. Let us denote G(m9 n) the multiplicative group of matrices of order m 
with unit determinant over the ring of integers modulo n and g(m9 n) be the order of 
this group. 

The main results are contained in the following theorems: 

Theorem 2. Let n = pai . pa

2 pas be a canonical decomposition of n. Then 

G(m9 n) s G(m9 p\l) x G(m9 pa

2

2) x ... x G(m9 pa

s

s). 

Theorem 4. For all natural integers m9n > 1, n = P*1 . pa

2 pa

s

s it holds 

s Г Ш - i ) 
g{m,n) = n^џ :{:ii)l2 

l— l jjţ • ťi 

Theorem 5. G(m9p
a) is an extension of a p-group by SL(m9 p). The orders of 

composition of G(m9 p
a) are (o(LF(m9 p)9 ql9 q2,..., ql9 p9 p9 ..., p) where qi . q2 . ... 

... . qx = (m, p - 1). ( a __ 1 ) ( m 2 _ „ 1 H i m e s 

Theorem 6. For the number s of non-invertible matrices of order m over the ring 
of integers modulo n it holds: 

I , nw-i)' 
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