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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

PRIBLIZNA METODA PRO NELINEARNI PROGRAMOVANT

JAROMIR ABRHAM, Praha
(Doslo dne 27. srpna 1957) DT: 512.25

V préci je konstruovdn konvergentni iteraéni postup pro urdenf
minima ryze konvexni funkce na mnoZiné vSech nezdpornych reSeni
daného gystému linedrnich rovnie.

1. Uvod

Ulohou linedrntho programovani je najit extremni hodnoty linedrni formy
f(X) = > c¢;x; na mnoZin& viech nezédpornych fefeni daného systému linedrnich
i=1
n
rovnic > ax; =b;, @ = 1, ..., m < n. Zndmou simplexovou metodu pro fe-
j=1
feni této dlohy udal G. B. DaNTzI¢ — viz napf. [1].

Prvni ptFirozené zobecnéni uvedené tlohy dostaneme, upustime-li od poZa-
davku, aby funkce, jejiz extrém hledame, byla linedrni. W. PrAGER [2] doSel
ke specidlni dloze tohoto typu v souvislosti s penalisovinim pietiZeni trati

v tzv. dopravnim problému. Dopravnim problémem v linedrnim programovani
m n

rozumime tlohu najit minimum linedrni formy > > ¢;%;; na mnoZing viech.
i-14-1

nezdpornych matic (z;;) typu m X n takovych, Ze > ;= a; i =1, ..., m,

Fm=1
m . n n
D@y =0b;, j=1,..., n kde a; b; jsou dandkladné &isla, pro néz > a; = > b,.
i=1 i=1 T=1

Prager poklada koeficienty c;; za linedrni funkce proménnych z,; tj. klade
;== dy; + kizes;, ki > 0. Urdité zobecnéni této tdlohy je pfedmétem odst. 4
této prace.

Ukolem tohoto &lanku je sestrojit konvergentni iteradni postup pro uréeni
nezdpornych &isel, kterd vyhovuji danému systému linedrnich rovnic a pro
né% dané ryze konvexni funkee nabyva na mnozZiné viech nezdpornych Fefent
tohoto systému svého minima. Nejprve zavedeme néktera oznadeni.
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Velkymi kursivnimi pismeny budeme znadit body (m + k)-rozmérného
euklidovského prostoru &,,.;, jejichZ soufadnice jsou nezdporné (to symbo-
licky zapiSeme ve tvaru X = 0) a vyhovuji pevné danému systému linedrnich
rovnic mak

za’iix:i:bi: i=1,"'>m (k21)7 (l)
=1

kde a;;, b; jsou pevné dand redlnd &isla. Mnozinu vSech nezdpornych feseni
soustavy (1) oznaéime M. Dale budeme pFedpokladat, Ze soustava (1) ma
aspoii jedno ¥efenf z; > 0, j = 1, ..., m + k; tento predpoklad je ekvivalentni
s pfedpokladem, Ze dimense mnoziny I je rovna k. Pro jednoduchost budeme
dale vyludovat p¥ipad tzv. degenerace, tj. budeme poZadovat, aby kazdy de-
terminant m-tého ¥adu matice

iy eeoens Q1 ,m+%> bl

gy v oeven- Omm+1> Om |
ktery obsahuje prvky b,, ..., by, byl rizny od nuly.
Vektorem mnoziny I nazveme libovolné FeSeni soustavy linedrnich homo-
gennich rovnic mek
e, =0, i=1...,m. (2)
i1

Jak zndmo, vytvaFi viechna FeSeni soustavy (2) k-rozmérny vektorovy pro-
stor; obecné reSeni soustavy (1) je pak dano soustem néjakého daného Fefeni
soustavy (1) a obecného FeSeni soustavy (2). Vektory mnoZiny I budeme
znadit malymi polotudnymi kursivnimi pismeny z konce abecedy, piipadné
s indexy. Ve stejném smyslu jako pro body budeme i pro vektory psit v = 0.
Polotudnymi kursivnimi pismeny z poéitku abecedy budeme pak znadit pevné
dané m + k-tice redlnych &isel.

Je-li R néjakd podmnoZina mnoZiny IM dimense r(r < k), bude symbol
F(R) znadit mnoZinu viech vnitfnich bodi mnoZiny R vzhledem k metrice
prostoru &, vytvoreného mnoZinou X.

Funkee f(X) definovand na mnoZing M je podle definice konvexni na M,
jestlize pro libovolné é&islo & takové, Zze 0 < o = 1 a pro libovolné dva body
X, YeM X =Y plati f(xaX + (1 — «)Y) = «f(X) + (1 — ) f(¥); jestlize pii
0 < &« < 1 plati vidy znaménko nerovnosti, je f(X) ryze konvexni na mno-
Zing M.

MnoZina M je uzaviend a konvexni (viz napf. [3]), nemusi vSak byt ome-
zend. O jeji omezenosti dovoluje rozhodnout

Véta 1. Nutnd a postadujict podminka pro to, aby mnoZina M nebyla omezend

je, aby existoval vektor v = (vy, ..., Vyiy) mnofiny M tak, e v; 20,1 =1, ...
mik

ceom -k, > v;> 0.

fe=1
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Dikaz. Postatitelnost podminky: Za predpokladii véty je pro kazdé
X e Ma pro kazdé t = 0 X + tv e M, mnozina M tedy neni omezens.

Nutnost podminky: Oznaéme o(X,Y) vzdalenost bodd X, Y. Necht mno-
Zina M neni omezena. Pak existuje posloupnost X,, X,, ... bodd mnoziny M
tak, Ze lim o(X,, X,) = + o0. Definujme nyni Vektory vy, Vy, ... mMnoziny M

r—>0

X, —X
vztahy v, = =2t r=1,2,... Pak |v,| = 2% =1 g existuje ted
y Q(Xr’ Xl) |] 7'" 121 7% ] Y
vybrand konvergentni posloupnost vr, v, ...; oznaéme v = lim v,. Pro
8—>00
komponenty v, ..., 9,4, vektoru v pak zfejmé plati v, =0, 1 =1, ...
m+k

com +k, _Zlv,. = 0.
Je-li mn:iina M omezend, je existence minima funkece f(X) na mnoZiné
M zarudena. V opaéném piipadé plati
Véta 2. Necht pro libovolnyj vektorv = 0, v =% 0 mnoZiny M je hm X +tv) =
= -+ o0 pro kazdé X € M. Pak existuje bod X, e M tak, Ze f(Xo) = mm H(X).

Dikaz. Budiz X, pevny bod mnoziny M. Oznaéme R mnoZinu viech
X eM, pro néz f(X) = f(X,). MnoZina R je ziejmé konvexni a uzaviend;
dokézeme, ze je také ohranidend. Kdyby tomu tak nebylo, existovala by
posloupnost bodd X,, X,,... z mnoZiny R tak, Ze lim p(X,, X,) = + oo.

Podobné jako p¥i dikazu véty 1 zkonstruujme vektor v = 0, v = lim i}_’c— Xl) ’
50 r,:

Dokazeme nyni, ze X, + tve R pro libovolné ¢ > 0. K danému ¢ > 0 existuje
. y . ¢ . p .
ziejmé s(t) tak, Ze pro s > s(t) je 6, = ———— < 1. Mysleme i nyni £ pevné
Q(Xf,: ’X ) '
a omezme se jen na s > s(t). Je pak

KX, + tv) = lim f(X, + tvs) = lim f(X,(1 — &) +
+ Xrx) < lim [(1 — o) /(X;) + o, f(Xn)] = f(XY)

s
nebot X,, e R = f(X,,) < f(X,) alima; = 0. Pro kazdé ¢ > 0 je tedy /(X
-+ tv) = f(X,), coZ odporuje pfe(;ggkladﬁm véty.

JelikoZ R je uzaviend a ohranifend, existuje X, e R tak, Ze f(X,) = min f(X).
Pro X e M — R je /(X) > f(X,) = f(X,), tedy f(X,) = min f(X). Tiz?e véta
dokazana. e

Je-li funkece f(X) ryze konvexni, coZ budeme vétiinou pfedpokladat, je bod,
v ném?% nabyvd na mnoziné M svého minima, uréen jednoznatné. Piedpokla-
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ddme-li totiz, ze funkce f(X) nabyva na mnoZiné M svého minima ve dvou
raznych bodech X, Y,, dostaneme :

J3Xo + 3Y,) < 3/(Xo) + 3/(Yo) = f(Xo)

coZ je ve sporu s piedpokladem f(X;) = min f(X) .
Xelll

V daldim budeme hodné pracovat s vektory mnoziny M. Ponévadz existuje
nekoneéné mnoho takovych vektord i nekoneéné mnoho basi vektorového
prostoru popsaného rovnicemi (2), budeme déle s vyjimkou odst. 4 uvazovat
pouze ty vektory, které maji alespori ¥ — 1 nulovych komponent. Takové vek-
tory budeme dale nazyvat zakladni. Pak aZ na &iselny nadsobek existuje jen
koneéné mnoho basi uvazovaného vektorového prostoru, sloZenych ze zé-
kladnich vektort. V dal$im, pokud nebude vyslovné Feteno nic jiného, myslime
vektorem jen zdkladni vektor a basf jen basi sloZenou ze zdkladnich vektori.

Poznémka. Geometricky mazeme mnozinu M chépat jako k-rozmérny
uzavieny konvexni polyedr v m - k-rozmérném euklidovském prostoru, ktery
obecné nemusi byt omezen. Body, které maji jen kladné soufadnice, jsou pak
zfejmé vnitinimi body tohoto polyedru vzhledem k prostoru &, popsanému
systémem rovnic (1). Odtud plyne, Ze kazdy bod, ktery lezi na hranici polyedru
M, md alespont jednu souiadnici rovnou nule.

2. Kriterium pro minimum

Definice 1. BudiZ X ¢« M a v lLibovolny (ne nuiné zdkladni) vektor mnoZiny
M. Oznaéme M(v, X) mnoZinu vdech redlnych Eisel t, pro néE X + tv ¢« M. Pak
Fekneme, Ze bod X je minimdlni vzhledem k vektoruv, jestlize f(X) = min f(X +
+ tv) te (v, X)

Definice 2. r-rozmérnou sténou mnoZiny M (0 < r < k) rozumime mnofinu
vdech bodi X = (%3, ..., Tppyr) € M, pro néZ pri pevnd danyjch indexech iy, ...
v e Plati 2, =0, 7=1, .. k—r a,>0,8+14,j=1,...,k—r.

Definice 3. Budiz M(r) (0 < r < k) r-rozmérnd sténa mnoZiny M, pro jejiz
body je x;, = 0, § =1, ..., k — r. Budif X libovolny vnitini bod této stény. Pak
basi prislusnou k bodu X rozumime mnofinu k linedrné mezdvislych vektors
Vi oo Vi(Vi = (041, <+ oy Vi myz)) tEchio vlastnosts:

1. Mezi vektoryv,, ..., v, existuje prdvé r vektor v,, ..., v, tak, Ze v
s=1..,rni=1.,k—r

=0,

v 15

2. jsou-li v, ..., v,  ostatni vektory této base, pak ke kaidému z Cisel i;,

i=1,.., k — r existuje pravé jedno &islo u;, j =1, ..., k — r tak, Zev, ; >0,
i=1..,k—raZw, ;=0 kiykolij+ss=1,...k—r.

Véta 3. Budi? f(X) konvexni funkce definovand na mnozing M, kierd md na
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mmoziné M spojité parcidlnt derivace nejméné druhého Fddu viadi véem. promén~
nym. Pak nutnd a postatujict podminka k tomu, aby bylo {(X,) = min f(X) je,
Xetll

aby bod Xy byl minimdint vici vsem vektoriim nékteré k nému prislusné base.
(Pfitom ty vektory base, kterd spliiuji podminku 1 v definici 3 nemusi byt
zékladni.)

Dikaz. Nutnost podminky je ziejm4.

Postaditelnost podminky: Necht X, je vnitinim bodem r-rozmé&rné stény
M(r) mnoziny M, pro jejiz body plati z; = ... ==;,_, = 0. (Pro r = k kla-
deme M(k) = F(M).) Budtei vy, ..., v, vektory base pFislusné k bodu X,.
Bez jmy obecnosti lze pfedpokladdat, Ze vektory vy, ..., v, spliiuji podminku
1. definice 3 a vektory v,.y, ..., v podminku 2. této definice. (Vektoryvy, ..., v,
nemusi tedy byt zdkladni.) Budiz X libovolny bod mnoZiny IR. Pak lze jedno-

k

znadné psit X = Xy + > yv;, kde (vzhledem k podmince X =0) y, = 0,
i=1

k
i=r+1,..,k Poloime f(Xy + >yv;) = v(ys, .-, 7). Snadno zjistime, Ze
=1

funkee y(y,, ..., y;) mé pak spojité—parciélni derivace nejméné druhého ¥ddu

na mnoziné N viech k-tic redlnych d&isel (yy, ..., i) takovych, Ze X, 4
x

-+ z y¥; ¢ M a Ze je na této mnoziné konvexni. Pouzitim Taylorova rozvoje
i=1

dostaneme

P oo 7)) = (0, ..., 0) + Z% (0, -, 0) + Ry

jelikoz funkee y(yy, ..., v;) je konvexni, je R, = 0 (viz [4], str. 80). Oznatime-li
jesté @,(f) = f(X, + tv,), je ziejmé @,(¢) = (0, ..., ¢, ...,0). Proi=r+41,...
., k mame :
a d
7 PO 0 = o) 20,
nebot bod X, je minimaln{ vié& vektoru v;, coZ znamen4, ze funkece g,(¢) je
rostouci pro kazdé ¢ > 0, pro néz X + tv, ¢ M. (Pf’ipominé,me, ze pro t < 0
d
at @4(t) t-o=
= 0; pro tato ¢ je totiZz pro viechna v absolutni hodnoté dosti mald ¢ X, +
+ tv, e M a bod X, je tedy minimalni viéi vektoru v;, ma-li funkee ¢,(t) pro
t = 0 lokdln{ minimum; za naSich pfedpokladd je k tomu nutnou a postadujici

ar<<i =k X,+tv, nonesm)Proosta,tmz]e—y—-u(O ,0) =

podminkou pravé rovnost —% @) = 0.

t=0
Odtud jiz plyne w(yy, ..., y&) = (0, .-, 0), j. b. d.
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3. Itera&ni postup pro ur&eni minima ryze konvexni funkce f(X) na mnoZin&€

V celém tomto odstavei budeme p¥edpokladat, Ze je pevné dana ryze kon-
vexni funkce f(X), jejiZ minimum na mnoziné M viech nezdpornych Feleni
soustavy (1) cheeme uréit. Poddme nyni formulaci iteradniho postupu pro
uréent bodu, v ném?z funkce f(X) nabyvé na mno#iné M svého minima. Budeme
pii tom predpoklddat, Ze ke viem vnitinim bodim jedné a téZe stény mnoziny
M piislusf taz, pevné zvolend base, a Ze poradi vektorh v kazdé basi je pevnd
urdeno. Rovnéz délku kazdého zékladniho vektoru pokliddme za pevnou
(tj. vyluujeme nasobeni vektora éisly béhem vypodtu).

Budiz X, libovolny bod mnoZiny M, u,, ..., u, budtez vektory base ptisluiné
k bodu X,. Polozme X, = X, -+ ¢,u,, kde ¢, je jodnoznaéné uréeno podminkou
H( X, +tu) = min {(X, + tu,). PHslu§i-li k bodu X, t4Z base jako k bodu X,

te M (uy, X,)
polozme X; = X, + f,u,, kde ¢, je uréeno podminkou f(X, + t,u,) =
= min f(X, + tu,). Nep¥isludi-li k bodu X, tdZ base jako k bodu X, opaku-

teM(u,,X,)
jeme pro X, postup jako pro X, s prvnim vektorem base p¥isluiné k bodu X,.

Predpoklddejme, Ze jiz byl konstruovan bod X,. Budtez v{*~V, ... vit™?
vektory base pfisluiné k bodu X, anecht X, = X,—, +t,—, vi* V(1 <r < k);
piislugi-li k bodu X, ta% base jako k bodu X,—,, polozime X, ,; = X, + t,v& 7,
kder =17 + 1 (mod%), 1 <7 <k at, je uréeno podminkou

HX, + 62 = min (X, +0v270).
telli(v;(r—1) Xp)
Neprislusi-li k bodu X, tdZ base jako k bodu X,_,, opakujeme pro X, cely
postup s prvym vektorem p¥islusné base podobné jako u bodu X,.

Pozndmka. Je-li X wnitini bod r-rozmérné stény M(r) mnoziny IM, pak
base ptislusnd k bodu X obsahuje, jak plyne z definice 3, pravé r zakladnich
vektord rovnob&Znych se sténou M a k£ — r zakladnich vektort, které nejsou
s touto sténou rovnobézné. Umistime-li néjaky vektor z téchto & — » vektora
do bodu X a zvolime-li jeho délku dosti malou (pfipadnym zndsobenim dosti
malym kladnym ¢&islem), bude jeho koncovy bod opét lezet v polyedru M.
Popsany postup muZeme interpretovat geometricky asi takto:

Zvolime v polyedru M libovolné bod X,. Pokladdme-li jednobodové mno-
Ziny za oteviené, je X, vidy vnitinim bodem nékteré stény M(r) mnoZiny M.
(Je-li r = 0, je bod X, vrcholem polyedru M, je-li » = k, je jeho vnit¥nim
bodem.) Budiz v,, ..., v, base ptislu$na k bodu X,. Zvolime nyni bod X, za
poditek vektoru v,. Je-li Vektor v, rovnobginy se st&nou M(r), jdeme od bodu
X, po pfimee s parametrickym popisem X = X, + tv; tak dlouho, dokud
na této ptimce funkece f(X) klesd nebo dokud nepfijdeme na hranici stény
M(r). Timto zpisobem najdeme bod X,. Je-li bod X; minimdlni viiéi vektoru

d
v,, coz v tomto piipadé znamend, Ze je T (X + tvy) [1=0 = 0, klademe
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oviem X, = X,. Je-li X, vnitini bod stény M(r), opakujeme pro néj cely
postup s vektorem v,; v opaéném p¥ipadé je nutno ménit basi.

Neni-li vektor v; rovnobéiny se sténou MM(r), je cely postup analogicky;
jdeme ovSem jen ve sméru vektoru v,, nikoli ve sméru opatném. Zastavime-li
se uvnitt nékteré stény vyssi dimense, lze ziejmé zachovat basi, v opatném
piipadé je nutno zvolit basi novou.

Pomocna véta. Pro vy$e popsany iteraéni postup platt lim ¢, = 0.

N—>0

Dukaz. ProtoZe je jen koneény podet zakladnich vektord mnoziny M,
staéi tvrzeni véty dokdzat jen pro kazdy takovy vektor v, pro ktery pro ne-
konetné mnoho indexd n,, r = 1, 2, ... plati X, ., = X, + ¢, v.

Posloupnost {f(X,)}>_, je zfejmé nerostouci a zdola ohranidend, existuje
tedy redlné &slo ¢ tak, Ze ¢ = lim f(X,). Snadno se zjisti, Ze posloupnost

Nw>c0

{X,.}2_; je omezena (ve smyslu euklidovské metriky). Odtud plyne, Ze je ome-
zend i posloupnost {t, } ,. Predpokladejme, Ze hm t,, = 0. Pak existuje vybrand

posloupnost {£,,}5; tak, Ze lim¢, =1t + 0. Posloupnost {X,, )1 je ohrani-

$—>0
dend, obsahuje tedy konvergentni vybranou posloupnost {X,,, ®_,. PiSme pro
struénost Y, = an Z, = an o Ty=1t,,, v=12,.. Oznaéme Y=

= 11m Y,. Ztejmé ex1stu]e pak Z =limZ, =Y, +tv # Y, a plati

V>0

[(Xo) = f(Zo) = ¢, [(}Yo + $Zo) < 3f(Yo) + 3/(Z0) = ¢ .

Na druhé strang je vSak ziejmé pro vSechna »

1(Z,) = f3Y, +34,) = {(Y,)

tedy
fGYo + 12,) = Lim 13Y, +3Z,) =

coz dava spor.

V&ta 4. Posloupnost {X,}7_ 1, konstruovand na zaldtkw tohoto odstavce je kon-
vergentni. Oznaéime-li X, = lim X, je f(X,) = min f(X).
Xemt

Dikaz. Posloupnost {X,};°_; je ohraniéend a mé tedy alespoii jeden hromad-
ny bod X,. Rozli§ime nyni nékolik zvldstnich piipadda.
1. Necht X,e S(M). Budiz {X, }=, takové vybrand posloupnost posloup-
nosti {X,}>,, Ze lim X,, = X,. Protoze je jen konetné mnoho zikladnich
8—>

vektort, existuje vektor w, z base pfisluiné ke vSem bodim X, tak, Ze pro

nekoneéné mnoho s, nap¥. pro s =s,, v=1,2,... je X, ., = X, +1,w,.
Oznaéme pro struénost X, ., = ZP,t,, ., =17, p=0,1, .., kv =12, ...
Z podminky lim t%' = 0 plyne lim Z¥ = X,. BudiZ w, vektor nésledujict

P—>0 y—>00

za vektorem w; v basi pfislu§né ke viem bodim Z pro dosti velks ». Pak
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ZP = Z® + 10w, a opét tedy hm Z® = X,. Opakovamm celého postupu
najdeme hm Zo = X, p=1, k Kdyby nebylo f(X,) = min f(X), existo-
val by vektor w, patiici k dané basi a ¢&islo ¢; + 0 tak, Ze by bylgI

X, +tw, e M, (X, + tw,) < f(X,) .

Pak by oviem bylo
im f(ZP + tw,) = (X, + tw;) < f(X,)

y—>00
a tedy by bylo pro vSechna dosti velka »

FZ + tiw,) < [(Z5+0) = (Z + «Pw,)
coZ je ve sporu s konstrukei bodu Z¢+V. Z jednoznaGnosti minima funkece
f(X) na mnoziné IM plyne, Ze posloupnost {X,}*_, nemize mit na mnoziné M
jiny hromadny bod. Kdyby totiz byl bod Y, + X, hromadnym bodem po-
sloupnosti {X,}®_;, nastdvalo by minimum funkce f(X) na mnozin& I ve dvou
rﬁznych bodech, co% je za naSich pfedpokladit nemozné.

: Necht X, e £(M(r)), kde M(r) je r-rozmérnd sténa mnoZiny M, pro jejiz
body plati #;, == 0,7 = 1, ..., k — r a necht od ur¢itého n, potinaje X, e M(r).
Pak ke viem bodtm X, (n = n,) piislu{ zfejmé tdZ base a podobné jako sub 1.
ovéfime, Ze bod X, je minimalni vidéi viem vektorim uvaZované base w, =
= (Wq,15 - - Ws,m+k), leZicim ve sméru dané stény, tj. takovym, pro néz w,, ;,, = 0,
=1, ..., k — r. BudiZ w, libovolny vektor dané base nelezici ve sméru
stény IM(r). Pak musi pro vSechna dosti velkd n takové, ze X, ., = X, +
+ tnwj, b}'ft

d
I HX + tw))|smo = 0;

podobné jako sub 1 usoudime, Ze X, je miniméalni vzhledem k vektoru w;.

3. Necht X e £(IM(r)), kde M(r) mé tyz vyznam jako sub 2, a necht pro
nekonetné mnoho indext n,, s =1,2,... je X, e M), X, non e M(r).
Pak pro vSechna dosti velkd s opét ke viem bodim X, pFislusf tdZ base. Bez
ujmy obecnostilze predpokladat, ze lim X,, = X,. Pak ovSem takélim X,,+; =

8> 8—>c0

= X,. Budiz v ta,kovy Vektor Ze pro nekonetné mnoho s je X, ., = X,, +

+ t,,v. Potom ovsem 5 f(X,,, + t¥),.o << 0 pro nekoneéné mnoho's a limitnim

prechodem z vybrané posloupnosti naJdeme d (X + t¥)|imo < 0. Z podminky

tn, = 0(s — o) plyne viak, Ze plati rovnost. M,lnlmahta bodu X, viiéi vektorum
lezicim ve sméru stény M(r) se ovéHf jako sub 1. Minimalita vaédi vektorim
v; nelezicim ve sméru stény MM(r), pro néZ pro viechna dosti velkd n takova, Ze

X=X, +tv,, je El('l-t f(X, T V)|t = 0, se ovéii jako sub 2
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4. Necht X, e S(M(r)) a necht pro viechna dosti velkd » je X, non e M(r).
Protoze mnozina M m4 jen koneéné mnoho stén, existuje 7' > r a sténa M(r')
incidentni se sténou M(r) (tj. takovéd, Ze v¥echny nulové soufadnice jejfch
bodu jsou téz nulovymi soutadnicemi bodu stény IN(r)) tak, Ze pro nekonedns
mnoho n, feknéme pro n = n, 8 = 1, 2, ..., je X, ¢ £(IM(»')). Snadno se zjistd,
Ze, je-li X, hromadny bod posloupnosti {X,}*,, je pro kazdy vektor v lezici

ve sméru dané stény d%f(Xo + t¥)]4mp = 0. Odtud plyne podobn& jako v di-

kazu véty 3, Ze bod X, je minimalni vidi viem vektorim lezicim ve sméru
stény M(r). Zaroven je ovéfeno, %e bod X, je minimalni vadi vektoram, které
nele#i ve sméru stény M(r), ale lez{ ve sméru stény M(r’). Pro vektory, nelezic
ve sméru stény M(r’) je minimalita bodu X, ztejma.

4. Aplikace na kvadratické programovani

Z chovani posloupnosti {X,} 2 , miZeme velmi Gasto intuitivné soudit, v které
sténé mnoziny M bude lezet bod X, = lim X . Je-li

;.k m+k mik
fX) = (d, X) + XCX' = 2, d; + 2, 3 oy,
= 1= i=

kde XCX’ je positivné definitni kvadraticks forma, miZeme téchto intuitivné
ziskanych informaci &asto vyuzit k tomu, abychom vyse studovany neko-
nedény iteradni postup prevedli na iteraéni postup konéici po nejvyse k krocich.

Pokud v dal$im bude feé o vektorech mnoziny I, nemusi to byt vektory
zakladni. ' '

Definice 4. Budtez v, ..., v, linedrné nezdwvislé vektory, C positivné definitni
matice. Pak vektory vy, ..., vy jsou vzdjemné ortogondlni vzhledem k matici C,
je-li v,Cv; = 0, kdykoli © + §. 7

Véta 5. Necht vdechny Eleny posloupnosti konstruované podle wvedeného ite-
raénitho postupu jsou vnitini body téée stény M(r) mnofiny M a necht té2 X, =
= lim X, ¢ #(M(r)). Budtet v,. ..., v, linedrné nezdvislé vektory leFici ve sméru

Nn—>0

stény M(r), které jsouw vzdjemné ortogondlns vzhledem k matici C. Oznaéme

Xy =X, + 3 yivi. Pak, klademe-li ¥, = Xy +tvy, ..., Y, = X; +tyv,, kde
t=1 )

Gisla t;, 1 = 1, ..., r jsou konstruovdna zpisobem popsanym v odst. 3, je t; = y;,

1=1 .. ‘

Dikaz. Jest :
fXo) = f(X; + Zl yivi) = f(Xl) +¢Z y:(d, vi) + 2 glyi';icxi + Zlygvicv;;
]

disla y, jsou urdena podminkami 3
Vi

fX, + Zlyivi)=0,i= 1,...,7ajsou
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tedy FeSenim rovnic
(d,v;) + 2v,CX] + 2yv,Cv; = 0,0 =1, ..., 7;

3

dale je
1Y) = (X, + tivy) = (X)) + 8 (d, vi) + 26v,CX] - t3v,Cv], i =1,...,7,
kde ¢; je uréeno podminkou dit HX, + tiv)) = 0, tj.

(d, v;) + 2v,CX; + 2t,v,Cv; =0,
tedy ¢, =y, ¢ =1,..., 7.

Splnéni predpokladt véty je tézko ovéfitelné v praxi; lze ji tedy poutit
v uréitém stadiu iteradniho postupu bez ovéfeni pfedpokladd a podle nf urdeny
bod ovérit podle véty 3.

Postup, kterym z dané base vytvoiime basi, sloZenou z vektord vzajemné

ortogonélnich vzhledem k matici C, je zcela analogicky postupu, vyloZeném
nap¥. v [5], kap. IT, § 17.

5. P¥iklad

VyloZzené metody pouZijeme nyni k uréeni minima kvadratické formy
H(X) = 227 + 23 + 323 + 23 + 27 na mnozing M viech nezdpornych Fedeni
systému linedrnich rovnic

2, + 2, — Xy + 2z5 =1,

2%, + a2, 25 =4.
Zvolme X, = (0, 1,0, 2, 0); je pak f(X,) = 5. Base prislusnd k bodu X, je
sloZena z vektort

u, = (13 _12 O, _1: 0) , Ug = (0: 2: 2: '—1: O): u; = (Oa _4: 0: —11 2)-

Poloime X, = X, + tu;; z podminky T(iiff(Xl -+ tu;) = 0 najdeme ¢t = 0,75
a tedy X, = (0,75; 0,25; 0; 1,25, 0), f(X,) = 2,75. Podobné je X; = X, +
+ 0,04412u, = (0,75; 0,33824; 0,08824; 1,20588; 0), 7(X,) = 2,71691. Dale je
X, = X, + tus; z podminky d%f()g + tu;) = O najdeme ¢ = 0,12185; aby viak
soutadnice bodu X, byly nezdporné, musime vzit jen ¢ = 0,08456. Je pak
X, = (0,75; 0; 0,08824; 1,12132; 0,16912), f(X,) = 2,43344. Nyni musime
zménit basi, protoZe z4dny vektor base pfislusné k bodu X, nesmi mit (vzhle-
dem k definici 3) druhou komponentu zdpornou; zde stadi zfejmé nahradit
vektor u, vektorem u; = — u,. Dale mdme X; = X, + 0,09467u; = (0,65533;
0,09467; 0,08824; 1,21599; 0,16912), f(X;) = 2,39847, X, = X, + 0,02925u, —
= (0,65533; 0,15317; 0,14674; 1,18674; 0,16912), #(X,) = 2,38393. Polofme

d
nyni X, = X4 + tuy; z podminky T HXg + tus) = 0 mnajdeme t = 0,06958,
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vzhledem k nezépornosti soutadnic bodu X, maZeme poloZit jen ¢ = 0,0382925.
Po zaokrouhleni na pét desetinnych mist najdeme X, = (0,65533; 0; 0,14674;
1,14845; 0,24570), f(X,) = 2,30282. Okolnost, Ze body X, i X, lezi ve sténé
mnoziny 9N, pro jejiz body plati #, = 0, nds vede k domnénce, Ze bod X, pro
ktery je f(X) = ;nlzll}t f(X), bude také lezet v této sténé. Zkusime proto najit

minimum formy f(X) v této sténé zphsobem popsanym ve vété 3. Za basi sméru
této stény zvolime napi. vektory v, = (2,0, 2, —3,0), v, = (—4, 0,0, 3, 2).
Po orthogonalisaci najdeme vektory base w, = v,, w, = (—686, 0,50, 12, 58).
Polozime-li Y, = X, + t,w;, 1 = 1,2, najdeme t, = —0,0019452, t, = 0,0018489.
Soutadnice bodu X, = X, + t;w; + £,w, jsou pak (s pfesnosti na pét desetin-
nych mist) (0,52941; 0; 0,23529; 1,17647; 0,35294); je pfitom f(X,) = 2,23529.
Ze zptisobu konstrukce bodu X, je patrno, Ze X, je minimalni vaé vektorim
w; a w,; snadno zjistime, %e bod X, je té% minimalni vidi vektoru u;. Odtud
dostévéme podle véty 3, Ze f(X,) = }r{mt% f(X).
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Peswome

NPUBJIVMHEHHBIA METO IJIfA HEJUHEWNHOTO
IMPOrPAMMUPOBAHNSA

APOMHUP ABPI'AM (Jaromir Abrham), Ilpara
(Docrynuno B penaxnmio 27/VIII 1957 r.)

B paGore onucaH nTepamMOHEBIE Npolecc A ONpeleleHAS MOHIMYMa
crporo Benyknoi Buus ¢yErmum f(X) ma MHos;kecTBe N BceX HeOTPHIATEINb-
HBIX peINeHWid CMcTeMBl JIMHEeHHBIX ypaBHeHUH '

m+k

S, =b;, i=12...,m k=1 (1)
i=1

pasra m. [Ipu sTom Ml npeanonaraem, 4ro M =+ 0.
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B menax mpocToit fopMyNMPOBKE HHTCPALMOHHOTO MPOHECea HYIKIIO BBECTH
HEKOTOPHIEe IIOHATHA. '

Iox BeKTOpOM MHOkecTBa I MBI HOJPA3YMEBACM DEHICHIC CHCTCMBL JIHHCH-
HEX ONHODOJZHBIX YypaBHEHHM

mik
Z WUy = 0 , 3 = 1, 2, ey M (2)
i=1
Bynem mpepnosnarats, 9T0 [AIs MOG0I0 BEKTOPA V == (), ..., Up i) MHOZCCTHR
mi Kk
M rakoro, uro v, =0, 1=1,2,...,m 4k, > v;> 0 dyier lim f(X + tv) =
[E=R t o>

= + o0 ana Bcex X € M. Ilpu srom ycmonuu B IL 1 JJoRasbBACTCS ¢ VICCTBO-
paHue MuHEMyMa QyHRouu f(X) na muomecrse M.

Bertop u = (U, ..., Upyz) MHOECTBA I SIBISICTCSHL OCHOBHBIM, CCJOT CYIHE-

CTBYIOT WHOEKCEL %y, ..., 4y TAK, YTO %; = 0, j =1, ..., k-~ L
J -

IMyers X = (2, ..., Tppyp) — TOURA MuOmecTBA M. Iyern eymecernyer me-
aoe queso 7 (0 = 7 = k) M MHICKCH 4y, ...y Gy TAKHE, UTO ¥, == O, joon Lo,
..., k — r. Torga 6asucom, COOTBETCTBYIOIUM TOUKC X, DVICM pasyMeTn MHO-
IKECTBO k JUHEIHO HEe3aBUCHUMBIX OCHOBHBIX BOKTOPOB vy, ..., Vi (Vo5 (¥4, o0
viny Vimar)y = 1,.., k) co CTEeRYyIOUMMI CBOKCTBAMIL

1. Cpenm BERTODPOB vy, ..., V; CYNMCCTBYCT B TOYHOCTI 7 BCKTOPOB ¥, , ..., ¥,
TaR®X, 910 v, ; = 0, s =1, ..., 7, i=1 ..., k—r

2. Ecnuv,, ..., v, — OCTANBHBIC BCKTOPH 3TOr0 Hasuea, TO JUL Kazoro
u3 9meend iy, ) = 1, ..., k — 7 cymecTByeT B TOUHOCTH OMHO THCJAO ty, § -+ Lo,
- k — r 1ax, uro Vi i > 0,7=1,...,k —r, uuro Vi, = 0 ;i1 Beex ok s

Toury X € M wasopeM MUHUMAILHOI OTHOCUTCILHO BCKTOPA v, CCJI LI
BCAKOTO JEeHCTBUTENLHOrO umesaa ¢ taxoro, yro X -+ tv € M, useer meero nes
paBercTBo (X + tv) = {(X).

Hmna morasatemberBa CXOMMMOCTH MTCPALHOHHOLO IHPOICCCA SIBSOTCS Bk
HOH

Teopema 1. ITycms f(X) — suinykaas 61us Pynryust, ORPededeniast Ha sMuomeee-
meeM u 06radarwwan wa mHowcecmae M HENPEDLICHBIMU HACIIWMU IPORICIT WM
nepeozo u 6mopo2o nopadka no écem nepesmennuim. Toeoa neobGrodusmst u toena-

mounplm ycaosuem 0an moeo, wmobu das mouku Xg Owao f(Xg) < min f(X),
Xelll
asasemess mpebosarue, umobsr mouka X Gulaa MUNUMAALHON OIHOCUedbHO

scex 6eKMOP06 kakoeo-aubo coomeemcmeyioujezo eii Gasuca.

Hagum Teneps GOPMYNUPOBKY UTEPAUMOHHOTO LPONCCEA JUBT OTHICKaHNH
MIHEMYMa CTPOro BRIIYKION Qyurumu f(X) ma muonccrne M.

ITycre X; — npousBombHAsA TOUKA MHOMECTRA MM, UYCTH Uy, ..., Ug -~ BORTOPH
COOTBETCTBYIOINEro 910l Touke 6asmea. [onomum X, = X, 4- fiu,, vie t; oHo-
BHAYHO ONUPENEISAETCS YCIOBUCM

X, + tuy) = min f(X, + tu,),

te M(u,,X,)
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a M(u,, X;) 0oGosHaYaeT MHOKECTBO BCeX NEMCTBUTONBHBIX HCEN f, I KOTO-
ppix X, + tu, € M. Ecom touke X, coOTBETCTBYET TOT e 06a3mC, KAK I TOUKE
X, 1o nomoxnm Xy = X, + tu,, rae ¢, OupeRenseIcs ycIoBAEM
(X + toup) = min f(X, + tuy) .
t e M(uX;)

Ecan sice Toue X, He cooTBercTByeT TOT ke Gasue, uro Touke X, ro nug X, mo-
BTOPSICM ITPOILCCC, IPAMCHCHHBIA K X, ¢ IepPBEIM BEKTOPOM COOTBETCTBYIOLIEro
Toune X, Gasica.

Ilpexiomnmozcum, uro Mul yuie nocrpomin o9y X,. Ilyers vy | .. v (21 —
BEKTOPBI cooTBeTerByomero Touke X, _; 6asuca unyers X =X, _; +¢,_,v,(*-D
(1 = r = k); ecam roure X, coOTBETCTBYeT TOT e 6ache, Kak um Touke X, g,
nostomuM X, g = X, 4 vV, e r=r+ 1 (mod k), L<r <k u ¢, on-
I)(’Jl(?Jl}lCTCH yceJropuem

AX, + 68 = min (X, + oY),
t e M(v7(—1), X,,) .
Ecnu sie rouxe X, H¢ COOTBETCTBYET TOT ke 0asme, 9r0 Touke X, _y, TO AA
1
X, HOBTOPSICM BCCH JIPONECC ¢ IICPBEIM BCKTOPOM COOTBETCTBYIOMEro Gasmca
AHAJIOIMHO TOMY, Kak 8710 0buro y Touku X,. Torpma cmpasennmBa

Teopema 2. [locaedvsameavrnocmv {X,}2 5, nocmpoeHHas no ORUCAHHOMY
aoide cRocoGy,  gedasemes cxodawetics; ecau oboswavumv X, = lim X,, mo
f(Xo) = min f(X). i

Xetll

ITaparpad 4 nocpsamaercss NPUMEHEHHMIO M3JI0MKEHHOH TEOPHE K CIydalo,

rorjpa f(X) sinJsieress cyMMoil TuHeHHOR (OPMBI B IIONIO)KATEIbHO-OIPEeTIeH-

noit kpaaparTiuioil Gopmal.
B naparpade 5 noxkas’ano npuUMCHCHNE M3JIOKEHHOIO METONa Ha IpHMepe.

Summary .
AN A PPROXIMATIVE METHOD FOR NONLINEAR PROGRAMMING

JAROMIR ABRHAM, Praha
(Received August 27, 1957)

In the present paper an iterative process is formulated for finding the mini-
mum of a strictly convex function f(X) on the set M of all nonnegative solutions
of a system of linear equations

m+k
> oagry=by, i=1..m k
i=1

v

(1)
of rank m. We suppose that I =+ ¢.
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Before formulating our iterative process we must introduce some concepts.

By a vector of the set MM we mean a solution of the system of linear homo-

genous equations
m+k

S agu; =0, i=1..,m. _ (2)
j=1 '

We shall suppose that lim f(X + tv) = 4 oo for every vector v = (vy, ...

m4k

ey Umyr) Of M such that v, = 0,2 =1,...,m + £k, Z’U > 0 for every X ¢ M.

Under this assumption the existence of the flmte mlmmum of f(X) on M is
proved (sec. 1). 4

A non-zero vector u = (uy, ..., Up4) of M is said to be basic if there are
indices 4,, ..., %;—, such that Uy, =0,7=1,..,k—1

Let X = (@, ..., Tp4;) be a point of M for which 2; =0,7=1,...,k —r,
0 < r < k. Then a basis corresponding to X is a set of % linearly independents
basic vectors vy, ..., v (9, = (%1, -, Vimsx), ¢ = 1, ..., k) such that

1. there exist r vectors V,, -+ ¥y, in the basis for which v,,;, =0,s =1, ...

=1 ..,k —n

2.if v,,...,v, __ are all others vectors of this basis then to every i,
j=1,...,k — r there exists exactly one u; such that v,,; >0, j=1,...,
k —r and that v, , = 0 for j + s.

A point X € M is minimal with respect to a vector v of M if for every real &
such that X + v e M it is f(X + tv) = f(X).

For the proof of the convergence we need

Theorem 3. Let {(X) be a convex f@nction defined on M and posessing con-
tinucus partial derivatives of the 1st and 2nd order with respect to all variables.
Than a necessary and sufficient condition for the relation f(X,) = min f(X) is

ze Il

that the point X, be minimal with respect to all vectors of some corresponding
basts.

We are now in a position to formulate our iterative process. Lst X, be an
arbitrary point of M, u,, ..., u, the vectors of a corresponding basis. Let us put
X, = X, + t,u; where ¢, is uniquely determined by the condition

HX; + ty) = min (X + tu,)
teUl(uy,X,)
(M(uy, X,) is the set of all real ¢ for which X, + tu; ¢ M). If the same basis
corresponds also to X, we put X; = X, + f,u, determining ¢, by the condition

H(X, 4 tuy) = min f(X, + tuy).

teMM(u,, X,)
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If this is not the case we proceed for X, with the first vector of a corresponding
basis as for X,. '

Let us now suppose we have already constructed the X,. Let v{~", ..
eosy V7 be the basis corresponding to X,—, and let X, = X,—q + tp—yver -

(1 < r < k); if this basis corresponds also to X, we put X,,, = X, + > >
where r = r + 1 (mod k), 1 £ r < k and determine ¢, by the condition

(X, +tve P (=  min AX, +6v0Y).

te m(v%l*-l), Xn—1)

In the contrary case we find a basis corresponding to X, and construct X,
from X, as X, from X,.

Theorem 4. The sequence {X,,}e., constructed by the above described method is
convergent. Denoting X, = lim X, we have f(X,) = min §(X).
m

n—>»0 Ze

In sec. 4 the case is studied where f(X) is a sum of a linear form and a positive
definite quadratic form.

In sec. 5 a numerical exemple.is given.
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