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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¢. 93 (1968), Praha

UBER DEN ZUM KURVENPAAR DER REGELFLACHE
KONJUGIERTEN KOMPLEX

Joser VALA, Brno

(Eingegangen am 9. September 1966)

Man betrachtet die Eigenschaften des Kurvenpaares auf der Regelfliche, die keine
Torse ist. Zur Betrachtung beniitzt man den zu diesem Paare konjugierten
Geradenkomplex. Es wird die allgemeine Theorie der Komplexen angewandt.

a) Betrachten wir eine Regelfliche @ im projetiven dreidimensionalen Raum P;.
Die Fliche @ sei keine Torse. Im Raum P; betrachten wir weiter ein festes Koordina-
tensystem. Jeden zum Raume P, gehorigen Punkt kann man durch die Koordina-
ten X;, i = 1, 2, 3, 4, bestimmen. Die Gleichung der Fliche @ sei der Form

1) x = y(u) + vz(u).

Wir setzen voraus, daB die Koordinaten der Leitkurven y, z analytische Funktionen
der Veridnderlichen u im offenen Intervall I sind. Weiter werden wir voraussetzen,
daB fiir alle Werte von u aus dem gegebenen Intervall

)] (»zy,2)*0

gilt. In dem behandelten Teil der Fliche & liegt darum keine Torsalerzeugende.
Die Differentialgleichungen der Leitkurven der Fliche @ haben die Gestalt:

(3) V=0 + a2z + Byy + Braz’, 27 =ty + 052 + Boyy + B2z’

Cig> B> %> Bis %> Bis 1, k = 1, 2, sind bei der Giiltigkeit von (2) reelle Funktionen
des Parameters u, die im Intervall I definiert sind.
Auf der Fliche @ betrachten wir eine Doppelverhdltnisschar (R-Schar)

@) v + a(u) + 2 B(u)v + y(u)v* = 0.
Wir setzen voraus, daB a(u) + 2 B(u) v + y(u) v*, o'(u) + 2 B'(u) v + ¥'(u) v* fiir

u € I und fiir alle reelle Werte von v definierte Funktionen der Parameter u, vsind. Dann
sind auch die Funktionen a(u), B(u), (1), o’(u), B'(#), y'(u) im Intervall I definiert.
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Die Tangenten der Kurven der gebenen R-Schar lings der Erzeugenden p der
Fldche @ bilden eine Schar I'; der Erzeugenden der Fliche ¥ zweiter Ordnung (MAYER
[3]). Wie bezeichnen I', die zweite Schar der Erzeugenden der Fliche Y.

Die Flichen ¥, die zur gegebenen R-Schar und zu allen Erzeugenden p(u €I) der
Flache @ gehoren, bilden eine Quadrikschar ¥,. Diese einparametrische Schar von
Beriihrquadriken der Fldche ¢ hiillt auBBer der Regelfliche @ noch die von den Raum-
kurven k dritter Ordnung gebildete Fliche 2 ein. Wenn die Kurven k fiir alle Werte
des Parameters u € I immer in eine Gerade und in einen Kegelschnitt zerfallen, dann
ist die betrachtete R-Schar im Intervall I quadratisch. Die R-Schar nennen wir im
Intervall I schichtbildend, wenn die Kurven k fiir alle Werte des Parameters u €I in
drei Geraden zerfallen.

Der geometrische Ort aller Punkte, in den die Kurven der gegebenen R-Schar die
Kurven der asymptotischen R-Schar

(5) . 20" + By + (1322 - Buy)v — B2 =0

beriihren, besteht aus zwei Kurven, den sogerannten Grundkurven der gegebenen
R-Schar. Wir werden voraussetzen, daB diese Kurven fiir alle Werte von u €I reell
und nicht zusammenfallend sind. Dann kann man voraussetzen, daB die Grund-
kurven der gegebenen R-Schar gerade die Kurven y, z sind.

Alle R-Scharen mit y, z als Grundkurven nennen wir R(y, z)-Scharen. Die Differen-
tialgleichung der R(y, z)-Scharen ist nach (4), (5)

(6) v = %/321”2 —2Bv — 3By2;

B ist eine beliebige, im Intervall I definierte Funktion des Parameters u. Wir werden
voraussetzen, daB B’ auch fiir alle u € I definiert ist.

Unter Voraussetzung, daB keine der Kurven y, z die asymptotischen Kurven der
Fliche & beriihrt und die Kurven y, z durch keinen Fleknodalpunkt der Fliche @
gehen, dann existieren allgemein zwei quadratische R(y, z)-Scharen; fiir diese
Scharen gilt dann:

(7a) BBi2 = —ay + 312 — $B1iBra
(7b) BB21 = azy — 321 + 1B21P22 -

Im Intervall I nennen wir die Kurven y, z im Sinne von Terracini konjugiert,
wenn sie fiir alle Werte von u e I die asymptotischen Kurven der Fliche & nicht
beriihren, B2 + 0, f21 *+ 0, und wenn fiir alle Werte von u € I

(8) EL [~z + 381 — 3B11B12] = /—;— [o2y — 385 + %Buf}zz]

12
gilt.

48



Wenn die Kurven y, z im Intervall I im Sinne von Terracini konjugiert sind, dann
fallen beide quadratischen R(y, z)-Scharen (7a), (7b) in eine schichtbildende
R(y, z)-Schar zusammen. In [5] werden solche spezielle Fille behandelt, wo eine der
Kurven y, z oder beide Kurven y, z fleknodal oder asymptotisch sind.

b) Die asymptotischen Tangenten (y, — B,z + 2¥'), (2, 21y — 22") der Fliche ¢
bilden zwei Regelflichen. Die erste Regelfliiche F(y) beriihrt die Fliche & lings der
Kurve y, die zweite F! (z) lings der Kurve z. Die Erzeugenden der I',-Scharen der
Flichen ¥, die zu allen R(y, z)-Scharen fiir u = u, gehoren, schneiden die Flichen
F(y), F(z) in den Punkten ihrer Erzeugenden u = u,.

Wir bezeichnen T(y, z) alle Erzeugenden der I',-Scharen, die zu allen R(y, z)-Scha-
ren im Intervall I gehdren. Nur die Erzeugenden der Fliche & zdhlen wir nicht zur
T(y, z)-Schar.

Das System T(y, z) gehort zur Schar der Geraden, die die Flichen F(y), F(2)
immer in den Punkten der Erzeugenden mit demselben Werte des Parameters u
durchschneiden.

Die Tangenten der R(y, z)-Schar sind durch die Punkte
) y4+vz, ¥y +vz + 0z

bestimmt; fiir v” setzen wir nach (6) ein.
Auf der Fléche F(y) liegt fiir u = u, der Punkt

(10a) &1y + &(—B12z + 2'),
dhnlich auf der Fliche F(z) liegt fiir u = u, der Punkt
(10b) 12 + &(Bryy — 22') ;

€1, €2, &1, &, sind Konstanten. Wir werden den Fall betrachten, daB die Verbindungs-
gerade der Punkte (10a), (10b) die Erzeugende der zu einer R(y, z)-Schar gehdrigen
I',-Schar ist. Nach (9) gilt dann unbedingt fiir alle Werte von v:

(1) (v + oz, ¥ + vz + vz, 609 + &5[ —Braz + 2)'), 12 + &,[ By — 22']) = 0.

In der Gleichung (11) setzen wir fiir v’ nach (6) ein. Aus dieser Gleichung bekommen
wir wegen Giiltigkeit von (2)

—4Pe,8; + €,8, + &8, =0,

Wenn wir g, = &, = 1,¢; = 2 — g voraussetzen, dann bekommen wir &, = 28 + ¢.
Betrachten wir die Geradenschar

(12) a=([28-ely = Braz + 2, [28 + e] z + By — 22'),

49 -




u, B, o sind die Parameter der Gleichung (12). Wir werden voraussetzen, daB die Para-
meter B, ¢ alle reelle Werte annehmen, und daBl der Parameter u alle Werte aus dem
Intervall I annimmt. Zu der Schar (12) gehort fiirr f = B(u), u = u, eine einpara-
metrische Schar. Die Erzeugenden dieser Schar schneiden die Tangenten der Kurven
der R(y, z)-Schar mit B = f(u), fir die u = u, gilt.

Wir betrachten di¢ Quergeraden der Erzeugenden der Flichen F(y), F(z), fiir die
u = yu, gilt. Durch den gegebenen Punkt o,y + 6,z + 03y’ + 0,2’ des Raumes P;
geht dann allgemein eine Gerade der Schar (12); fiir die Parameter B, g gilt dann:

03(213 —0) =201 + 0,B,1, 64(7-ﬁ + Q) = —20, — 03p,, .

Diese Gleichungen haben im Falle 03 = 6, = 0, d. h. fiir die Punkte auf der Geraden
P (u = u,) der Fliche &, keine Losung. Fiir die nicht auf y, bzw. z, liegenden Punkte
der Fldchen F(y), F(z) haben die angefiihrten Gleichungen unendlich viele Losungen.
Es ist klar, daB (11) die Gleichung der T(y, z)-Schar ist.

Die T(y, z)-Schar ist dreiparametrisch. Sie gehort allgemein zu den Quergeraden
der entsprechenden Erzeugenden der Flichen F(y), F(z).

Satz 1. Die T(y, z)-Schar gehort dann und nur dann zur Kongruenz, wenn y,
z geradlinig sind.

Beweis. Wenn die T(y, z)-Schar zur Kongruenz gehort, dann sind die Punkte
q, 0qou, dq/0B, 0g/0g des Kleinschen Raumes P; linear abhiingig. Aus (12),(3)
folgt dann, daB die Existenz dieser Abhingigkeit nur im Falle a;, = a,; = B, =
= B, = 0 moglich ist. Bei der Giiltigkeit dieser Gleichungen sind nach (3) beide
Linien y, z geradlinig. Wenn umgekehrt y, z geradlinig sind, dann gehért die T(y, z)-
Schar zur linearen Kongruenz.

Im folgenden schlieBen wir diesen Fall aus.

Die T(y, z)-Schar der Geraden g ist ein Komplexstiick. Die Erzeugenden der
T(y, z)-Schar kann man auf zwei Arten in eine zweiparametrische Menge von Ge-
radenbiischeln zerlegen. Die Scheitel der Biischel liegen auf der Fléiche F(y), bzw. F(z).
Ein Inflexmittelpunkt der gegebenen Erzeugenden der T(y, z)-Schar liegt auf der
Fldche F(y) und der zweite Inflexmittelpunkt auf der Fliche F(z).

Wir betrachten ein bewegliches Tetraeder mit den Ecken:
(13) A4, =(B-@y—Buz+2y, Ay =puy+@2p+0)z—27,
A3 = Z N A4 = y .

Der Punkt A4, liegt auf der Fliche F(»), der Punkt A, auf der Fliche F(z).
Wenn
(14) d4; = of4k, i,k=1,2,3,4,
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gilt, dann bekommen wir aus den Gleichungen (13), (3) fiir o* folgende Werte:

(15) o) = du[%(2ﬂ - Q) + ﬁn] > (Dé = —1p,,du,

oi = =3By, du, w? = du[ —3(28 + @) + B22],

0} =Q,,du, w3 =2df + do + a3 du,

wy=2dB —do + a;,du, ot =Q,du,

0y=0, 0= —%du, o3 =%$du(2f + @), w3 = 3B,y du,

o) =3%du, 0i=0, wd=4P,du, of=—%1du(2f - o);
(16) Qi = 2BB12 + B11B12 + 2045 — B2

Qa1 = 2BB2y — Br2Bay — 2a51 + B2y
ajs = 201 — 328 — 0)* — B11(28 — @) + 3B12B21 »
Gys = =20, — 3B12B2y + (2B + @)% — B2a(28 + @)

¢) Wir werden jetzt den Fall betrachten, daB T(y, z) zum linearen Komplex gehort.

Wenn die Kurve y, bzw. z, geradlinig ist, dann gehort T(y, z)-Schar zum speziellen
linearen Komplex mit der Achse y, bzw. z. Die Fille, daB y oder z geradlinig ist,
schlieBen wir im folgenden aus.

Im Kleinschen Raum P betrachten wir ein bewegliches Koordmatensystem mit den
Ecken (A;, 4,), (A, 43), (A1, A, (A2, A3), (A2, Ay), (A3, As)-

Wenn T(y, z)-Schar zum linearen Komplex gehort, dann liegen die Kleinschen
Bilder der Geraden g in einer Hyperebene. Wenn

(17) r= (A5, 4;) + Ay(Ay, A3) + 23(Ay, Ag) + (As, 45) +
+ A5(A,, Ay) + A6(As, Ay)
der Pol dieser Hyperebene im Bezug zur Kleinschen Quadrik ist, dann gilt A = 0 und
(18) dr=0r, @ = 0(u,p, o, du,do, df).
Aus dieser Gleichung bekommen wir nach (17), (15), (16)

(19) (44, 4,) {dA; + du[A(— @ + Bis + Baz) + 34, — 345] — O4,} +
+ (Au A3) {dlz + 24, df + A, de + du[a23/11 + /12(2ﬁ + ﬁu) +
+ 34312 — 3AaByy — OAy) +
+ (4, Ay) {dA; + du[A,Q;1 + 3B21%s + Byidy — 3B2yds) — OAs) +
+ (A2’ 45) {d/14 + du[— 41245 — 3124, + Bryda + %ﬁu'{s] - O} +
+ (43, Ay) {dis — 24, dB + Ay de + du[—ay Ay — 3238y, + 34482 +
+ As(=2B + B2,)] — OAs} +
+ (A3, Ag) {dB(—24, + 24s) + de(Ay + A5) + du(—ay4d, + ,13912 .\
— A4y + az3hs)} = 0.
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Die Ecken des Koordinatensystems sind linear unabhingig, die Relation (19) gilt
fiir alle Werte von u nur in dem Falle, daB die Koeffizienten bei(4,, 4,), (41, 45),
(A11 A4), (Az, As), (A.z, A4 ), (A3’ A4) glelch Null sind.

Es gilt besonders:
(20) - dB(=24, + 22s) + do(A, + As) +
+ du(—ag4h; + 232y, — 24254 + a3345) = 0.
u, B, o sind die unabhingigen Parameter; aus der Gleichung (20) folgt dann:
dy =25 =0, 2301, — Ay, = 0.
Wenn die iibrigen Koeffizienten gleich Null sind, dann bekommen wir:
@la) A=Ay =As=1g=0,
(21b) /1'3112 — A4T21 =0, 3815 — A44f2 =0,
(lc)  dAy + Ay du — @4, =0, diy + APy du — Oy =0,
wo
(22) Ty2 = B11Bra + 2045 — Bia, Tay = —P22f21 — 2051 + Py -

Aus den Gleichungen (21a), (17) folgt, daB der Punkt r die lineare Kombination
der Punkte (4,, 44), (42, 43) ist. Wenn der Punkt r auf der Kleinschen Quadrik liegt,
dann gilt A, . 4, = O fiir alle Werte vonu €1.

Setzen wir im folgenden voraus, daB fiir u = uy, ugel, A; = 0 gilt und daB
T(y, z)-Schar zum linearen Komplex gehort. r ist ein fester Punkt, T(y, z)-Schar
gehdrt zum speziellen linearen Komplex. Fiir jeden Wert u, des Parameters u, u; €1,
uy =+ uy, liegt der Punkt r der Kleinschen Quadrik auf der Verbindungsgeraden der
Punkte (4,(u,), As(u1)), (A2(u1), A5(u,)) der Kleinschen Quadrik. Nach der Voraus-
setzung sind die Kurven y, z nicht geradlinig, darum zerféllt das Kleinsche Bild der
Fliche F(z) nicht in den geometrischen Punkt (4,(uo), 43(uo)). Es gilt also allgemein,
daB (A,(u,), As(u,)), r nicht zusammenfallen. Dann aber schneidet die Verbindungs-
gerade der Punkte A,(u,), A4(u,) die Verbindungsgerade der Punkte A,(uy), 45(u,).
Das ist aber unmdéglich, da wir voraussetzten, daB im Intervall I keine Torsalerzeugen-
de der Fliche & liegt. Es gilt also A; + 0 und dhnlich A, + 0 firr alle Werte des
Parameters u €1.

Im folgenden werden wieder die Bedingungen der Gehorigheit der T(y, z)-Schar
zum linearen Komplex betrachtet. Aus den Gleichungen (21b), (21c) bekommen wir:

(23a) AsTiz = ATy =0, A3B12 — Asf2y =0,
A A
(23b) —-d (f) + f (Baz — B1y)du =0.
4 4

Wenn also die Losung 43[4, der Gleichungen (23) existiert, dann gehdrt T(), z) zum
linearen Komplex.
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Satz 2. Wenn die T(y, z)-Schar zum nichtspeziellen linearen Komplex gehért,
dann haben jede zwei Paare der entsprechenden Geraden der Flichen F(y), F(z)
eine hyperboloidische Lage.

Beweis. Die Verbindungsgeraden der Bilder der entsprechenden Geraden der
Flichen F(y), F(z) gehen durch den Punkt r. Fiir alle zwei Werte u,, u, el des
Parameters u liegen die Kleinschen Bilder der Erzeugenden der Flichen F(y), F(z)
immer in einer Ebene.

d) Fiir die weitere Berechnung brauchen wir die Gleichung der Fleknodalkurven
der Fldche &:

(24) oy — P12 + iﬂu(ﬁzz + ﬂu) + 0[(“22 - 0‘11) - “zl(ﬁéz - ﬁ’u) +
+ i(ﬁ%z - ﬂ%l)] + v [—ayy + 3B5; — 1B21(B22 + B11)] =0
und die Gleichung der Komplexkurven der Fldche @:

Al Bl
Az B2

B, C,
B, C,

C, 4,
C: 4,

(25) + 2v 2 =0 5

Ay =12 + BuiBar + 2B21B22 — 3B21(Bus + B2z) s

By =20y — 203, + By + B2 — Bia — Bl — HB2: — Bi),

Cy = =71z + 2B11Bia + BiaBaz — 3B12(Brs + B22)

A, = M, — 18,;Mg, B, = My + M, — 3(B22 — B11) Mo,

C, = =My — 1p,,M;,

M, = 5y + (B11Bas + 2B21B22) + Bus(tz1 + BriBar + 2B21B22) +
+ Bay(2041 + Bhz + B32) — 3024(Byy + B22)s

M = (2011 + a2 + B32) + Bia(t2r + BusPas + 2B21522) +
+ Bax(2ayy + Boa + B3;) + 3aus(Byy + Baz)

My = (=205, — By = B11) + Bua(—20, — Bis — B1y) +
+ Bas(t1z — 2B11Biz — B12B2z) — 3022(B11 + B22)

Ms =745 + (—2B11B12 — Bi2B22)’ + Bya(—2022 — Bix — Biy) +
+ Baa(ti2 — 2B11Biz — Bi2B22) + 3042(B1s + B22),

Mg = 3(Byy + B22)' + (2045 + Boa + B2,) — (=202, — B11 — Bh1) +
+ 3B11(B11 + Baz) + 3B22(B11 + Bia) -
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Satz 3. Wenn die Kurven y, z im Intervall I im Sinne von Terracini konjugiert
sind, dann ist die Existenz von zwei asymptotischen, zum Paare y,z apolaren
Kurven der Fliche @ die notwendige und hinreichende Bedingung der Gehérigkeit
von T(y, z) zum linearen Komplex.

Beweis. Wenn die Kurven y, z fiir alle Werte des Parameters u € I im Sinne von
Terracini konjugiert sind, dann gilt By, # 0, f,; + 0 und die Relation (8). Wir
berechnen A;/4, aus der zweiten Gleichung (23a) und setzen in die erste Gleichung
(23a) und in die Gleichung (23b). Dann bekommen wir:

(262) B21T12 — B12721 =0,
(26b) B12B21(B22 — B11) — B21Biz + Bi2Bay = 0.

Die Gleichung (26a) ist bei der Giiltigkeit von By, # 0, B,; =+ 0 die Relation der
Konjugiertheit der Kurven y, z im Sinne von Terracini. Die Gleichung (26b) werden
wir im folgenden symbolisch in der Form » = 0 schreiben.

Wir bestimmen jetzt die Bedingungen zur Existenz von zwei asymptotischen Kurven
auf der Fliche @, die apolar zum Kurvenpaare y, z sind. Die Gleichung dieser Kurven
ist v = +(u). Nach (5) bekommen wir dann:

20 + Byz + A(B2z — Biy) — 2By =0,
=20+ B2 — AB22 — Bi1) — APy =0.

Aus diesen Gleichungen bekommen wir:

(27) 20+ MBas — Bu) =0, 42 =Pz
321

A = + /(B12/B21) ist nur dann die Losung der angefiihrten Gleichungen, wenn die
Relation (26b) erfiillt ist, das folgt aus der ersten Gleichung (27).

Im folgenden (bis zum Satze 6) setzen wir voraus, daB die Fliche ¢ nicht zur
linearen Kongruenz gehért und keine-Quadrik ist. Weiter setzen wir voraus, daB fiir
alle Werte von u € I die Komplexpunkte (endliche Zahl) der Fliche ¢ definiert sind.

Satz 4. Unter der Voraussetzung, daf8 die Kurven y, z im Sinne von Terracini
konjugiert sind und daf sie durch keinen Fleknodalpunkt der Fliche @ gehen,
gehért die T(y, z)-Schar genau dann zum linearen Komplex, wenn die Komplex-
kurven der Fldche & zum Kurvenpaare y, z apolar sind.

Beweis. Nach (25) bekommen wir die Bedingung, daB das Paar y, z von den im
Sinne von Terracini konjugierten Kurven zum Paare der Komplexkurven apolar ist.

Ci 4

=0

@8
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Bei der Beniitzung B12 ¥ 0, B21 % 0 und der Gleichung (26a) bekommen wir:

(29) [— 3B - ﬁ,l)]’ =0

12

Setzen wir voraus, daB fiir u =y, el

(30a) Ti2 = —3B1,(B22 — Biy)
gilt, dann gilt gleichzeitig nach (26a)
(30b) Ty = —%ﬁzl(ﬂzz - ﬁu) .

Die Relationen (30) sind die Bedingungen, daB die Punkte y(u,), z(u,) der Fliche ¢
fleknodal sind. Im folgenden schlieBen wir diese Fille aus.

Wenn % = 0 gilt, dann sind die Komplexkurven der Fliche & nach (29) zum
Kurvenpaare y, z apolar; wenn die Relation (29) nicht erfiillt ist, dann gilt % = 0,
die T(y, z)-Schar gehort nicht zu dem linearen Komplex.

Wir setzen im folgenden voraus, daB die Komplexkurven der Fldche @ apolar zu
den nicht durch die Fleknodalpunkte der Fliche ¢ gehenden Kurven y, z sind. Die
Kurven y, z seien im Intervall I im Sinne von Terracini konjugiert.

Wir werden betrachten, ob es moglich wire, daB die Komplexkurven bei der
Erfiillung dieser Voraussetzungen asymptotisch sind. Die notwendige und hinrei-
chende Bedingung, daB die Fliche ¢ zum linearen Komplex gehort, ist gerade die
Bedingung, daB die Komplexkurven der Fliche @ asymptotisch sind.

In diesem Falle ist nach (27) v = +4 die Losung der Gleichung der erwihnten
Komplexkurven. Die Gleichung der Komplexkurven der Fliche @ betrachten wir
nach (25) in der Form:

(31) M- v’N =0,
B, C4 4, B
= , N= .
M=15 c, 4, B,

Wenn wir fiir A = v aus der zweiten Gleichung (27) in die Gleichung (31) einsetzen,
dann bekommen wir

(32)

Bi124; + B21Cy B,
Bi124, + B21C> B,

Aus den Gleichungen (25), (26a), (22) folgt die Relation

=0.

ﬂ12A1 + B;:C, =0;

die Bedingung (32) hat dann folgende Form:
—B,[B;24; + B2,C2:] =0,
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oder nach (25)
(33) By [fl— + 3(Bar — ﬂu)] —o.
ﬁl2

Nach den Voraussetzungen und nach dem Satze 3 gilt ¥ = 0, die Relation (33) ist
erfiillt. Die erste Gleichung (27) ist auch bei » = 0 erfiillt.

Satz 5. Unter der Voraussetzung, daf y, z im Intervall I die Asymptotenkurven
nicht beriihren und daf y, z im Intervall I die Fleknodalkurven der Fldche ® sind,
gehort die T(y, z)-Schar genau dann zum linearen Komplex, wenn die Fliche @
zum linearen Komplex gehirt.

Beweis. Unter den angefiihrten Voraussetzungen gelten nach (24) die Relationen
(30), weiter ist die Relation der Konjugiertheit (26a) erfiillt. Es ist gut bekannt, daB
die Komplexkurven apolar zu den Fleknodalkurven sind. Die Relation (29) ist also
erfiillt. Nach (26) geniigt nur eine Bedingung dazu, daB die T(y, z)-Schar zum line-
aren Komplex gehort und zwar » = 0. Bei der Erfiillung dieser Bedingung gibt es aber
nach (27) auf der Fliche ¢ zwei Asymptotenkurven, die apolar zum Kurvenpaare y, z
sind. Aus der Gleichung der Komplexkurven der Fliche @ folgt, daB diese Asympto-
tenkurven Komplexkurven der Fliche & sind, die Fliche & gehort zum linearen
Komplex. Wenn x = 0 gilt, dann sind die Komplexkurven nicht asymptotisch, es
existiert nicht die Losung der Gleichungen (27).

Satz 6. Setzen wir voraus, daf8 die Kurven y, z im Intervall I im Sinne von Terra-
cini konjugiert sind und auf der Fliche & der linearen Kongruenz liegen. Weiter
setzen wir voraus, daf y, z im Intervall I die Achsen der Kongruenz nicht durch-
schneiden und die Fliche @ im Intervall I keine hyperboloidische Erzeugende hat.
Dann gehért die T(y, z)-Schar zum linearen Komplex.

Beweis. In diesem Falle sind alle Koeffizienten in der Gleichung der Komplex-
kurven gleich Null, die Bedingung (28), die man auch in der Form » = 0 schreiben
kann, ist erfiillt. (Die Kurven y, z sind keine Fleknodalkurven, die bestehen aus den
Achsen der Kongruenz.) Die Bedingungen der Gehorigkeit der T'(y, z)-Schar zum
linearen Komplex sind also erfiillt.

Satz 7. Unter der Voraussetzung, daf die Kurven y, z auf der Fliche @ zweiter
Ordnung liegen und die Erzeugenden der Fliche & im Intervall I nicht beriihren,
gehort die T(y, z)-Schar zum linearen Komplex dann, wenn die Kurven y, z zum
Erzeugendenpaar der Fliche @ apolar sind.

Beweis. Die Bedingung, daB die Kurven y, z auf der Quadrik liegen, bekommen
wir nach (24) in der Form

@12 — 3B12 + 3B12(B1y + B22) = O,
a2 — atyy — 3(B22 — Biy) + B2z — B11) (ﬁzz + B11) =0,
—dyy + 35 — %Bu(ﬁu + B22) =0.
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Wenn wir aus diesen Gleichungen fiir «;, — 381,, —a,; + 1B5, in die Gleichung
712821 — 131812 = 0 einsetzen, dann ist diese Gleichung fiir alle Werte von u el
erfiillt. Jede zwei Kurven auf der Quadrik, die nicht die Asymptotenkurven im Inter-
vall I beriihren, sind im Intervall I im Sinne von Terracini konjugiert. Die Existenz
von zwei zum Kurvenpaare y, z apolaren Asymptotenkurven ist also nach (26) und
nach dem Satze 3 die einzige Bedingung, daB die T(y, z)-Schar zum linearen Komplex
gehort.

Satz 8. Setzen wir voraus, dafs die Kurven y, z im Intervall I Asymptotenkurven
der Fldche @ sind und daf sie im Intervall I nicht durch die Fleknodalpunkte der
Fldche @ gehen. Weiter werden wir voraussetzen, dap fiir alle Werte von u el die
Komplexpunkte (endliche Zahl) der Fliche ® definiert sind. Dann ist die Apolaritit
der Komplexkurven der Fldche ® zum Kurvenpaar y, z die notwendige und hin-
reichende Bedingung dazu, daf die T(y, z)-Schar zum linearen Komplex gehort.

Beweis. Aus der ersten Gleichung (23a) kann man A,/A, berechnen und in die
Relation (23b) einsetzen. Wir bekommen dann:

(34) T12T21(B22 — Bi1) — T12Thy + T2175, = 0.

Unter den im Satze 8 angefiihrten Voraussetzungen gilt f, = 0, f,; = 0 und
nach (24) a;, + 0, ayy = O fiir alle Werte des Parameters u € I. Die zweite Relation
(23a) ist also erfiillt. Die einzige Bedingung dazu, da$ die T(y, z)-Schar zum linearen
Komplex gehort, ist nach (23) die Relation (34).

Ohne die Allgemeinheit der Lésungen zu beschrinken, kann man voraussetzen, daB
die parametrische Schar der Flidche & die asymptotische Schar ist und die Umnormung
so durchgefiihrt ist, daB B,; = B, = P21 = P2, = 0 gilt. Die Gleichung (34) hat
dann die Form:

(35) — 005y + 0 = 0.

Nach der Voraussetzung gehen die Kurven y, z im Intervall I nicht durch die Flek-
nodalpunkte der Fliche &, es gilt nach (24) o5 * 0, 2y; F 0und aus der Gleichung
(35) bekommen wir dann:

(352) o, = Cdp;, € = konst. 0.

Der Koeffizient bei dem linearen Gliede in der Gleichung (25) ist unter Voraus-
setzung P11 = P12 = P21 = P22 =0, a;, + 0, ay; += 0 genau dann Null gleich,
wenn die Relation (35) gilt. Bei ihrer Giiltigkeit und nur dann ist das Kurvenpaar y, z
zum Komplexkurvenpaar apolar.

Nach (25) sind die Komplexkurven bei der Giiltigkeit f;; = B1;, = B2y = B2, = 0
(35a) asymptotisch, die Fliche @ gehort zum linearen Komplex. Das folgt auch aus
der Bedingung der Gehorigkeit der Fliche @ zum linearen Komplex:

(36) Xy Oy — Qgg  —0pg
ayy 0y — 0yy —ap | =0.

" ” " "

O3z O3z — O3q —02g
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Satz 9. Setzen wir voraus, daf die Kurven y, z im Intervall I Asymptotenkurven
der Fliche & sind und daf sie im Intervall I nicht durch die Fleknodalpunkte der
Fliche ® gehen. Weiter werden wir voraussetzen, daf die Fliche ® zur linearen
Kongruenz gehirt. Dann gehort die T(y, z)-Schar zum linearen Komplex.

Beweis. Die Bedingung der Gehorigkeit der Fliche @ zur linearen Kongruenz ist
bei B2, = B21 = P11 = P22 = 0 die lineare Abhingigkeit der ersten zwei Zeilen
in der Determinante (36). Die Relation (35) ist also immer erfiillt.

Im folgenden (bis zum Ende des Abschnittes d)) werden wir voraussetzen, daB die
Komplexpunkte auf allen Geraden p el der Fliche & durch (25) definiert sind.
Weiter wird vorausgesetzt, daB die Komplexkurven im Intervall I entweder beide
reell, oder imaginir, oder zusammenfallend sind. Auf der Fldche & betrachten wir
alle Kurven C, die im Intervall I der Differentialklasse C? sind und jede Erzeugende
p €l in einem Punkt durschneiden.

Satz 10. Setzen wir voraus, daf die Fliche ® zum linearen Komplex gehirt.
Dann sind jede zwei zu den Komplexkurven der Fliche & apolaren und die Asym-
ptotenlinien der Fliche ® im I nicht beriihrenden Kurven C, im Intervall I im Sinne
von Terracini konjugiert.

Beweis. Die parametrischen Kurven der Fliche & seien die Asymptotenlinien,
die Umnormung sei so durchgefiihrt, daB f;; = B2 = B21 = B2 = 0 gilt.

Auf der Fliche & betrachten wir zwei Kurven j =y + Au)z, Z = y + p(u) z.
Wir setzen voraus, daB diese Kurven im Intervall I die Asymptotenkurven nicht
beriihren. Wir transformieren nun die Leitkurven der Fliche @ so, daB die Kurven
¥, Z neue Leitkurven sind. Thre Differentialgleichung hat die Form:

=r

' = 83§ + Q2% + By ¥ + BraZ s 2T =85 + 057 + fry i + BraZ’.

Leicht bekommen wir:

_o 2 2y 2
37 = s = s = = 5
(37) Bis ] B2 ] 21 ] B2z )
_ p 212 24
“12(/‘ —A) =a;, + Mazz — agq) — APy + A+ S — __Ii_’
u—241 pn—2
_ ” 220 2u'?
B — &) = —ayy — p(0z2 — oy) + play; — 4" — il A B
: Uu—4 pu—2a

Aus den Gleichungen (37), (8) bekommen wir die Bedingung der Konjugiertheit der
Kurven y, Z im Sinne von Terracini:

(38) Wloz + Mozz — o1y) — A2az] + Aoy, + (02 — 241) — pP2y] = 0.
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Setzen wir voraus, daB die Komplexkurven der Fliche & im Intervall I reell,
nicht zusammenfallend sind. Wenn die Fliche ¢ zum linearen Komplex gehért,
dann sind diese Kurven asymptotisch und man kann ohne Beschridnkung der Allge-
meinheit voraussetzen, daB die Komplexkurven die Kurven y, z sind. Die Bedingung
hat nach (25) folgende Form:

(39) (“22 - “11) ajp — “12(“’22 - “'u) =0,
(“22 - O‘u) oy — 0‘21(9"22 - “lu) =0.
Wenn (39) gilt, dann gilt gleichzeitig

Oy —0O2g

+0

’ ’
Xyp —&3q

fiir alle Werte des Parameters u € I. Wir haben vorausgesetzt, daBB die Komplex-
punkte fiir alle Werte von u €I definiert sind. Aus den Gleichungen (39) folgt dann:

Oy — gy =0.

Wenn die Kurven y, z apolar zu den Kurven y, Z sind, dann gilt A = —u. Wenn
wir in die Gleichung (38) a,, — «;; = 0, A = —peinsetzen, dann ist diese Gleichung
fiir alle Werte von 4 erfiillt. _

Wir werden im folgenden voraussetzen, daB die Komplexkurven im Intervall I
imagindr sind. Unter der Voraussetzung, daB die Fliche & zum linearen Komplex
gehort, kann man ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit voraussetzen, daB die
Komplexkurven die Kurven v?> + 1 = 0 sind.

Bei den angefiihrten Voraussetzungen gilt dann: o, — ®,; = 0. Wenn die Kurven
7, Z zum Kurvenpaare v?> + 1 = 0 apolar sind, dann gilt Ax = —1. Wenn wir
%32 — 0y = 0, Ap = —1 in die Gleichung (38) einsetzen, dann ist diese Gleichung
fiir alle Werte von A erfiillt.

Setzen wir voraus, daB die Fliche @ zum linearen Komplex gehort und ihre Kom-
plexkurven zusammenfallend sind. Dann hat die Fldche & eine einzige asymptotische
Komplexkurve. Das Paar der Kurven, die apolar zur zweimal gerechneten Komplex-
kurve sind, besteht aus dieser Komplexkurve und aus einer weiteren Kurve. Wir
haben aber vorausgesetzt, daB die Kurven des erwidhnten Paares die Asymptoten-
kurven der Flidche @ nicht beriihren.

Bemerkung. Den Fall, daB die Komplexpunkte der vFL’iche @ nur fiir einige
Werte von u € I zusammenfallen, miissen wir auch nach den Voraussetzungen des
Satzes 10 ausschlieBen.

e) Die T(y, z)-Schar der Geraden q ist ein Komplexstiick. Wir werden voraus-
setzen, daB die T(y, z)-Schar nicht zum linearen Komplex gehort. Wir betrachten die
Inflexmittelpunkte der Erzeugenden der T(y, z)-Schar, die nicht auf den Flichen
F(y), F(z) liegen.

59




Wir betrachten einen Punkt

im Raume P, und setzen voraus, daB M nicht auf den Flichen F(y), F(z) liegt.
Weiter betrachten wir alle durch M gehenden Geraden der T(y, z)-Schar. Diese
Geraden gehoren allgemein zu einem Kegel.

Aus den Gleichungen (14), (40) bekommt man die Bedingung, daB der Punkt M
im Raume P, fest ist (Kovancov [2], S. 74):

(4) o}+to}=0, of +tof=0, dt — o} + H{w] — 0}) + 0} =0.

Nach (15) setzen wir fiir o, i, k= 1,2, 3, 4, in diese Gleichungen ein. Wir bekommen
leicht:

(42) 4t dﬂ = du[—tZQZI - t(a23 + a14) bt le] N
2t dg = du[?Q,; — (a3 — ag4) — Q42],
dt = du[—%ﬁzﬁz + t(2ﬂ + Bi1 — B22) + %/312] .

Die Beriihrebene IT des Komplexkegels im Punkte M (40) lings der gegebenen
Erzeugenden g (4 = uy, f = Bo, 0 = Qo) ist durch die Punkte A,, 4,, d4, bestimmt.
Die Differentialrichtung ist durch die Relationen (42) bestimmt. Daraus folgt nach

(15), (16), (42):

(43) H = (Al’ A.2, A3) le - t(Al, Az, A4) 921 .

Wenn M der Inflexmittelpunkt der gegebenen Geraden q ist, dann gilt fiir die
angefiihrte Beriihrebene (Kovancov [2], S. 75):

(44) dIl = 911, 9 = %u, B, ¢, du).

Aus den Gleichungen (15), (16), (43) bekommen wir:

(45) dIT = (44, 4y, 4;) {dQ1> + Q;5[0] + 0F + ©3] — t0dQ,,} +
+ (Al, A29 A4) {\dt 921 - td921 + CO;QIZ -

— 12y [0] + o + wg]} + (A1, 43, As) {~ 032, - 10321} +
+ (A, 43, Ay) {0l + 10325} .

Die Koeffizienten der Glieder (4, 43, A,), (4,, A3, A,) in der Gleichung (45) sind
bei der Giiltigkeit von (15), (42) gleich Null, es geniigt nur eine Bedingung zur
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Giiltigkeit der Relation (44):

(46) ?[Q,4(B21212 — B12922,)] +
+ 1[Q1,2,,(B22 — Bi1) + 3B21Q45(azs + ayg) — 3B12Q24(az2; + as4) —
- 912(2ﬂﬂ,21 — B32Ba1 — Ba2Bay — 2031 + B31) +
+ 921(253’12 + Bi1Bia + B1iBiz + 2052 — Bia)] +
+ 215(B21212 — B12R21) = 0.

Aus dieser Gleichung folgt, daB auf jeder Erzeugenden der T(y, z)-Schar allgemein
zwei nicht auf den Flichen F(y), F(z) liegenden Inflexmittelpunkte liegen.

Satz 11. Wenn die Kurven y, z Asymptotenkurven der Fliche & sind und die
T(y, z)-Schar nicht zum linearen Komplex gehért, dann ist die T(y, z)-Schar ein
Komplexstiick mit den Inflexmittelpunkten nur auf den Flichen F(y), F(z). Die
Fldchen F(y), F(z) sind die Torsen.

Beweis. Die Behauptung des Satzes 11 folgt aus der Gleichung (46) fiir f;, =
= f,; = 0. Die Koeffizienten bei dem quadratischen und auch bei dem absoluten
Gliede in der Gleichung (46) sind gleich Null. Nach (13) ist F(y) die Tangentenfliche
der Kurve y, dhnlich ist F(z) die Tangentenfliche der Kurve z.

Satz 12. Wenn die Kurven y, z im Intervall I im Sinne von Terracini konjugiert
sind und wenn die T(y, z)-Schar nicht dem linearen Komplex gehért, dann gehort
die T(y, z)-Schar zum Komplex der projektiven Bewegung.

Beweis. Der Komplex der projektiven Bewegung kann man auf zwei Arten in
eine zweiparametrische Menge von Geradenbiischeln zerlegen. Die Scheitel dieser
Biischel sind immer auf einer Fokalfliche der Kongruenz W von C. SEGRE und die
Ebenen dieser Biischel hiillen immer die zweite Fokalfliche dieser Kongruenz
(Kovancov [2]). Der Komplex der projektiven Bewegung hat zwei zweifache In-
flexmittelpunkte auf jeder Erzeugenden.

Wir betrachten den Fall, daB die Gerade (4, 4,) die Tangente der Fliche F(y) ist.
Nach (14) gilt dann ] = 0. Bei AusschlieBen des Falles du = 0 bekommen wir
Q;, = 0. Wenn dhnlich Q,, = 0 gilt, dann ist die Gerade (4;, 4,) die Tangente der
Fliche F(z). Wenn die Gerade (4, 4) die Flichen F(y), F(z) gleichzeitig beriihrt,
dann gilt Q,, = Q,, = 0. Wir setzen voraus, daB im Intervall I 8,, = 0, B,; + 0
gilt. Aus den Gleichungen Q,, = 0, 2,;, = 0 bekommen wir durch AusschlieBen
der GréBe B folgende Relation: f31T12 — B12T2; = 0. Die notwendige und hin-
reichende Bedingung zur Existenz der zur T(y, z)-Schar gehorigen Geradenschar,
deren Erzeugenden die Flichen F(y), F(z) gleichzeitig beriihren, ist die Konjugiert-
heit der Kurven y, z im Intervall I im Sinne von Terracini.

Wir berechnen die GréBe f aus den Gleichungen Q,, = 0, Q,; = 0. Aus den
Gleichungen (7) folgt, daB diese Erzeugenden die Erzeugenden der I',-Schar der
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Flichen ¥ sind. Diese Flichen gehoren allgemein zur schichtbildenden Schar R(y, z).
Wenn die Kurven y, z Fleknodalkurven der Fliache @ sind, dann (Vala [5]) sind
diese Geraden die Erzeugenden der I',-Schar, die zu der asymptotischen Schar der
Fliche @ gehoren.

Setzen wir voraus, daB die Kurven y, z im Sinne von Terracini konjugiert sind.
Es geniigt zu bewelsen, daB die Erzeugenden der T(y, z)-Schar, die die Flachen
F(y), F(z) beriihren, zur Kongruenz W von C. Segre gehoren.

Fiir die asymptotischen Kurven der Fliche F(y) gilt:

(Al’ dAl, dzAl, A4) = O .
Aus dieser Relation bekommen wir durch Einsetzen nach (14), wo o} = 0,
(Al’ A29 AS: A4) #: 0:
47) 0?0} + oiwl =0.

Die Bedingung fiir die Asymptotenkurven der Fliche F(z) lautet:
(Az, dAz, d2A2, A3) = O .

Aus dieser Relation bekommen wir bei w3 = 0, (4,, 4,, 43, 4,) + O:

(48) wiot + 0ot =0.

Wenn wir endlich in die Gleichungen (47), (48) nach (15) einsetzen, bekommen wir in
den beiden Fillen:
du =0, do=4%(ay, + az;)du.

Die Asymptotenkurven der Flichen F(y), F(z) entsprechen einander, die ange-
fithrte Schar gehort zur Kongruenz Wvon C. Segre.

Satz 13. Die T(y, z)-Schar ist nie das Komplexstiick, welches auf jeder Erzeugen-
den zweifache Inflexmittelpunkte hat, die von den Punkten der Flichen F(y), F(z)
verschieden sind.

Beweis. Wenn alle durch die Gleichung (46) gegebenen Inflexmittelpunkte der
T(y, z)-Schar zweifach sind, dann ist die Diskriminante der quadratischen Gleichung
(46) fiir alle Werte der Parameter u, §, ¢ in dem gegebenen Bereich (d. h. fiir alle
reelle Werte von B, ¢ und fiir alle Werte von u aus dem Intervall I') gleich Null. In der
Gleichung (46) hiingt aber nur ein Teil des Koeffizienten bei dem linearen Gliede

(=122 + B21212) (azs + ay4)

von dem Parameter ¢ ab. Dieser Ausdruck ist im Falle —f,,Q,; + 124, =0
gleich Null, dann aber liegen die zweifachen Inflexmittelpunkte auf den Fldchen
F(y), F(z). Es geniigt nur eine Mdglichkeit und zwar a,3 + a;4 = 0. Dieser Ausdruck
ist aber gleichzeitig fiir alle reelle Werte des Parameters § und fiir alle Weite des
Parameters u aus dem Intervall I nie gleich Null; das folgt aus den Gleichungen (16).
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Satz 14. Setzen wir voraus, daf die Kurven y, z im Intervall I nicht durch die
Fleknodalpunkte der Fliche & gehen und dap sie im Intervall I die Asymptoten-
linien der Fldche ® nicht beriihren. Weiter werden wir vourassetzen, daf sie nicht
imI im Sinne von Terracini konjugiert sind. Dann hat jede Erzeugende der I ,-Schar,
der zu den quadratischen Scharen R(y, z) gehérigen Flichen ¥, in der T(y, z)-Schar
hichstens einen Inflexmittelpunkt, der nicht auf den Flichen F(y), F(z) liegt.

Beweis. Nach (7a) gilt ,, = O fiir eine quadratische Schar. Die Gleichung (46)
hat dann fiir ¢ allgemein nur eine Wurzel, die nicht gleich Null ist. Die Erzeugenden
der I',-Schar der Flichen ¥, die zu dieser quadratischen Schar gehéren, beriihren
die Flache F(y). Ahnlich kann man die quadratische Schar (7b) betrachten.
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